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Capitulo 1

Introduccion.

El objetivo de esta tesis consiste en hacer una presentaciéon mas o me-
nos sintética de los elementos basicos de la teoria del grado topoldgico de
Brouwer y su extensién a espacios vectoriales normados de dimensién infini-
ta. Asimismo destacamos una serie de consecuencias y aplicaciones de dicha
teoria en las ramas de la topologia y el anélisis.

La bibliografia relativa al tema en cuestién es muy extensa y los primeros
articulos pueden ubicarse a fines del siglo xix; en particular sus antecedentes
se refieren al trabajo de Kronecker [Kronecker,1878]. No obstante, el primer
autor que di6é una definicién del grado de una funcién continua fue Brouwer
en un articulo publicado en el ano 1911 [Brouwer, L. E. J. 1911], a partir
de alli fue denominado grado topoldégico de Brouwer. El enfoque que uti-
liz6 Brouwer fue el de la topologia simplicial [Alexandroff P. and H.
Hopf, 1935]. En el texto de Alexandroff se trata la teoria de grado como
un caso particular de la teoria de la interseccién y presenta conse-
cuencias ligadas con los resultados de Kronecker.

En un célebre trabajo realizado por Leray y Schauder [Leray L. and
Schauder, 1934] se define el grado topoldgico para ciertas funciones defini-
das sobre conjuntos abiertos y acotados de un espacio de Banach arbitrario.
La clase de funciones para las cuales se definié fueron llamada a posterio-
ri transformaciones de Leray-Schauder (L-S) y resultan ser perturbaciones
compactas de la identidad, es decir f = [ — F' con F' compacta. Este tema
sera tratado en el capitulo 5 de la presente tesis. La idea central de la defi-
niciéon 5.1.0.27 referida al grado de Leray-Schauder consiste en aproximar la
transformacién compacta mediante transformaciones de rango finito y pos-
teriormente utilizar la teoria del grado topoldgico de Brouwer, valida para
un espacio de Banach de dimensién finita.
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En 1951 Nagumo presenta un nuevo enfoque para definir el grado to-
polégico de una funcién continua. Este tratamiento del tema suele llamarse
enfoque diferencial y nosotros lo desarrollaremos en el capitulo 2, si-
guiendo en general los lineamientos dados por Lloyd y Amman [Lloyd N.
G. 1978; Amann H. 1990.] El enfoque simplicial, y en particular el cémputo
directo del grado, para el caso de polinomios en una y dos variables reales,
puede encontrarse en el texto de Cronin [Cronin, J. 1964]. También destaca-
mos siguiendo a Rothe, observacion 5.1.0.29, que es posible definir el grado
para una clase de funciones més generales atin, las llamadas transformaciones
de Leray-Schauder generalizadas [Rothe, E. H. 1984, pag. 69]. Este texto, que
aborda el tema a través del enfoque diferencial, cuenta ademéas con una muy
buena introduccién. con notas y referencias histéricas de interés.

El segundo capitulo comienza con la seccién 2.1 en la que se dan una
serie de definiciones y notaciones basicas, en particular en las definiciones
2.1.0.5 y 2.1.0.6 se fija la clase de funciones y de puntos para los cuales se
definira el grado. Se aborda en primera instancia el caso X = R". El resto del
capitulo se destina a la construccién del concepto. Organizaremos esa tarea, a
través de cuatro fases; en la primera fase se define el grado para funciones de
clase C' y para valores regulares (definicién 2.2.0.9); en la segunda, seccién
2.3, se presenta una serie de resultados auxiliares que permiten levantar la
restriccion de que el punto sea regular, a condicién de introducir funciones
de clase C?, en la tercera se define el grado para funciones de clase C* y para
cualquier tipo de valores (definicicién 2.4.0.24) y en la cuarta se define, via el
proceso de limite, el grado para las funciones continuas (definicién 2.5.0.4 ).
De esta forma la diferenciabilidad resulta ser un recurso auxiliar para abordar
un concepto esencialmente topolégico: el grado de Brouwer.

De acuerdo a este comentario y con las notaciones que introduciremos en
la primer seccién del siguiente capitulo, organizamos el trabajo a través del
siguiente esquema:

1. Subseccién 2.2. Definicién del grado topoldgico para funciones ¢ € A}, ;.

2. Subseccién 2.3. Resultados auxiliares previos a la definicién el grado
para funciones ¢ € Ap ;.

3. Subseccién 2.4. Definicién del grado topolégico para funciones ¢ € Ap ;.

4. Subseccién 2.5. Definicién del grado topolégico para funciones ¢ € Ay .
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La hipdtesis de que p ¢ ¢(0€2) es esencial, no asi el hecho de que p sea
un valor regular de ¢.

La definicién permite considerar al grado, denotado d, como una funcién
de las variables ¢,€) y p. Méas aun, se vera que fijado €2, la funcién d es
continua en las variables ¢ y p. Esta funcién continua, bajo determinadas
condiciones, da una cota inferior de la cantidad de ceros de la ecuacién ¢(x) =
p, teorema 2.6.1.10 y corolario 2.6.1.11.

Por otro lado senalamos que la definicion del grado puede darse para
dominios {2 no necesariamente acotados [Nagumo, M. 1951].

En las seccion 2.6 presentaremos las principales propiedades que resultan
ser fundamentales para las aplicaciones de la teoria de grado; destacamos
en particular los teoremas: 2.2.0.10 (normalizacién), 4.4.1.7 (propiedad de
solucién), 2.6.1.3 (punto 1: d(-,Q,p) es localmente constante en la primer
variable y punto 2: invariancia bajo homotopias), 2.6.1.5 (la funcién d(¢, 2, p)
es localmente constante), 2.6.1.6 (dependencia de los valores sobre el borde),
2.6.1.7 (Poincaré-Boélh), y 2.6.1.8 (traslacién).

En en la seccién 2.7 definimos el indice de Poincaré, (definicién 2.7.0.6)
y en la seccién 2.8 una generalizacién del concepto de grado para funciones
continuas definidas sobre conjuntos abiertos y acotados de espacios de Banach
de dimiensién finita y destacamos el teorema 2.8.0.15 de existencia y unicidad
de la funcién grado asi definida [Amann H. and Weiss, 1973].

En el tercer capitulo daremos una interpretacion geométrica del concepto
de grado. Mas precisamente en la seccion 3.1 hacemos presentes algunos con-
ceptos referidos a formas diferenciales y resultados fundamentales necesarios
para la tarea posterior. En la seccion 3.2 tratamos la relacién entre formas
cerradas, exactas e integrales 1-formas. En ambas secciones se omitirdan en
general las demostraciones y su lectura podra omitirse si se recuerdan los
resultados fundamentales.

En la seccion 3.3 definiremos el nimero de vueltas para curvas continuas
en R?. Para ello comenzaremos definiendo una funcién angulo asociada
a una curva diferencial como la soluciéon de un problema de valores iniciales,
(3.2.2.3). Luego establecemos la definicién 3.2.2.3, referida a la variacién
total del &ngulo de una curva diferenciable . A continuacion se de-
fine el niimero de vueltas alrededor de un punto para una curva diferenciable
a trozos (definicién 3.2.4.1). Finalmente a través de los conceptos de funcién
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angulo y sector angular abordamos la definicién 3.2.4.2; relativa al ntmero
de vueltas alrededor de un punto para una curva continua. Como an-
ticipacién del intimo vinculo que existe entre los conceptos de ntmero de
vueltas y grado, se descata que el numero de vueltas tiene, entre otras,
las propiedades de invariancia bajo homotopias, traslacion, constancia sobre
componentes conexas, y ademas vale en ese contexto el teorema de Poincaré-
Bohl, etc. Todas estas propiedades son analogas a las del grado demostradas
en el segundo capitulo.

En la seccién 3.4 generalizamos el concepto de nimero de vueltas de
un campo de Clase C'! definido sobre el borde 92 de un conjunto € abierto y
acotado de R", (definicién 3.3.0.13). Eligiendo w|gn-1 un elemento de volimen
de la esfera S"~! C R"™ y su pull-back via la retraccién r = ﬁ, teorema
3.1.5.2, el nimero de vueltas del campo ¢ relativo al borde 0f2 y alrededor
del origen, mide la cantidad de veces que 92 envuelve a S™~! via el pull-back
de r o ¢.

Esta definicién se realiza mediante una integral denominada integral
de Kronecker , (definicién 3.3.0.14). A continuacién se prueba el resulta-
do mas importante del capitulo, a saber la coincidencia de las nociones de
nimero de vueltas de una campo y grado topdlogico, teorema 3.3.0.15. Esta
igualdad pone de manifiesto, en forma directa, que el grado solo depende de
los valores que el campo asume sobre el borde 0f). La propiedad de depen-
dencia del grado respecto de los valores que asume el campo sobre el borde
permite definir el grado global del campo, denotado deg, como se indica
en la observacién 3.3.0.16 y se formaliza en el cuarto capitulo.

Por 1ltimo en la seccion 3.5, luego de una serie de resultados preliminares
referidos al indice de curvas continuas definidas en un abierto U C C, se
establece el grado para un campo identificado con una funciéon holomorfa,
teorema 3.4.2.1.

En la primera seccién del cuarto capitulo se establece la completa analogia
de la definicion del grado topolégico, y por lo tanto del nimero de vueltas,
de un campo dada por el enfoque diferencial y el cohomolégico de Rham. En
la definicién 4.3.3.1 se pone de manifiesto dicha coincidencia.

En la segunda se trata de la nocién del grado médulo 2 (definicién
4.2.2.2), propiedad de congruencia anéloga a la establecida con anterioridad
en el corolario 2.6.1.11 pero en el contexto de las variedades; ademas se realiza
la extensién del grado de Brouwer a funciones C'*° definidas sobre variedades
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compactas, conexas, finito dimensionales (defincién 4.1.0.4), completamente
analoga a la definicién 2.2.0.9.

El desarrollo de las dos primeras secciones se hace en forma esquematica y
no es central en esta tesis. Los asteriscos que llevan estas secciones en el indice
general indican que el tratamiento de los temas respectivos es sumario. No
obstante, constituyen lineas fundamentales de estudio e investigacién. En los
todos los demas casos el asteristico siempre indica que se trata de preliminares
y que su lectura puede eventualmente omitirse.

La seccion 4.3 tiene por objeto probar algunos teoremas clasicos de pun-
to fijo, usando teoria de grado, en particular el teorema 4.4.1.6 del punto
fijo de Brouwer. En la seccién 4.4 retomamos la relacién teoria de grado e
integracion compleja y veremos algunas aplicaciones al cédlculo de variable
compleja: el principio del argumento, (teorema4.5.0.4), teoremas 4.5.0.6 y
4.5.0.7 de Rouche, el teorema fundamental del dlgebra (teorema 4.5.0.8), etc.

Finalizamos el capitulo con la seccién 4.5 en la que aplicaremos la teoria de
grado para probar la existencia de soluciones T-periddicas de sistemas
asintoticamente lineales, teorema 4.6.2.1 y corolario 4.6.2.2 y el método de
guiding para probar la existencia de soluciones T-periddicas de sistemas
de ecuaciones ordinarias de primer orden x = f(t,x), fundamentalmente a
través de teorema 4.6.3.15 de Krasnosel’skii. Finalmente se hacen algunos
comentarios referidos a la utilizacion de la teoria de grado para probar la
no existencia de orbitas periddicas no criticas de flujos planos, proposicion
4.6.3.20.

El quinto capitulo esta orientado a construir la extension del grado de
Brouwer a campos definidos sobre abiertos y acotados de espacios vectoria-
les normados de cualquier dimensiéon. A través del clasico ejemplo 5.0.3.22
de Leray; se muestra que tal extension no puede realizase sobre la clase
de las funciones continuas y como lo hemos anunciado anteriormente esta
extension se hace para perturbaciones compactas de la identidad, las deno
minadas transformaciones de Leray-Schauder. Para realizar la definicion se
utiliza algunos resultados clasicos de andlisis funcional tal como que toda
transformacién compacta definida sobre un conjunto abierto y acotado se
aproxima mediante transformaciones de rango finito, teorema 5.1.0.25 y la
teoria del grado de Brouwer desarrollada en el segundo capitulo. En la sec-
cién 5.2 veremos que esta extension preserva esencialmente las propiedades
que habremos desarrollado en el segundo capitulo.
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En el dltimo capitulo, el sexto, veremos algunas aplicaciones al andlisis
de la teorfa del grado Leray-Schauder. En la seccién 6.1 se probaran algunos
teoremas de punto fijo, entre los cuales se encuentran el clasico teorema del
punto fijo de Schuader. En la seccién 6.2 demostraremos, bajo diferentes con-
diciones, la existencia de soluciones T-periddicas para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden. En la seccién 6.3 vincularemos la
teoria de grado con las nociones de sub y supersoluciones para probar la
existencia de soluciones T-periodicas de problemas de valores iniciales del
tipo 6.3.1.1 y 6.3.2.1 en los contextos de funciones de clase C? y W21(0, 27)
respectivamente a través de los teoremas 6.3.1.2 y 6.3.2.8. Finalmente apli-
camos la teoria del grado al caso del péndulo forzado en el teorema 6.3.2.9
denominado teorema de las tres soluciones.



Capitulo 2

Teoria del grado topoldégico de
Brouwer: enfoque diferencial.

En el presente capitulo abordaremos la teoria de grado topoldgico desde
una perspectiva analitica, debida fundamentlamente a Naguno y seguiremos
en lienas generales el texto de Lloyd N.N. [Lloyd N.N.; 1978]. En primer
lugar se definira el grado para funciones diferenciables con continuidad y para
valores regulares, luego levantaremos la restriccion de la hipotesis relativa a
que el valor sea regular a expensas de suavizar las funciones y finalmente a
través de un proceso de aproximaciéon definiremos el grado para funciones
continuas. Comenzaremos estudiando el caso X = R” con la norma ||x|| =
x|, = méxi<;<n{|zi|}. Los resultados se podrén interpretar en el contexto
de cualquier espacio normado de dimension finita. Para espacios de dimensién
finita el grado topoldgico se denomina de grado de Brouwer.

2.1. Notaciones y definiciones previas.

Comnezamos con una serie de definiciones previas, precisando cierto len-
guaje con el objeto de simplificar la notacion.

Trabajaremos con funciones definidas sobre la clausura de conjuntos abier-
tos y acotados de R".

Designamos esas clases mediante 3 = {2 C R"/Q) es un conjunto abierto }
y 3. ={Q€3/Q es un conjunto acotado}.

Definicién 2.1.0.1 Definimos el conjunto

CH Q) = CHOQ,R") = {¢: Q0 — R": 3p € C(Qy,R")

_ = 2.1.0.1
tal que ,,Q€3., QC y ¢lg=0o} ( )
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Definicion 2.1.0.2 Sea ¢ € C1(Q). Definimos la norma ||-||, en C*(Q) de
la siguiente manera

Io;
8mj

ol = sup A{llgi(x)]|l} + sup | }- (2.1.0.2)

z€Q,1<i<n z€Q,1<i,j<n

La bola correspondiente a la norma ||-||; con centro en ¢ y radio ¢ la
denotaremos B'(¢,0) = {¢ € C*(Q): ||[v — 9|, <} B
En ocasiones utizaremos la siguiente notacién: si ¢ € C1(£2, R) entonces

b 0 ¢y, designard la i-ésima derivada parcial de ¢ y si ¢ € C! (Q) entonces

como es usual ¢; ; = gi’"_ designara la derivada j-ésima del componente ¢;.
J

Anéalogamente podemos definir para cada k natural mayor que 1 el con-
junto C*(Q) y a posteriori C¥(Q) como el subconjunto de las funciones
pertenecientes a C’“(ﬁ) con soporte compacto en 2. En el caso particular
que consideramos aqui, €2 acotado, el soporte es compacto de inmediato si
sop(¢) = {x:¢(x) # 0} C Q. También podemos definir para los espacios
C*(Q) la norma ||.||, de manera analoga.

Definicién 2.1.0.3 Sea ¢ € C1(Q).
1. Se dice que € Q es un p-punto de ¢ sii d(x) = p, siix € ¢ ({p}).

2. Sedice quex € Q esun punto critico de ¢ siiJy(x) = det Do(x) =
0. Un punto x € Q) se dice regular sino es critico.

3. Se dice que p € R™ es un walor regular de ¢ siVx € ¢ ({p})
D¢(x) es sobre. Un punto p € R" que no es valor reqular se llama
valor critico de ¢.

A continuacion le daremos nombre a una serie de conjuntos con los cuales
trabajaremos a lo largo de toda la construccion.

En primer lugar denotamos el conjunto de todos los puntos criticos de ¢
de la siguiente manera:

Cy=Cy() ={x€Q: x es un punto critico de ¢} (2.1.0.3)

A los efectos de hacer méds compacta la notacién a utilizar, damos la
siguiente:
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Definicién 2.1.0.4 S0 k € Ny diremos que ¢ es "CF p-admisible " si
¢ € C*(Q) y ademds p & $(09).

En la definicién previa podemos centrarnos en la funcién ¢, su dominio
2, o bien en el valor p € R"; en este sentido definimos.

Definicién 2.1.0.5 Sea ¢ € C*(Q) con k € Ny. Definimos los conjuntos:

(ﬁ) {p € C*(Q)/ ¢ es p— admisible} ysi k>1 (2.1.0.4)
rx(Q) ={0p € A,k(Q)/ p es un valor regular de ¢} o

Siempre que el contexto lo permita omitiremos la referencia al dominio Q
escribiendo:

Ape = App(Q) y A}, = A7 (Q) (2.1.0.5)

p.k
Ademéds para k = 0 podemos escribir A, = A, omitiendo la referencia a
la clase; sin embargo en alguna ocasion recordaremos la continuidad de la
funcién con el subindice 0.

Definicién 2.1.0.6 Para k € Ny, ¢ € C*(Q) fijos definimos los conjuntos:

RG, =Ripa, ={PER"/ ¢ es C* p - admisible }
={peR"/ g€ Apy} ysik=>1
Ry sk = R s00) .k ={peR} 5(09), /D es un valor regular de ¢}
_(peRY peAr,)
(2.1.0.6)
Nuevamente, si el contexto lo permite, simplificaremos la notacion escri-

biendo:

Ademas también podremos omitir el subindice k£ que se refiere a la clase de
¢ si el contexto lo permite.
Observemos que

RE 1, = [¢(0Q)]°

R sk = Rioa)x — ¢(Cy) = [0(0Q)]" N [¢(Cy)]° = [¢(Cy) U 9(092)]°.
También es claro que para k > 1
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Asimismo se ve que si k = 0 entonces

Ap CC°(Q) y R} CR™

Con esta notacién enunciados tales como: "Sea €2 C R™ abierto y acotado.

Q — R es de clase C*(Q) y p ¢ #(09Q) entonces P7. se simplifican es-
cribiendo "Si ¢ € Apj entonces P.7, etc.

Para nuestros fines la referencia a la diferenciabilidad es auxiliar y traba-
jeremos con k =1y k = 2 para abordar el caso k = 0.

Ahora comenzamos a desarrollar el esquema (1) de las cuatro fases que
hemos presentado en la introduccién para definir el grado de una funciéon

¢ € Apyp.

2.2. Definicion del grado topoldgico para fun-
ciones ¢ € A ;.

La primera fase es directa y se basa en el siguiente hecho: si p es un valor
critico entonces el conjunto de los p-puntos puede ser infinito, pero si p es
un valor regular, entonces el conjunto de los p-puntos es finito.

Teorema 2.2.0.7 (La preimagen de un valor regular es finita).
Sea ¢ € CH(Q) y p un valor reqular de ¢. Entonces el conjunto ¢~ ({p})
es finito.

Demostracién. Puesto que ¢~!(p) es cerrado en  que es compacto
bastard con ver que que si x; € ¢ '(p) entonces x¢ es un punto aislado.
Supongamos que no; entonces existe una sucesién {x,} C ¢~'(p) tal que
X, — Xgo. El desarrollo de Taylor de orden uno permite escribir:

0 = ¢(xn) = ¢(x0) = Dd(x0)(xn — %0) + 0([[xn — x0])
esto significa que
Do(x0)(xn — x0) = o([|xn — %ol|)
y por lo tanto para todo r > 0 existe ng tal que si n > ng entonces
1
1D (x0) (30 — X0) || < 57 [|%2 — X0

Ahora bien, siendo p un valor regular D¢ (xg) es inversible de manera que
existe > 0 tal que para todo u € R" vale que ||[D¢(xo)(u)|| > r||u|| v esto
contradice lo anterior. l

Sip:
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Observacién 2.2.0.8 Mas brevemente, el resultado del teorema 2.2.0.7 se
obtiene como consecuencia del teorema de la funcién inversa. Para cada
x € ¢ !(p) existe un entorno Vi difeomorfo a W, = ¢(V4), de forma tal
que en cada entorno Vy existe un sélo p-punto de ¢; esto demuestra que los
p-puntos son aislados. Luego se observa que {Vx }xeg-1(p) cubrea ¢! (p) C Q.
Finalmente siendo Q compacto lo es ¢~'(p) y podemos extraer un subcubri-
miento finito de ¢~ (p).

Ahora estamos en condiciones de definir el grado relativo a €2 para fun-
ciones C'' p-admisibles con p un valor regular.

Definicion 2.2.0.9 51 ¢ € A}, definimos el grado topolégico de ¢
relativo a () en p de la siguiente manera

d¢,2p)= > sigly(w), (22.0.8)
z€d—1({p})

donde sig designa la funcidon signo y Jy(x) = det Do(x).

Aunque su demostracion es elemental la siguiente propiedad es de suma
importancia para establecer la existencia de soluciones de la ecuacién ¢(x) =
p. Posteriormente se vera el lugar que ocupa en la teoria y sus aplicaciones.

Teorema 2.2.0.10 (Propiedad de normalizacion).
Si ¢ =1 es la funcion identidad entonces.

d(¢, Q2 p) = { (1) Z g;% (2.2.0.9)

Demostracién. Es claro que si p ¢ Q entonces ¢~'({p}) = @ y por
lo tanto d(¢,Q, p) = 0. Por otro lado si p €  entonces ¢~ '({p}) = {p} vy
Jo(p) = 1; luego d(4,Q2,p) =1. W

Algunos ejemplos elementales.

Finalizamos esta seccién con una serie de comentarios basicos. Desde
luego que excluiremos el célculo del grado en los valores criticos; pero esta
limitacion serd superada en las subsecciones siguientes.

Ejemplo 2.2.0.11 Sea Q = (—1,1) y ¢ : @ — R definida f(z) = 2% En
este caso 002 = {—1,1} y ¢(0Q) = {1}; por otro lado Cy, = {0} y por lo tanto
#(Cy) = {0}. Entonces R, 451 = R/{0,1} y la funcién grado estd definida,
de acuerdo a 2.2.0.9, para todo valor p ¢ {0,1}. Luego extenderemos la
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definicién de modo que el grado también estara definido en el valor 0. Se ve
facilmente que para dichos valores d(¢, 2, p) = 0.

Notemos, por ejemplo, que la ecuacién ¢(z) = % tiene exactamente dos
soluciones: ¢~ {3} = {—\/Li, \/Li}’ sin embargo

1 ] , 1 ] , 1
0=d(¢,Q, 5) = sig(¢ (—E)) + sig(¢ (—E)) =—-14+1=0.

Los signos se compensan y el grado pierde la nocién de cantidad de soluciones,
puesto que su calculo es una medida orientada.

Ejemplo 2.2.0.12 Sea Q = (0,1) y ¢ : Q@ — R definida ¢(z) = 22. Por
un lado Cy = 0 de manera que ¢(Cy) = 0 Por otro lado 92 = {0,1} y
por lo tanto ¢(0€2) = {0,1}. Luego en este caso para todo p € R, 41 =
(—00,0) U (0,1) U (1, 00) estd definido el grado de ¢ y se ve facilmente que

1 si pe(0,1)

d(¢, Q,p) = { 0 sipe(—00.0)U (L oo) (2.2.0.10)

Es claro, a partir del hecho de que la funcién ¢ : (0,1) — (0,1) es
biyectiva, que para cada p € (0,1) la ecuacién ¢(x) = p tiene una tnica
solucién. Esto se ve reflejado en el valor del grado. Ahora si fijamos p € (0, 1),
es facil observar en este caso que tras una pequena perturbacion de la funcién
¢, digamos ¢. con € < 1 de forma tal que permanezca cerca de ¢, la ecuacion
¢:(x) = p también tiene una tnica solucién.

Veremos méas adelante que el grado es invariante bajo pequenas pertur-
baciones de la variable ¢. Esta propiedad se utiliza estratégicamente para
obtener informacién acerca de la existencia de soluciones de una ecuacion
¢. = p y eventualmente de la unicidad. Si de alguna manera pudieramos
calcular d(¢, §2, p) aunque no asi d(¢, €2, p) entonces con base en la invarian-
cia bajo perturbaciones, es decir en el hecho de que d(¢, 2, p) = d(¢., 2, p) se
puede obtener la informacién buscada. Bajo determinadas condiciones, que
precisaremos mas adelante, esto es lo que sucede. Uno de nuestros objetivos
es establecer esta propiedad en un contexto més general y menos restrictivo,
es decir para ¢ € Ap .

También senalamos que estos dos ejemplos triviales muestran que el grado
es efectivamente relativo al dominio €). Para ciertos valores p, mas precisa-
mente para p € (0, 1), en el primer ejemplo el grado vale 0 y en el segundo
vale 1.
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Otra cuestién que trabajaremos en la proxima seccion y que resulta funda-
mental es el hecho de que el grado permanece invariante en las componentes
conexas del complemento de los valores criticos.

Ejemplo 2.2.0.13 Sea Q = (-1 y ¢: Q — R definida ¢(z) = 2% —

)
2 'V3
T+ 33 1 ) 1

Entonces 092 = {—1, 73} y ¢(092) = {0, WE} Por otro lado C, = {—%}
y ¢(Cy) = {ﬁg} Luego para p ¢ {0, %, ﬁg} estd definido el grado. En
este caso

Ry = (—00,0) U (0, 325) U (5%5,00) ¥

73[ 3\/374
Rrs =Ry —0(Cs) =Ry — {55} = (2.2.0.11)
2 2 4 4
(00,00 U(0,555) U (535 5.5) Y (55, °)

y aplicando la definicién se ve que

3v/3’
d(¢,Qp) =q —1 si pe(0,5%) (2.2.0.12)
0 sipe (. o)

El conjunto R, ,; tiene 4 componentes conexas, y en cada uno de elllos el
valor del grado es constante. Por otro lado Ry tiene sélamente tres. Desde
luego que el grado ain no lo tenemos definido en p = ﬁg pero si la exten-
sién de la funcién grado fuera constante en las componentes conexas de Ry
entonces el grado en p = ﬁg debiera ser 0 y en efecto esto es lo que sucede.
En la proxima seccion trataremos precisamente ese tema.

También resulta inmediato de la definicion dada que si la funcién ¢ es
regular e inyectiva entonces el valor del grado es £1 o bien 0; si p estd en la
imagen entonces el grado vale exactamente 1 si preserva la orientacién y —1
si la invierte, en el otro caso, cuando p no esta en la imagen, el grado vale
cero. Ahora proseguimos la tarea de la construccién del grado para funciones
continuas.

Para extender la nocién de grado a una funcién continua necesitamos
establecer tres resultados fundamentales:

1. Si¢ e A’ entonces existe § < 1 tal que d(¢,2,-)|p1(4,4) es constante.
La constante ¢ depende en general tanto de p como de ¢.

2. Si ¢ € A’ entonces d(¢,2,-) es constante sobre los valores regulares
de cada componente conexa de R ;.



16 Capitulo 2

3. Si ¢ € A, entonces d(¢,€,-) es constante sobre cada componente
conexa de R ;.

Observacién 2.2.0.14 Luego de establecer el segundo resultado fundamen-
tal podremos definir el grado para funciones ¢ € Ay, y luego de establecer
el tercero podremos definir el grado para funciones ¢ € Ap .

2.3. Resultados auxiliares previos a la defini-
ciéon del grado para funciones ¢ € A, ;.
Primer y segundo resultados fundamen-
tales.

e acuerdo al comentario anterior esta seccién es una etapa de transicion
D do al t t t t de t

pues acerca los resultados necesarios para la definicién del grado de una
funcién ¢ € Ap1; para ello demostraremos los dos primeros resutaldos.

La demostracion del primer resultado no requiere de resultados previos.
Para el segundo se necesitaran ademas del clasico teorema de Sard de tres
lemas y una representacion integral de la funcién grado.

Teorema 2.3.0.15 (Primer resultado fundamental.)
Sea ¢ € A, .. Existe 6 = 6(¢,p) > 0 tal que si ¢ € B(¢,d) entonces

Yve ALy
d(1,Q,p) = d(¢,Q2, p). (2.3.0.13)

Demostracién. En primer lugar consideraremos el caso en el que ¢! (p)
es vacfo y luego el caso correspondiente a ¢~!(p) no vacio.

1. Supongamos que ¢~ '(p) = 0. En tal caso elegimos § = 1p(p; ¢(Q))
donde p designa la distancia asociada a la norma infinito en R" notada |||,
de manera que para todo x € €2 se tiene que

lé6(x) — pll = 24.

Por otro lado si 1 € B'(¢,d) entonces para todo x € € se tiene

lp(x) = ()| < [l — ¥, <.
Ahora de la desigualdad

[6(x) = pll < [[6(x) = )| + [[¥(x) - pl



El grado topolégico de Brouwer. 17

se deduce que para todo x € Q) vale

[9(x) = pll = l[o(x) = pll = lo(x) = ()| > 26 = =0.

Esto muestra que 1 € A, ; y en particular que ¥ no tiene p-puntos en Q
y en consecuencia vale el resutado:

d(wa va) = d(¢7 Q,p) =0.

2. Si la preimagen no es vacia entonces de acuerdo al teorema 2.2.0.7
podemos suponer que

¢ (p) = {x1,X2,X3,...,Xp }.

Elegimos r de forma tal que las bolas B(x;,r) sean disjuntas y no corten
al conjunto 9Q U C,
Consideramos ahora la unién de todas las bolas B(r) = |J_, B(x;,),

Li = |Jy(xi)] ¥
L= min {L;}.

{1<i<n}

Podemos elegir r tal que si x € B(r) entonces

2
Jo(x)| 2 5T

de la siguiente manera: por la conservacién del signo de la funcién |J,| para
cada i = 1,2,...,n existe r; tal que si x € B(x;,r;) entonces

| Jo(x)] =

luego basta con elegir r = minj<;<,, 7;.

También teniendo en cuenta la definicién de la norma |||}, la compacidad
de Q y la continuidad de J., podemos elegir 4; de forma tal que si ¢ €
B'(¢, 1) entonces para todo x € € se tenga

L.

W

| Jo(x) — Jy(x)| <

De lo anterior concluimos que si x € B(r) y ¢ € BY(¢, 1) entonces

0091 2 160 = 170 = 2| = (5 - 3 ) £ = 3L
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En particular se deduce que para todo i = 1,2,...,n ¢¥(B(x;,r)) es un con-
junto de valores regulares.

El resto de la prueba consiste en aplicar el teorema de contraccién para
probar que efectivamente 1 tiene un solo p-punto en cada B(x;,7).

Es claro que basta con probarlo para una bola B(x;,r) arbitraria, de
manera que fijamos un inidice ¢ y hacemos los siguientes cambios de variables

X)=X;, Z=X—Xg, y h=0¢(x0)—1(x0)

para simplificar la notacién.
Queremos estudiar las soluciones de la ecuacion ¢(x) = p es decir

(x) = d(x0) = ¢(x0) +1h(x0) — ¥ (x0) = 1(X0) + d(x0) — ¥ (x0) = 1(x0) + h
o equivalentemente las soluciones de

¥(x) —1p(x0) =h (2.3.0.14)
en B = B(xo, 7).

Veremos que esta ecuacion representa un problema de punto fijo.
En primer lugar reescribimos la ecuacion (2.3.0.14) de la siguiente forma

U(z+x0) — Y(x0) — DY(x0) -z + DY(x0)-z=h

y poniendo
T(z) = 1 (z + xo) — ¥(x0) — D(x0) - 2
podemos expresarla asi

T(z) + Di(xo) - z = h.

Di)(x0) es un operador lineal inversible puesto que |.Jy| > 3L en B(r). Si
denotamos a su inversa con U entonces la ecuacion se transforma en

Uh—-1T(z) ==z

y sl ponemos

W(z) = U(h —T(z))

la ecuacién (2.3.0.14) representa en definitiva un problema de punto fijo

W(z) = z. (2.3.0.15)
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Ahora veremos que W(B) C B y mds aiun que W es una contraccion,
luego por el teorema de la contraccion habra un tnico punto fijo y ¥ tendra un
unico p-punto.

Veamos que W es una contraccion y que B es invariante. Consideremos
la identidad

Lahi(x0 + 0z + (1 — 0)y) = Dipi(x0 + 0z + (1 — 0)y)(z — y)
i =21z — yp)i(x0 + 0z + (1 = 0)y) (2.3.0.16)

e integremos sobre el segmento [0, 1]

i(x0 + 2) — Vi(x0 +y)
= [y $ti(x0 + 6z + (1 — 0)y)do (2.3.0.17)
= 22;1(%‘ — ;) fol Vi j(xo + 0z + (1 —0)y)db.

Ahora teniendo en cuenta la definicién de T' obtenemos

(T(z) = T(y)): = Ti(z) — Ti(y)
= Yi(z +Xo) = Yi(x0) — Dibi(x0) - 2 — thi(X0 +y) + ¢i(X0) + Dibi(x0) - y
= thi(z + x0) — ¥i(x0 +y) — Dti(x0) - (? -y)
= y(z +1X0) —Pi(xo+y) = 201 (z = yi) Jy %j(xo)df
=2z =) Jy vig(xo + Oz + (1= 0)y)do — 377, (2 — y;) Jy Yij(x0)d0
= Z?:l(zj - ?Jj) fo Wi,j(xo + 0z + (1 - 9))’) - %‘,j(xo)]de-
(2.3.0.18)
Consideremos el operador lineal acotado U inverso de Di)(Xg), con norma
Ul = {|lU(h)]| : ||h]] = 1}. Entonces ||U(h)|| < [|[U]| - ||h]|. En particular
considerando ¢ € B(¢,d,) se verifica que ||U(h)|| = [|[U(d(x0) — ¥ (x0))| <
U [(d(x0) — ¥ (x0))|| < [|U]| 0. Luegosie € B'(¢,9) cond < &1y |z, [|y] <
r podemos acotar la ecuacién (2.3.0.18) y obtener:

IT(z) = T(y)ll < [lz =yl [O©) + O(r)] < ||z — y|| K5 + 7]

donde K = K(xq, ¢) es una constante positiva independiente de § y 7.
Entonces

[W(z) =Wyl < llz =yl K6+ ] |U]l (2.3.0.19)
y con y = 0 obtenemos
[W(2)|| < K[6 +r] U ||z]] < {KS|U]| + Kr ||U]]}[lz] < Cllz]| (2.3.0.20)

donde C' = K¢ ||U|| + Kr||U|| es constante.
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Ahora eligiendo r suficientemente pequeno de forma tal que Kr||U]|| <

5,0 < 01y K6|U|| < 3 se deduce que C' < 1. Luego de acuerdo a las

ecuaciones (2.3.0.19) y de (2.3.0.20) se concluye B es invariante y que W
es una contraccién. Finalmente observando que Jy(x;) = Jy(x;) v que el
argumento no depende del indice ¢ se obtiene el resultado buscado. B

Observacion 2.3.0.16 De este resultado se deduce que d(¢, (2, ) es cons-
tante en cada componente conexa de R, ;. En ocasiones aplicaremos el re-
sultado en este sentido.

Ahora comenzamos el trabajo preliminar a la demostracion del segundo
resultado fundamental.

Los tres lemas que siguen son técnicos, aunque en si mismos de in-
terés.

Lema 2.3.0.17 Sea ¢ € C?*(Q) y @/} € C3(R™) tal que sopy N ¢(IN) = 0.
Entonces existe una funcion ¢ € CL(Q) tal que

div(p)(z) = Jo(z)(div(y))(¢(z)) (2.3.0.21)

Demostracién. Consideremos la matriz M = {¢;;},, ;, v €l cofac-
tor asociado al elemento ¢, j, es decir A;;(x) = (—1)"" det(M(i]5)), donde
M (i|j) designa la matriz obtenida de M suprimiendo la fija i y la columna
7

Para cada j = 1,2, ...,n se define

= Z Yi(p(x))Aij(x)

y se propone la funcién ¢ = (1, 2, ..., ©n)-

Con esta definicién se tiene que ¢ € C() puesto que ¢ tiene soporte en
Q y cada v; es de soporte compacto.

Ahora probaremos el lema

div(p)(x) = Z? 1 g =
Sy Y, Alennuld)
D i A2 Dok V(9 (( )))m (%) Aij (%)} + 1i(p(x)) Aij (%)} =

S (00 By ) A () £ 37 4(6()) Ay ()}
(2.3.0.22)
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Por un lado se puede ver [Deimling K., 1980] que para cada i = 1,2,...,n

n
) " Ays(x) =
=1

de manera que se tiene

n

sz Aiy() = 32 S (6(0) D Ayiy (x) 0 =0.

1,j=1 =1 j=1
———
=0

Por otro lado si desarrollamos el determinante por la fila ¢ obtenemos

Z O 5 ( = OiJy

de forma tal que obtenemos en definitiva que vale (2.3.0.21)

div(p)(x) = 327 oy Yin(9(x)) g (x) Aij(x

= im1 21 2one 1Pik (9(X)) P (%) Aij (%)

=2 i1 2o Wi (0(x)) 3051 {0k, (%) Ay (x)
= Z?:l Zzzl{wi,k(¢(x))5kij¢}

=D i1 Yii(0(x)) Js(x) = Jp(x)(dive))(¢x). B

Lema 2.3.0.18 Sea f € C}(QL,R), K = sopf y supongamos para algin
Ty € R" se tiene que el tubo

)
}
1} (2.3.0.23)

A={k+t-z: keK tel0,1}= ] K+t-zCQ.

te(0,1]

Entonces existe ¢ € CL(Q) tal que

div(t)(@) = f(2) - f(z— a0) (2.3.0.24)

Demostraciéon. Definimos la funcién F': Q — R,

Z/Olf(x—t'xo)dt
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y proponemos la funcion
P(x) = F(x) -x0 = (F(x) x5, F(x) - x5, ..., F(x) - x})

En primer lugar verificaremos que ¢ € C}(Q) y para ello observamos que si
t€[0,1] yx—1t-x9 ¢ K entonces f(x —txXg) = 0 pues K = sop f. Luego
si X & Uyepp) &+t - Xo entonces F'(x) =0y por lo tanto sop F'C AC Qy

Y € CHAQ).
Ahora verificaremos que se cumple la igualdad (2.3.0.24) a través del

céalculo
X)1 ZZ 1F( X)X
Z folf,z( x—t- XO)dt)XO
= 211 (Jo falx =t - xo)xjt) (2.3.0.25)

Lema 2.3.0.19 Sea f € Cj(R™,R), K = sopf. Supongamos que para algin
arco vy se tiene que el tubo

A={k+~(s): keK, sec = K+95)= |J K.cq

5€[0,1] s€[0,1]
Entonces existe ¢ € CL(Q) tal que

div(y)(x) = f(z—~(0)) — flz—~(1)) (2.3.0.26)

Demostracion. Para s,t € [2, 1] se define la siguiente relacién de equi-
valencia: s ~ t sii existe ¢ € C}(Q) tal que

div(P)(x) = f(x =7(s)) = f(x = (1))

Si se prueba que las clases son abiertas, por la conexién del conjunto [0, 1],
se tendra que existe una sola clase y en definitiva 0 ~ 1. Finalmente de esto
se deduce la tesis.

Para probar que cada clase es abierta fijamos s y definimos la funcién
fs(x) = f(x —7(s)) de manera que el sopf, = Ky C Q. Ademds, para
dicho s, definimos el conjunto K. =k +6-h,: k € K,,0 € [0,1] donde h; =
() = (s).

Como K es un compacto de €2 entonces p(K,,92) > 0 y por lo tanto
existe € > 0 tal que si |t — s| < € entonces |h| < $p(K,,090) y K. C Q.
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Ahora aplicando el lema 2.3.0.18 obtenemos que existe ¢ € C}(Q) tal que
si |s — t| < € entonces

div(y)(x) = fo(x) = folx = by) = f(x = (s)) = f(x = he —(5)) =
fx=7(s)) = fx=7(t) +7(s) = fx=(s)) = fFx = (1))
(2.3.0.27)
En definitiva las clases son abiertas y cerradas a la vez y de ahi el resultado.
[ |

V2)
N
~—

I

El préximo paso es dar una representacion integral del grado. Senalamos
que tal representacion puede ser utilizada como punto de partida para definir
el grado; este enfoque puede verse en el texto de Heinz [Heinz E. 1959].

Teorema 2.3.0.20 (Una repesentacion integral del grado).
Sean ¢ € A1y
fe:R" — R

continua tal que K. = sopf C B(0,¢) y

fe(x)dx =
R"

Entonces existe g = £o(¢, p), tal que si 0 < € < gy entonces

0,p) = /Q F(6(x) — p)Jo(a)dz (2.3.0.28)

Demostracion. Observemos en primer lugar que existen funciones fe:
R" — R continuas con sopf C B(0,¢) e [, fe(x = 1 [(1) Spivak,
M 1979]. Si p es un valor regular de qb entonces ¢~ ( ) = {Xl,Xg, ey Xp b
Para ¢ > 0 suficientemente pequeno podemos elegir entornos abiertos de los
puntos x;, NV; = N;(x;,¢), ¢ =1,2,...,n disjuntos con 92 de forma tal que

Teniendo en cuenta que

n

sopf.(6(-) — p) C |V,

=1

el resultado se sigue del calculo pues en primer lugar

/ fe(¢ p)Js(x)dx =) / fo(o Jy(x)dx
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y luego haciendo un cambio de variable y teniendo en cuenta que Jy es de
signo constante en cada NN; se tiene que

Jo f-(6(x) = P)Jy(x)dx =
>ict Sy, J(6(x) = p) Js(x)dx =
Z?:1 Singb(Xi) ng fs(y)dy =
o sigdy(x;) = d(4, Q2 p). A

(2.3.0.29)

Finalmente estamos en condiciones de probar el segundo resultado funda-
mental. La pregunta a la cual responde este teorema es la siguiente: ; Como
varia el grado si se perturba la variable referida al punto p sin escapar de
la componente conexa en RY; a la que pertenece.” Mientras que el primer
resultado fundamental implica que la funcién grado d(¢,€2,-) es constante
en cada componente conexa del conjunto R} el segundo muestra que es
constante en cada componente conexo del conjunto RY ;. Desde luego que
estamos considerando el grado en valores regulares, de manera que lo que
afirma el resultado es que el grado es constante sobre todos los valores regu-
lares que estdn en la misma componente de R ;. Ademas observemos que en
el contexto del teorema de representacion recién demostrado puede ocurrir
que g — 0 cuando p tiende a un punto del cunjunto ¢(Cy); esto muestra
que la demostracién no es inmediata a partir de tal representacion.

Teorema 2.3.0.21 (Segundo resultado fundamental).
St € A, 1 N A, 1 tal que py, py son dos puntos que estdn en la misma
componente conezxa de RY | entonces

d(¢,Q, py) = (6, py) (2.3.0.30)

Observacion 2.3.0.22 FEste teorema afirma que st © designa una compo-
nente coneza de Ry y O el conjunto de todos los valores regulares de ¢ que
estdn en © entonces d(¢,$),-)|er es constante.

Demostracion. El teorema se probara en dos etapas.
1. Para una funcién ¢ € A, , N A}, 5 en las condiciones de la hipétesis.

Siendo que [p(0€2)]¢ es abierto, sabemos que sus componentes conexos
son arcoconexos. Sea © el componente conexo de [¢(9)]° que contiene a
Po;P; € ©y v :[0,1] — O un camino que los une, y(0) = py; (1) = p;.
Teniendo en cuenta que la traza de v es compacta existe un N, -entorno en
© que contiente a ([0, 1]).
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Ahora consideramos 0 < ¢ < &1, y representaciones integrades de los
grados d(¢, 2, py), d(¢, 2, p;) dadas por el teorema 2.3.0.20. Obsérvese que
puede elegirse la misma funcién f. para ambas representaciones.

Fijamos € > 0 y consideramos para todo s € [0,1] K. ={z+7(s) : z €
sop(f:)} C Q. Entonces Use[o,l} K. C Qy de acuerdo al lema 2.3.0.19 existe

Y € CE(Q) con sop(r)) C O tal que

div(P)(x) = fo(x=7(0)) = fo(x=7(1)) = fe(x =Pg) = fe(x—py) (2.3.0.31)

A su vez, por el lema 2.3.0.17 existe una funcién & € CL(Q) tal que

div(£)(x) = div(¥)((x))Js(x) (2.3.0.32)
con sopé N ¢(9N) = 0.

Multiplicando por Js(x) ambos miembros de la ecuacién (2.3.0.31) eva-
luada en ¢(x) e integrando sobre ) obtenemos

Jo div(¥)(¢(x))Js(x)dx = [, fe(d(x) — Po)Js(x)dx — [ fe(P(x) — P1)Js(x)dx =
= d(gba Qa pO) - d(¢a Qv pl)
(2.3.0.33)

Finalmente reoordenando los términos y usando la ecuacién (2.3.0.32) se
obtiene el resultado

d(¢, Q. py) = A, 2 py) + foy div(¥)((x)) I (x)dx =
46,0 py) + [ div(E)(y)dy = (6, ). (2.3.0.34)

La ultima igualdad se justifica teniendo en cuenta que por el teorema de la
divergencia [, div(¢)(y)dy = 0. Esto concluye la prueba de la primer etapa.

2. Para funciones ¢ € A, ; NAp , en las condiciones de la hipétesis.

En este caso consideramos una sucesién de funciones {¢,}n>1 C C%(Q)
tal que [|¢, —¢ll;, — 0 en C'(Q). Consideremos v como antes y § =
p(7]0, 1], $(99)) > 0. Entonces si tomamos [|¢,, — ¢[|, < 16, x € (Q) y s €

[0,1] entonces dado que [[¢(x) = ()] < [|¢(x) = ¢n(X)[| + [|Pn(x) = 7(s)]]
se tiene que

9n(x) — 1) 2 1666) — 7 ()] ~ [6(x) — du(x)]| > 6~ 26 = 56
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Entonces para n suficientemente grande por el primer resultado funda-
mental, teorema 2.3.0.15, vale que

d(¢7 Q7 pO) = d(gbnv Q7 pO)

d(¢na Q» pl) = d(gbv Qa pl)'

Ahora por la primera parte del presente teorema se tiene que:

d(¢,Q,pg) =d(¢, 2 p,). W (2.3.0.35)

Por ultimo para continuar con la construccion necesitamos del importante
teorema de Sard cuya demostracion puede verse en los textos de Spivak y
Milnor [(2) Spivak M. 1979; Milnor J. W. 1965,]

Teorema 2.3.0.23 (Teorema de Sard.) Si¢ € CH(Q) entonces ¢(Cy) tie-
ne medida cero.

Es claro que este teorema afirma que el conjunto de valores regulares de
una funcién C*(Q) es denso en R™ y en este sentido utilizaremos en ocasiones
el teorema de Sard.

2.4. Definicion del grado topoldgico para fun-
ciones ¢ € A ;.

Ahora podemos levantar la restriccién de que p sea un valor regular.

Usaremos la siguiente notacién: n = p(p, #(992)) donde p denota la dis-
tancia asociada a la norma ||-|| . Cuando existan mas de un punto p en
juego, notaremos para cada p; correspondiente 7; = p(p;, ¢(02)).

Definicién 2.4.0.24 Sea ¢ € A, 1. Elegimos q € B(p,n) valor regular de ¢
de forma tal que ¢ € Aj,; y definimos el grado de ¢ en p relativo a 2 de la
siguiente forma:

d(¢, 2, p) = d(¢, €, q).
Teorema 2.4.0.25 La definicion 2.4.0.24 es correcta.

Demostracién. Por el teorema de Sard 2.3.0.23 cada bola B(0,p) con-
tiene puntos q que resultan ser valores regulares de la funciéon ¢. Por ser
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conexa, la bola B(p,n) estd contenida en la componente conexa de p en
RY | v de acuerdo al segundo resultado fundamental 2.3.0.21 la definicién no
depende del punto q elegido. B

En la siguiente subseccién probaremos el tercer resultado fundamental
de la construccion; este teorema muestra que la extension preserva dos pro-
piedades ya probadas para el grado de funciones ¢ € A}, ; y ademds que la
funcion grado es efectivamente invariante bajo homotopias, es decir el grado
permanece constante a través de deformaciones continuas en la variable ¢.

2.4.1. Algunas propiedades fundamentales del grado
de una funcién ¢ € A,; para la extensién del
concepto. Tercer resultado fundamental.

En primer lugar precisamos el concepto de homotopéia.

Definicién 2.4.1.1 (Homotopias de clase C* p-admisibles). Una ho-
motopia de clase C* entre las funciones ¢, 1 € C*(Q) es una funcion

H: [0,1]xQ—R"

tal que si denotamos H,(x) = H(t,x) entonces para todo t € [0,1] se tiene
que H; € C*(1),
Hy=¢, Hi=7v
y ademds
|Hy — Hy|l;, — 0, si [t—s] —0
Ademdas diremos que la homotopia H es p-admisible si para todo t € [0, 1]
vale que p ¢ Hy(0Q).

Seguiremos utilizando las notaciones establecidas en este capitulo; es decir
™ para todo t € [0, 1], H; € Ay " indica que toda funcién H; con 0 <t <1
es C* p-admisible. Andlogas notaciones se usan para el complemento de los
valores p-admisibles, regulares o no, etc.

Teorema 2.4.1.2 (Tercer resultado fundamental.)

1. Si ¢ € Ap1 entonces d(¢,§),-) es constante sobre cada componente
coneza de R ;.

2. Si¢ € Ay entonces existe 6 = 6(¢,p) > 0 tal que si v € B'(¢,0)
entonces ¢ € Ap1 y ademds

d(¢,Q,p) = d(1,Q, p). (2.4.1.1)
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3. (Invariancia bajo homotopias para funciones en A,;) SiH es
una homotopia entre las funciones ¢ y ¢ tal que para todo t € [0,1]
H, € A, entonces para todo t € [0, 1]

d(H;,Q, p) = d(o,, p). (2.4.1.2)

Observacion 2.4.1.3 El primer punto dice que el segundo resultado fun-
damental vale para funciones ¢ € Ay, y podemos expresarlo de la siguiente
manera: si © designa un componente conexa de R ; entonces d(¢, (2, -)|e es
constante. El segundo punto dice que el primer resultado fundamental vale
asimismo para funciones ¢ € Ay y yl tercer que el grado es independiente
de la deformacién continua producida por la homotopia H.

Demostracion.

1. Consideremos p;, p, € © una componente conexa de RY ;. Elegimos q;
para i = 1,2 valores regulares de ¢ tal que ||q; — p;|| < ;. Con esta eleccion
se tiene que q; € © para ¢ = 1,2. Luego por la definicién 2.4.0.24 se tiene
para cada 1 =1,2

d(¢, 2, p;) = d(¢, 2, q;). (2.4.1.3)

Ahora observamos que ¢ € Ay ;NAg |y que gy, g, son dos puntos que estan
en la misma componente conexa © de RY ;, luego por el segundo resultado
fundamental 2.3.0.21 d(¢, Q2,q;) = d(¢, €2, q,) v de ahi el resutlado

d<¢> Q> pl) = d(¢7 Q7 p2)'

2. Por el teorema de Sard 2.3.0.23 podemos elegir q valor regular de ¢ tal
que [lp —qll < 3n=2.

Ahora si ¢ € B'(¢,d) entonces por el primer resultado fundamental
2.3.0.15 se tiene que d(¢, 2, q) = d(, 2, q).

Por la eleccion del punto q se observa que p y q estdn en la misma
componente conexa © de R}, y por el primer punto del presente teorema
d(¢, €2, p) = d(¢,Q,q) y d(¢, €2, p) = d(¢¥, 2, q).

Finalmente combinando ambos resultados se obtiene

(4,2, p) = d(¥, 2, q) = d($,Q,q) = d(¢,,p) B (2.4.1.4)

3. Por el punto 2 del presente teorema, la funcién u : [0, 1] — Z definida
u(t) = d(Hy, Q, p) es continua de manera que debe ser constante. ll
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2.5. Definicion del grado topoldgico para fun-
ciones ¢ € A, .

Ahora completaremos el esquema (1). La idea es definir el grado de una

funcién continua ¢ sobre 2 a través de una funcién ¢ € C(Q) que esté sufi-
cientemente cerca en la norma (2.1.0.2).

Se debe notar que independizandonos de la diferenciabilidad, abordamos
el concepto de grado en términos topoldgicos; esto significa que en el enfoque
analitico la diferenciabilidad aparece, en verdad, como un recurso auxiliar.

Definicién 2.5.0.4 Sea ¢ € A,. Elegimos ¢ € C1(Q) N B(¢,n) de forma
tal que Y € Ap1 y definimos el grado de ¢ en p relativo a Q) de la siguiente
manera:

(9,2, p) = d(v, 2, p)
Teorema 2.5.0.5 La definicion 2.5.0.4 es correcta.

Demostracion. En primer lugar observemos que n > 0y Q) N
B(¢,n) # @. Ahora cosideremos dos funciones 1y, ¥, € CY(Q) N B(¢,n)
y la homotopia inducida por la combinacién convexa

Hy(x) = 1 (x) + (1 = £)¢ha(x)
para todo x € Q y t € [0, 1].

Se comprueba facilmente que para todo t € [0,1] se tiene H; € Ap;.
Luego por el punto 3 del tercer resultado fundamental 2.4.1.2 se verifica que

d<¢17 QJ p) = d(¢27 Q7 p)

En definitiva hemos visto que el grado es constante en B(¢,1) NC*(Q) y
por lo tanto la definiciéon no depende de la eleccién de . B

El proceso de aproximacién utilizado en la construccion del concepto se
puede realizar simultaneamente en las dos variables ¢ y p; mas precisamente
se tiene el siguiente:

Teorema 2.5.0.6 En la definicion 2.5.0.4 podemos elegir ¢ € A, ;.

Demostracién. Consideramos ¢ € C*(Q) N B(¢, 31); con esta eleccién
p(p, (0)) > 3n > 0, de manera que p ¢ () y el grado de ¢ estd bien
definido. Ahora elegimos q € B(p, 1) N [¢(C,)]° y consideramos

Y=¢p+p—q.
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Entonces
¢ =l <o — ol + llo =¥ <
o=l +ll¢—(¢+p—d (2.5.0.5)
=ll¢—ell+lp—dll <n
Ahora bien

h(x) =p sii p(x) =q
y por construccién si x € ¢~(p) entonces Jy(x) = J,(x) # 0 de manera
que p no es un valor critico de . B

2.6. Algunas propiedades de la funcién grado
topoldgico: d(¢, €, p).

En esta seccién estudiaremos como se comporta la funcién grado respecto
de los parametros de los cuales depende: la funcién ¢, el dominio €2 y el punto

P

2.6.1. Perturbacién de la funcién grado respecto de la
variable ¢ y p.

De acuerdo a la construccién es facil ver que se cumple la propiedad de
normalizacién enunciada en el teorema 2.2.0.10 y su demostracién en este
contexto es inmediata.

La siguiente propiedad, aunque elemental, es clave en muchas aplicaciones
de la teoria del grado al analisis.

Teorema 2.6.1.1 (Propiedad de solucion).
Sea ¢ € App. Si d(¢,Q, p) # 0, entonces existe q € ) tal que ¢(q) = p.

Demostracién. Sip ¢ #() entonces podemos elegir Yedt (Q) tal que
llo — | < p(p,d(£2)) < n. Luego se deduce que p ¢ ¥(2) de manera que
d(¢,Q,p) = 0 y esto contradice la hipétesis.

Observacién 2.6.1.2 Los dos teoremas siguientes muestran que el tercer
resultado fundamental se extiende a funciones ¢ € Ay .

Teorema 2.6.1.3 (La funcion d(-, (), p) es localmente constante en la
primer variable e invariante bajo homotopias).

Sean ¢ € Ay
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1. Existe 6 = 0(¢,p) > 0 tal que si v € B(¢,0) entonces ¢ € Apg y
ademads

d(¢,Q, p) = d(¥,Q2, p). (2.6.1.1)

2. Si H es una homotopia y para todo t € [0,1], H, € A, entonces

Demostracién. 1. Si p ¢ ¢(9Q) y ¢ € B(¢,3n) entonces p ¢ ¥(99),

pues [ —pl| > [[¢—pll = ¥ — ¢ > n—3n = 31 > 0. Luego el grado,
d(¢, €, p) estd bien defindo.

Si definimos § = n—||1) — ¢|| y elegimos una funcién x € B'(v, §) entonces
o = xIl < ll¢ =l + [ =xll <=1l — ol + ¥ — ol =n.

Luego se tiene simultaneamente que ||x —¢| <7, [[x — ¢|| < ny usando
la definicién 2.5.0.4 se deduce que d(¢, €2, p) = d(v, 2, p).

2. De acuerdo a la hipétesis el grado d(Hy, 2, p) estd definido para todo
t € [0,1]. La demostracién es anédloga a la que dimos en el teorema 2.4.1.2
para funciones de clase C*(Q). Nuevamente es suficiente con observar que
por el punto 1 del presente teorema la funcién u : [0,1] — Z definida
u(t) = d(Hy, 2, p) es continua y por lo tanto debe ser constante. B

Observacién 2.6.1.4 Geométricamente el segundo punto del teorema 2.6.1.3
muestra que si no existen p-puntos en el borde de €2 entonces a lo largo de
la deformacion los p-puntos aparecen y desaparecen de a pares de forma tal
que se compensan los signos y no aportan al grado.

Teorema 2.6.1.5 (La funcion d(¢,§), p) constante en cada compomente
conexa de RZ,O)-

Sea ¢ € Apy. Sipy y p; estan en la misma compomente conexa de R% o
entonces

d(¢7 Qv pO) = d(¢7 Q7 pl)

Demostracion. Sean py, p; € © componente conexa de RY . Por ser
arcoconexo existe una curva continua v : [0,1] — © que los une, es decir
v(0) = py, V(1) = p;. Siendo que 7 = p(7[0,1],0€2) > 0 se puede elegir
Y € Ay 1 N Ap 4 tal que para @ = 1,2 d(¢,Q,p;) = d(¥, €2, p;). Ahora
teniendo en cuenta que los puntos p, y p; estdn en la misma componente
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conexa de R, ; el resultado se sigue del tecer resultado fundamental, teorema
2412.1

El siguiente resultado, como veremos mas adelante en el tercer y cuarto
capitulo, resulta fundamental para definir el grado global de una funcién.

Teorema 2.6.1.6 (Dependencia del grado respecto de los valores
campo sobre el borde).
Supongamos que ¢, € Ay tal que dloa = Y|sq. Entonces

(¢, p) = d(¥,Q, p) (2.6.1.3)

Demostracién. Consideramos la homotopia C°-p-admisible inducida
por las combinaciones convexas de ¢ y 1, es decir para todox € Qy t € [0,1]
definimos

H(t,x) = tp(x) + (1 — t)(x).

Observemos que de acuerdo a la hipdtesis como ambas coinciden sobre el
borde de €2 se tiene que si x € 90 y t € [0, 1] entonces H(t,x) = ¢. Luego
para todo t € [0,1] vale que p ¢ H(t,00) y el grado esté bien definido a lo
largo de la deformacion. El resultado se sigue ahora por la invariancia de la
homotopia establecida en el segundo punto del teorema 2.6.1.3. B

Teorema 2.6.1.7 (Poincaré-Bohl).

Sean ¢, ¢ € C(Q) y supongamos que para todo T € O se tiene que
D ¢ [6(x); Y (x)] donde [p(x);(x)] denota el segmento que une el punto ¢(x)
con Y(x). Entonces d(¢,2, p) = d(1, 2, p).

Demostracion. Se trata esencialmente de la misma demostracion dada
para el teorema 2.6.1.6. Nuevamente, consideramos la homotopia continua
inducida por las combinaciones convexas de ¢ y 9, es decir para todo x € )
y t € [0, 1] definimos

H(t,x) = t6(x) + (1 — )6 ().
Es facil comprobar que la hipdtesis "p ¢ [¢(x); ¥ (x)] para todo x € 9Q

implica que para todo t € [0, 1] vale que p ¢ H(t,00) y el resultado se sigue
nuevamente por la invariancia de la homotopia 2.6.1.3. B

El préximo teorema establece la invariancia bajo traslacion.

del
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Teorema 2.6.1.8 (Invartancia bajo traslaciones).
Sea ¢ € Appo. Entonces para todo g € R™ se tiene que

Demostracién. Cosideremos la funcién ® : [0, 1] — Z definida ®(t) =
d(¢p—t-q,Q,p—1t-q). Observemos en primer lugar que ® estd bien definida
puesto que si p ¢ ¢(9€) entonces para todo t € [0,1] se tiene que p—t-q ¢
(¢p—1t-q)(0R). Ahora resulta que ® es continua por 2.6.1.3 y a valores enteros
por lo tanto constante y de ahi el resultado. B

Como consecuencia del teorma de la invariancia bajo traslaciones po-
demos dar una primer generalizacién de la invariancia bajo homotopia que
establece que el grado se mantiene constante bajo deformaciones simultaneas
e independientes de la funcion y el punto; mas precisamente:

Teorema 2.6.1.9 Sea p: [0,1] — R™ un camino continuo y H una homo-
topia C° p,-admisible para todo t € [0, 1], es decir para todo t € [0,1] se tiene
p, ¢ H(00). Entonces d(Hy, 2, p,) es independiente de t € [0, 1].

Demostracion. Consideremos K la homotopia inducida por H y la curva
p definida para todo ¢ € [0,1] y x € Q como K(t,x) = H(t,x) — p,. Ahora
para cada t € [0, 1] se aplica la invariancia bajo traslaciones, teorema 2.6.1.8,
y se obtiene

d(Kt, Q, 0) = d(Ht — Py Q, 0) = d(Ht7 Q, pt)

Finalmente por el teorema (2.6.1.3), invariancia bajo homotopia, el grado
d(K,Q,0) es independiente de ¢ y por lo tanto d(Hy, 2, p,) es independiente
para todo t € [0,1]. W

Cerramos esta subseccion indicando en qué sentido la funciéon grado da
una cota inferior de la cantidad de ceros de la ecuacién ¢(x) = p. La infor-
macién que brinda el teorema 2.6.1.10 se volvera a encontrar en el cuarto
capitulo en el contexto de las variedades, teorema 4.2.2.1.

Teorema 2.6.1.10 Sea ¢ € Apo. Sea © C Ry, una componente conezxa.
Existe un conjunto C' = ¢(CyNO) C O de medida cero tal que si p e © —C
entonces ¢~ ({p}) es un conjunto finito que consta de m puntos, con m >
d(¢, 8, p) y ademas

d(¢,Q, p) =m (mod. 2)

A veces se utiliza el teorema en la versién del siguiente
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Corolario 2.6.1.11 En el contexto del teorema 2.6.1.10 si p € R§ ; entonces
existe un entorno N(p,e) del punto p y un conjunto C C N(p,e) de medida
cero tal que si p' € N(p,e) — C entonces

d(¢,Q, p') = d(6,Q, p)

y ademds ¢~ (p') es un conjunto finito de m puntos con m > d(¢,Q, p') y

m = d(¢,Q, p) (mod. 2)

2.6.2. Perturbacién de la funcién grado respecto de la
variable ().

La propiedades mas importantes al respecto son dos; la primera dice que el
grado es aditivo respecto de la variable €2 y la segunda que es invariante, bajo
determinadas condiciones, respecto de la sustraccién de conjuntos cerrados.

Teorema 2.6.2.1 (4dditividad respecto del dominio y propiedad de
escision).
Sea ¢ € Ay

1. Sea {Q}i<i<n C Q una sucesion finita de abiertos disjuntos de a dos
tal que 2 = Ulgign Q; y para todo i, ¢; = ¢|q,. Entonces

d(,Q,p) = Y d¢i, %, p) (2.6.2.1)

1<i<n

2. Si K CQ escerrado y p ¢ ¢(K). Entonces

d(¢,Q,p) = d(¢, Q2 — K, p) (2.6.2.2)

Observacion 2.6.2.2 La propiedad de escision dice que en tal caso el con-
Jutno K no aporta p puntos.

Demostracién. 1. En primer lugar veamos que para todo i = 1,2,...,n
se tiene que 0€2; C 0f2.

Para ello supongamos que no, es decir que existe x € 0f2; tal que x ¢ 0S).
Entonces teniendo en cuenta que 9€; C Q; C Q debe ser que x € €. Por la
hipétesis existe algin j # ¢ tal que x € €; y por lo tanto alguna bola tal
que X € B(x,r) C ;. Luego como x € 0, entonces ; N B(x,7) # 0y
asi existen ¢, j tal que i # 7 y €; N Q; # (0 lo cual es una contradiccion.
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Elegimos una funcién ¢ € Ay con [[¢ — 9| <. Luego como 99; C 0
se tiene que p ¢ (092;) y para todo x € €; que ||¢(x) — ¥ (x)|| < 1. Luego
por definicién 2.5.0.4 se tiene d(¢, 2, p) = d(¢, 2, p).

Ahora si designamos 1; = 1|, entonces para todo i tenemos que d(;, 2, p) =
d(¢;, 2, p) y el resultado se sigue del calculo directo:

d(gbv Qa p) = d(¢7 Q: p) = er¢,l{p} Slg(J¢(X)) =
Z?:l erw;l{p} Sig(‘]wi (X)) =
S84, i p) = (2.6.2.3)
2y d(¢i, Qi p) B

2. Teniendo en cuenta que K es compacto entonces ¢(K) es compacto
y podemos considerar una funcién ¢ € Ap; que cumple simultaneamoente
con las dos desigualdades siguientes || — || < ny [|[¢ —¥| < p(p, d(K)).
Observemos que por hip6tesis p ¢ (K) de manera que ¢~ {p} N K = .

Comprobaremos en primer lugar que d(¢, 2, p) = d(¢,Q — K, p) y luego
que d(wv Q- K7 p) = d(¢7 Q- K7 p)

La primer igualdad se sigue del calculo

d<¢7 Qa p) = d(w7 Qv p) = erdfl{p} Slg(‘]TZ)(X))
=D xev—1 {ppn(o—x) 58(Jy (X)) (2.6.2.4)

Para la segunda sencillamente observemos en primer lugar que ¢(9€)) D
»(0Q2 — K) y por lo tanto p(p,p(9€2)) < p(p, (92 — K)). Luego por la
eleccion de ¢ vale que ||¢ — Y| < p(p, (0 — K)) y por definicién 2.5.0.4 se
tiene que d(¢, 2 — K, p) = d(¢,2 — K, p) de ahi el resultado. B

Ahora damos una segunda generalizacion de la invariancia bajo homo-
topfas. Fijamos el punto p para una familia de funciones de clase C° p-
admisibles y en segundo lugar para el grado definido para puntos a lo largo
de un camino y para una familia de funciones de clase C° p, admisibles para
todo t. Estas generalizaciones resultan ser consecuencias de la invariancia
bajo homotopias 2.6.1.3 y del teorema 2.6.2.1 referido a las propiedades de
aditividad del dominio y escisién.

Teorema 2.6.2.3 Sea ) C

0! [0,1] x R™ un conjunto abierto y acotado y ¢ €
C(Q,R"™). Para cada t € [0,1]

definimos las funciones ¢; : €y C R" — R",
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oi(x) = ¢(t,x) donde Q = {x: (t,x) € Q} C R™ es un conjunto abierto
y acotado. Observemos que () = Ute[o,l} Q. Luego si para todo t € [0,1],
¢r € Apo(Q) entonces d(¢y, Y, p) es independiente de t.

Finalmente combinando las hipotesis y resultados de los teormas 2.6.2.3
y 2.6.1.9 tenemos:

Teorema 2.6.2.4 Invariancia generalizada bajo homotopias).

Sea Q C [0,1] x R™ un conjunto abierto y acotado y ¢ € C(Q,R"). Para
cada t € [0,1] definimos las funciones ¢y : Q4 C R* — R, ¢y(x) = ¢(t, x)
donde 2 = {x: (t,x) € Q} C R" es un conjunto abierto y acotado. Sea
p : [0,1] — R™ un camino continuo. Entonces, si para todo t € [0,1],
¢r € Ay, 0(Q) entonces d(¢r, U, p,) es independiente de t.

2.7. El indice de Poincaré.

El teorema 2.6.1.5 afirma que la funcion grado es constante en cada com-
ponente conexa del conjunto de los puntos de R™ que hacen C° p-admisible a
¢. A partir de este resultado podemos dar la siquiente definicion que usaremos
en breve:

Definicion 2.7.0.5 Si B C Ry, es conexo definimos

d(¢,Q, B) ={d(¢,Q,p): pec B}

Ahora podemos definir el indice de un campo y su relacién con el grado,
usalmente llamado indice de Poincaré.

Definicién 2.7.0.6 (Indice de Poincaré).

Sea ¢ € C(Q) y ¢ € Q un p-punto de ¢ aislado. Consideremos la co-
leccion 'y, todos los abiertos que contienen xy y a ningun otro p-punto de
¢. Claramente si Uy, Uy € T'y, entonces Uy U Uy € I'y,. Por la propiedad
de escision establecida en el teorema 2.6.2.1 se comprueba que d(¢, Uy, p) =
d(¢,Us, p) de manera que d(¢, U, p) es el mismo para todo U € T',. Se de-
fine el indice del campo ¢ en el punto zy, denotado i(¢,xy, p) como
d(¢, U, p) para algin U € Ty, .

Observacion 2.7.0.7 Para verificar que la defincién es correcta sélo de-
bemos comprobar que d(¢,U;,p) = d(¢, Uz, p). Teniendo en cuenta que U
y Us son abiertos podemos considerar una bola U = B(xq,7) C Uy, Us y
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los cerrados K, = U; — U C Uy, y Ky =U;—U C U,. Es facil ver que
U =U, — K, =U;— Ky de manera que por la propiedad de escision se tiene
que

d(¢7 Ulap) = d(¢a Ul - Kl,p) = d(Qb, U2 - KZap) = d(¢7 U2>p)‘

Si la preimagen de ¢ del punto p es finita entonces sus puntos son ais-
lados y podemos expresar el grado a través de la suma de sus indices; mas
precisamente se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.7.0.8 (El grado como suma de indices).

1. Siope Ayoy o Y{p} finito entonces

¢, %p)= Y io,zp) (2.7.0.5)

zcop~1{p}

2. SigpeCH ), ze ¢ Y{p} y Jy(x) # 0 entonces i(¢p,z,p) = (—1)™,
donde m es el numero de autovalores reales negativos de la diferencial
D¢(x), contados con su multiplicidad algebraica.

Demostracién. 1. Supongamos que ¢ '{p} = {x1,Xs, ..., X, }. Conside-
remos entornos abiertos disjuntos de a dos {U; }1<;<, de los p-puntos tal que
d(¢,U;,x;) = i(¢,x;,p) para j = 1,2,...,n. Ahora el resultado se sigue de
la aditividad y la esicién, teorema 2.6.2.1.

2. Consideremos la matriz D¢(x) no singular y sus autovalores i, A, ..., A,
no necesariamente distintos. Entonces J,(x) = A1 - A2+ ... A,,. Los autovalores
complejos aparecen de a pares conjugados y por lo tanto sigJ,(x) = (—1)™
y de ahi el resultado puesto que i(¢,x,p) = sigJy(x). B

Observacién 2.7.0.9 El calculo del grado de una composicién, bajo deter-
minadas condiciones, hace uso de la invariancia del grado en los componentes
conexos. La demostacién requiere de cierto trabajo técnico y puede verse en
el texto de LLoyd [LLoyd N. G, 1978]. En algun sentido nos recuerda la regla
de la cadena.

Teorema 2.7.0.10 (El teorema de la multiplicacion).

Sea ¢ € C(Q) y % D ¢(Q) acotado. Sea © = Q; — ¢(IN) y supogamos
que sus componentes conexos son ©;, i € N. Entonces si v € C(Qy) y
p ¢ Y(4(00)) U(0) se cumple que

d(hod,Qp)=> dt),0;,p)de,Q,6). (2.7.0.6)
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2.8. Definicién del grado para funciones ¢ C°
p-admisibles definidas sobre conjuntos abier-
tos y acotados de un R (o C) espacio de
Banach finito dimensional.

A continuacion veremos la cuestion de como definir la funciéon grado sobre
funciones C° p admisibles definidas en abiertos y acotados de un R (o C)
espacio de Banach finito dimensional. Trataremos en primer lugar el caso X
R-espacio de Banach y luego X un C-espacio de Banach.

El siguiente resultado muestra que la funcién grado es invariante bajo
cambios de coordenadas de clase C!, es decir bajo difeomorfismos.

Teorema 2.8.0.11 (Invariancia del grado bajo un cambio de coordenadas).
Sea ¢ : Q CR™ — R" tal que ¢ € Apo. Entonces d(¢, €2, p) es invariante
bajo un cambio de coordenadas de clase C*.

Demostracion. Comprobemos en primer lugar la invariancia para una
./ s
funcién ¢ € A ;.

Dado f : R" — R" un difeo de clase C’_l, existen abiertos U,V C R"
tal que f: U — V con U D Qy V D ¢(Q2). Esto se puede lograr dado
que 2y ¢(€2) son compactos. Entonces podemos considerar las restricciones

A= fla O f@) ¥ o = flymy: G©Q) — F(6(D) que resulan ser de
inmediato difeos de clase C.

Ahora tomamos la expresion local de ¢, via f1 y fa, es decir

¢f1,f2 = f2 O¢Of1_1

y observamos que los jacobianos J Y Jy, son no nulos y del mismo signo.
Luego si x € {2 es un punto regular de ¢ entonces Jy(x) y Jg, , (f1(x)) son
no nulos y del mismo signo. Entonces por la definicién de grado se tiene que

d(¢7 Q, X) = d(¢f17f27 fl(Q>7 fl(x>>

Por 1ltimo teniendo en cuenta la construccion del concepto de grado, se
concluye lo mismo si ¢ € A, y se cambia el sistema de coordenadas. H

Ahora consideremos ¢ : 0 C X — X una funcién continua con X un
R-espacio de Banach de diminsiéon finita, n € N y € un conjunto abierto y



El grado topolégico de Brouwer. 39

acotado. Seguiremos utilizando las notaciones que hemos empleado para el
caso R™ con las modificaciones del espacio ambiente que corresponden. En
primer lugar seguiremos diciendo que ¢ es C° p- admisiblesi ¢ : Q € X —
X es continua y p ¢ ¢(092) y luego notamos:

Aﬁo(ﬁ) ={¢p:QC X — X:¢ es C"p - admisible}. (2.8.0.7)

De nuevo si el contexto lo permite omitimos la referencia al dominio Al)f =
Aii (). En primer lugar damos la siguiente:

Definicién 2.8.0.12 Sea ¢ € Aff. SiT: X — R" un isomorfismo lineal,
T € L(X,R"™), definimos el grado de ¢ en el punto p relativo a Q de la
stguiente manera:

(9,2, p) = d(or, T(Q2),T(p)) (2.8.0.8)
donde ¢ =T opoT~!

Debemos probar que la definicién es independiente del isomorfismo T
utilizado. Haremos la cuenta para p = 0 de manera que probaremos que

d<¢7 Q7 O) = d(ng’ T(Q)7 O)
Proposicion 2.8.0.13 La definicion 2.8.0.12 es correcta.

Demostracién. Consideremos otro isomorfismo lineal S € L(X,R").
Entonces usando la misma notacién ¢g = S o ¢ 0 S~! podemos escribir

ér=1{T oS }odso{SoT 1} =

Rogyo R (2.8.0.9)

donde R = SoT ! :R" — R" es un automorfismo de R", es decir R €

GL(R").

Ahora se aplica el teorema 2.8.0.11, referido a la invariancia del grado
bajo un cambio de coordenadas de clase C'. M4s precisamente si ¢ : € C
R" — R" es C'! p-admisible y R € GL(R") entonces:

d(¢7 Qv O) = d(¢R> R(Q)7 0)'

r

p.1; entonces se tiene nuevamente

Observemos que en este caso, si ¢ € A

d(¢Ra R(Q)> 0) = er(RquoR—l)—l{O} SigJRogﬁoR*l (X) =

er¢_l{0} Sng¢(X) = d(¢7 Q’ 0) (28010)
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En definitiva la independencia de los isomorfismos lineales es una con-
secuencia de la invariancia bajo cambios de coordenadas suaves. y por lo
tanto

d(ér, T(92),0) = d(¢s,5(12),0). B

Observaciéon 2.8.0.14 1. Considerando isomorfismos adecuados es claro co-
mo se puede definir el grado de una funcién ¢ C° p-admisible ¢ : Q@ € X —
Y con ) un conjunto abierto y acotado, X e Y espacios de Banach de di-
mension n.

2. Siel X es un C-espacio de Banach de dimension finita entonces se puede
extender la definicion. En primer lugar se observa que X es topoldgicamente
isomérfico a C™ y como lo hemos hecho para caso R™ basta probar que

d(¢7 Qa 0) = d(¢Ta T(Q)7 O)

para T € L(C") y ¢ € A, donde ¢ : Q C C* — C". Ahora como
C" = R™ +iR"™ ~ R?" podemos considerar el homeo h : C* — R?" definido
h(z) = (z,y) si z = x + iy y el homeo inducido sobre el espacio de las
transformaciones lineales H : L(C") — L(R™) definido

nn=(§ %)

si T'(x) = R(x) + i5(x) para todo x € R" con S, R € L(R") automorfismos.
Luego se define para toda ¢ : Q C C — C C° 0-admisible

d(¢a Qa O) = d(¢Ha H(Q)7 0)

Cerramos este capitulo senalando que se puede demostrar [Amann H. and
Weiss, 1973, Deimling K., 1980] que existe una tnica funcién, llamada grado
topoldgico de Brower, que satisface un conjunto determinado de propieda-
des. En este sentido el siguiente teorema pone de manifiesto cuales son las
propiedades fundamentales que cumple la funcién grado.

Teorema 2.8.0.15 (Unicidad y existencia de la funcidn grado).

Sean X un R (o C)- espacio de Banach finito dimensional, Q@ C X un
conjunto abierto y acotado y p € X. Entonces existe una unica funcion
d, llamada grado de Brouwer

a-,Q,p): AS(Q) — Z (2.8.0.11)

con las siguientes propiedades
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1. (Propiedad de Normalizacion). Sip € Q entonces d(1,Q,p) =1

2. (Propiedad de Aditividad respecto del dominio). Sea{S)}i<i<n
una particion de ) de abiertos disjuntos tal que p & ¢(Q — U, <.<,, )
con ¢ € C(Q). Entonces si escribimos ¢; = @lg. entonces para cada
i=1,2,...n ¢; € A?(ﬁi) y ademds

d(¢,2,p) = D d¢i, % p).

1<i<n

3. (Continuidad de la funcidon grado). La funcion d(-,$2, p) es con-
tinua

4. (Invariancia bajo traslaciones). Para toda ¢ € Af(ﬁ) se tiene
que

En primer lugar observemos que estas propiedades fundamentales son
satisfechas por la funcién grado definida sobre funciones C° p admisibles,
relativa a conjuntos abiertos y acotados de R™ de acuerdo a nuestra cons-
truccion. También se puede verificar que las cumple la funciéon grado definida
sobre funciones C° p-admisibles, relativa a conjuntos abiertos y acotados de
espacios de Banach finito dimensionales, de acuerdo a la extensién recién
realizada.

Ahora las propiedades de escision, solucion, invariancia bajo homotopias
y dependencia de los valores sobre el borde resultan ser consecuencias del
teorema de existencia y unicidad.

En el préximo capitulo daremos cierta interpretaciéon geométrica de la
funcion grado y en el cuarto algunas consecuencias topolédgicas y aplicaciones
al andlisis.
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Capitulo 3

Teoria de grado y niimero de
vueltas de un campo

En este capitulo definiremos el niimero de vueltas de un campo en R"
generalizando el concepto usual de ntimero de vueltas de una curva en R?
tal generalizacion resulta ser la integral de Kronecker. Luego veremos que los
conceptos de numero de vueltas de un campo y grado topologico coinciden.
En particular se pondra de manifiesto de manera evidente, un resultado que
ya hemos probado en el capitulo anterior, esto es, que el grado topoldgico
de un campo sélo depende de sus valores sobre el borde del conjunto abierto
y acotado en el que esta definido. A posteriori, basdndonos en ese hecho,
definimos el grado global de un campo y lo interpretaremos geométricamente
como una medida de la cantidad de veces que 0N gira alrededor de S™~! via
¢, es decir la cantidad de veces que ¢(99) envuelve a la esfera S"~1 de R".
Al final de este capitulo abordamos el nimero de vueltas y por tanto el grado
de un campo en R? en el contexto del célculo de variable compleja.

Para abordar la integral de Kronecker sera necesario fijar alguna termino-
logia especifica acerca de integrales de formas, como asimismo tener presente
una serie de conceptos y propiedades basicas y puede omitirse si se tiene pre-
sente el tema. Nosotros no daremos las demostraciones de estos resultados
previos que pueden encontrarse en cualquier texto de geometria diferenccial,
por ejemplo en Spivak o Boothy [Spivak, M. 1979; Boothby, W. M. 1975]. Asi-
mismo sefialamos que los resultados referidos a integrales de 1-formas en R?
y en especial las consideraciones realizadas acerca de la relacion entre formas
cerradas y exactas pueden consultarse en los textos de referencia [Alhlfors L.
V., 1966; Cartan H. 1995; Lang S. 1993].

En la primer seccion se realiza la tarea preliminar y en la segunda se
recuerda la definicién del ntimero de vueltas de una curva continua en R?

43
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y en las subsiguientes, tercera y cuarta, se da la generalizacion del ntimero

de vueltas a un campo, su relacion con la funcién grado vy se trata el caso
)

particular en el que un campo se identifica con una funciéon holomorfa.

3.1. * Formas e Integrales de formas. Defini-
ciones previas y propiedades basicas.

3.1.1. Definicién de k-formas diferenciales en R".

Sea V un R-e-v y Hle V =V x ...V el producto cartesiano de k-factores
iguales a V.

Definicién 3.1.1.1 Un tensor de orden k es una funcion T : Hle V —
R multilineal, es decir lineal en cada una de sus variables. Denotamos al
conjunto de k-tensores

k
I5(V) = {T: HV — R : T es multilineal }.

=1

La suma y el producto por un escalar en I*(V) se definen de la ma-
nera ususal. Si T € I[¥(V) y G € IYV) se define el producto tensorial
T ® G(v1, ...V, Vg1 ooy Ugsr) = T(v1, ..., 0) + G(Vgs1, ..., Ugy) de forma tal
que T ® G € T*(V).

Con base en las propiedades fundamentales de la funciéon determinante,
necesitamos considerar funciones que son multilineales y alternadas.
Mas precisamente

Definicién 3.1.1.2 Un tensor T € I¥(V) de orden k se dice alternado
si T(vy, vy ooy =0, oy 0y) = —T(01, Vo, ..., Uiy .., U) para todo @ = 1,2, ... n.
Denotamos al conjunto de todos los tensores alternados, funciones multili-
neales y alternadas, de la siguiente manera:

k
/\(V) (T cI*(V):T es alternada }.

Para alternar un tensor se recurre al operador alternacion, denotado Alt,
y definido asf:

Definicién 3.1.1.3 si T € I*(V) entonces

1 .
AL(T) (w1, . 06) = - > 5i9(0) - T(Vo(1), Vo), - Voih))

’ €Sy,
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donde Sy es el grupo de permutaciones de la seccion inicial {1,2,....k} y
sig(o) designa el signo de la permutacion definido como el nimero (—1)™
con m el numero de transposiciones de o.

Con esta definicién se prueba que Alt(T) € N*(V) y que Alt(Alt(T)) =
Alt(T). En adelante utilizaremos las letras w,n, etc, para denotar los ele-
mentos del conjunto A"(V). Es facil ver también que si w € A*(V) entonces
Alt(w) = w.

Definicién 3.1.1.4 Si w € A*(V) y n € N(V) se define el producto
exterior de w con n de la siguiente manera
(k+)!

wAn = Pl Alt(w ®n).

Con esto se tiene que w An e N(V).

Destacamos algunas de las propiedades mas empleadas del producto ex-
terior

Proposicién 3.1.1.5 (Propiedades del producto extertor). Siwi,ws
NV, ni,me e AA(V), 0 € N™(V) y a € R entonces:

i (Wi +w)An=wi An+ws An.
. wA(m+m) =wAn +wAn.
ili. aw An=wAan=alwAn).
iv. wAn=(=DFnAw.

v. (WA ANO=wA(nA0).

Otro resultado que se sigue de las definiciones dadas es el siguiente

Teorema 3.1.1.6 (Base de k-formas).

Si B = {v,v,...,v,} es una base de V y B' = {1, 09, ..., 00} la base
asociada al dual, es decir para todo i, j, ¢;(v;) = d;j, entonces una base de
N (V) viene dada por el conjunto {@;,, iy, ..., 0i, } con 1 < iy < iy < ... <

ir < n. Luego la dimension de \*(V) es #W

Si U es un abierto de R* y p € U denotamos con T,(U) el espacio
tangente a U en p que resulta ser isomorfo a R™. Los puntos de dicho espacio
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seran denotados cuando sea necesario vy,. Consideramos ahora V = T,(R")

y definimos
k

Aw) = {{p} X /\(Tp(U))}'

peU

Este conjunto tiene estructura de variedad diferencial y podemos definir un
campo de k formas exteriores o diferenciales, de la siguiente manera:

Definicién 3.1.1.7 Un campo de k-formas exteriores de clase C™ sobre
U es una funcion w : U — /\k(U), diferenciable de clase C™ tal que para
cada p € U se tiene w(p) = (p,w,) € N*(U) con won = id|y. En tal caso
escribiremos w € N\ (U).

Si el contexto lo permite identificaremos w(p) con wp.

Si w es una k-forma diferencial de clase C™ y para cada p € U conside-
ramos una carta (V, ¢) alrededor de p y

la base dual asociada a la base {v1 p, Vop, ..., Uk p } del espacio tangente Ty, (U),
entonces localmente w se escribe de la siguiente manera:

W= Z ailvi%m,ikdqsil A d¢12 A d¢lk

1<i1<i9<...<ip <n

para ciertas funciones a;, 4, . ;. € C"™(V) con 1 <iy <is < ... <ix < n. Esta
caracterizacion es local pero siendo U una variedad abierta se puede elegir
una Unica carta para dar una representacién global.

En lo que sigue denotaremos la proyeccién j-ésima 7; : R®™ — R mediante
x; y vp = (v1,02,...,0;, ..., 0,). Con esta notacién su diferencial dxz;(p)(v,) =
vj. Si consideramos {ej p,€2p, .., €np} 1a base candnica de T,(U) entonces
el conjunto de diferenciales {dz;(p), dz2(p), ..., dx,(p)} forman una base de
(T,U)*. Luego la forma puede escribirse de la siguiente manera

W = E Qi g, ..., ikdxzj AN dZL’Z‘2 VAN dl‘lk
1<i1<i2<...<1 <N
para ciertas funciones a;, 4, € C"(U) con 1 < iy < iy < ... <ip <n.

Destacamos en particular que si f : U C R — R entonces df = %dwl +

g—édxg +...+ %dmn define un campo de 1-formas de la clase correspondiente

ala de f.
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El teorema 3.1.1.6 muestra que A" (R*) tiene dimensién 1, de manera que
una n-forma no nula constituye una base. A partir de esto se ve que la n-forma
det es una base de A"(R™). De alguna manera la medida de la distorsién
que sufre la n-forma al cambiar la base viene dada por el determinante en el
sentido del siguiente teorema, de utilidad para establecer algunas propiedades
referidas a elementos de volimen, como veremos mas adelante.

Teorema 3.1.1.8 (relacton fundamental n-formas y determinante).
Sea B = {v1,v9,...,v,} una base de V .y w € N"(V). Dados n vectores

n .
w; = ijl a;jv;, ©=1,2,...,n en V entonces

w(vy, V2, ..., v,) = det(a;;) - w(w, wo, ..., wy).

3.1.2. Los operadores f, y f*.

Sea f: R"™ — R™ diferenciable y consideremos su diferencial en p notada
fep t ToR™ = Typ)R™ y definida f. 5(v,) = df (p)(v,). El operador lineal
J«p induce otra transformacion lineal f7 que permite definir el pullback de
formas. Més precisamente:

Definicién 3.1.2.1 (Definicion de pullback). Se define la transforma-
cion lineal f : /\k(Tf(p)Rm) — NY(T,R") de la siguiente manera: si w(p) €
/\k(Tf(p)]Rm) se define

FW) (D) (V1p, Vaps -o., Vi) =
(W) (FP) (fep(Vip)s Frp(V2p)s s Fep(Vip))- (3.1.2.1)

Es fdcil ver que f*(w)(p) € N (T,R™).
Ahora teniendo en cuenta la diferenciabilidad del fibrado podemos definir

un morfismo
k

k
o AR™ — AR
de clase C*, de manera que si w € N*(R™) entonces f*(w) € N\"(R"). La

forma f*(w) se llama el pull-back de la forma w.

Este morfismo satisface las siguientes propiedades que se deducen de la
definicién:

Proposicién 3.1.2.2 (Proptiedades del pullback).
Sean wy,wy,n € N*(R™) entonces
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i fr (w0 +w) = f5(wi) + f(w2)
i f*(g-w)=1(g0f) f(w)

iii f(wAn) = f(w) A fn)
iv f(de;) = Y7, gihda;.

j:1 8xj

Para definir el nimero de vueltas de una curva diferenciable en R? nece-
sitaremos calcular el pull back de una 1-forma w(z,y) = p(x,y)dz+q(z,y)dy
de claes C'! definida en un abierto U C R2.

Si~y:[a,b] C R — U, es un camino diferenciable con continuidad (salvo
en los extremos en los que se toman las derivadas laterales correspondientes),
con y(t) = (z(t),y(t)) entonces sobre la base {dz, dy} el pull back viene dado
por v*(dx) = 2/(t)dt, y v*(dy) = y'(t)dt. Luego

v (w) = v*(pdx + qdy) = v*(pdx) + v*(qdy)
(p o)y (dr) + (g o)y (dy) (3.1.2.2)
(poy)dr + (qoy)dy.

En definitiva si v, € Ti(I) se tiene v*(w)(t)(vy) = w(y(t))(dy(t)(vy)) =
{p(2(t),y()2'(t) + q(z(t), y(t))y'(t) }dt.

El siguiente teorema, también es consecuencia de la definicién

Teorema 3.1.2.3 Si f : R" — R" es un campo vectorial entonces

(g -dey Ndxy A ... Ndzy) = (g o f)(det Df)dxy Adxy A ... A\ dxy,.

3.1.3. Diferenciacidon exterior.

En los textos de referencia se prueba la existencia de un operador llamado
diferenciacién exterior. Nosotros sélamente recordaremos su caracteri-
zacion y algunas propiedades fundamentales.

Definicién 3.1.3.1 (Operador diferenciacion).
Dada la k-forma

w = Z pi17i2 77777 ikdxil AN dl’iQ A dl’lk

1< <i9<... <1 <n
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se define la diferenctal exterior de w como la k+ 1 forma dw:

dw = Zl§i1<i2<...<ik§n dpi1,i27--~7ik N dziy A dxi, N "'d'rik =

ODiy yig,... i (3.1.3.1)
Zl§i1<i2<...<ik§n {Z?:l ' ;7 k- dl’]} A dxh A dmiz A dxzk

El operador diferenciacién satisface las siguientes propiedades:

Proposicién 3.1.3.2 (Propiedades del operador diferenciacion).
Sen w € /\k(RZ), n € /\Z(RZ) y f: R*— R™ diferenciable, entonces:

idw+n) =dw)+dn).
ii dlwAn)=dwAn+ (=1)"w Adn.
i 2(w) = d(dw) = 0.

iv f*(dw) = d(f*(w))-

3.1.4. N-cubos, cadenas y bordes.

A los efectos de establecer los elementos bésicos para la definicion de
integrales de formas damos los conceptos de n-cubos y n-cadenas singulares.

Definicién 3.1.4.1 Un n-cubo singular en U es una funcion c: [0, 1]" —
U donde [0,1]™ = [0, 1] x [0,1] x [0,1] x ...[0, 1].

Por ejemplo un 0-cubo singular en U resulta ser un punto y un 1l-cubo
singular en U una curva en U. El concepto generaliza la nociéon de un cubo
tipico en R", pues si se toma I" : [0,1]" — R™ definido I"(x) = x se ve que
un cubo en R" es efectivamente un n-cubo singular en R". Consideraremos
solamente n cubos diferenciables.

Definicién 3.1.4.2 Una n-cadena singular es una suma formal de n-
cubos singulares ponderada con enteros, es decir expresiones de la forma

nicy + Nocy + ... + npcy (3.1.4.1)

donde ny,ng,....ng € Z y ¢1,Ca, ..., SON n-cadenas.

Las n-cadenas pueden sumarse y multiplicarse por enteros de "manera
natural”: se define n - (n;¢;) = (n-n;)e; vy nic; + nec; = (ng +ng)c; y luego se

extiende linealmente.
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Definicién 3.1.4.3 Dada la n-cadena c se define una (n-1)-cadena asociada,
llamada borde de la cadena ¢, y denotada Jc, como suma de (n-1)-
cubos singulares de la siguiente manera.

En primer lugar definiremos el borde del n-cubo singular tipico I™, es
decir OI™; para ello considerados dos tipos de n-1 cubos singulares asociados

Loy (®) = I"(x1, 22, 0, 01,0, Tig1, o, Tn) Y

3.1.4.2
I(Z,l)("’) :In($1,$2,...,$Z‘,1,1,$i+1,...,$n). ( )

El n-1 cubo I; ) se llama la (1,0)-cara de I" y If; ) la (i,1)-cara de I".
Definimos el borde del cubo tipico

oI = zn: > (), (3.1.4.3)

i=1 j=0,1

En sequndo lugar definimos el borde de un n-cubo ¢ : I™ — U wvia la
COMPOSICION C(; j) = CO I&j) para j = 0,1 de manera que

dc = Z > (=) (3.1.4.4)

=1 j=0,1

Finalmente definimos el borde de una n-cadena 9(> ;. nic;) = > n;0(c;)
de forma tal que el operador borde, 0, resulte ser lineal. Se puede probar que
el operador O, satisface 0* = 0, propiedad andloga a la del operador diferen-
ciacion exterior d* = 0.

3.1.5. Elemento de volimen.

Recordemos que para orientar a un V R-espacio vectorial se requiere de
una base ordenada B = {vy,Vs,...,v,}. Ahora bien si B’ = {v/,v},....,v]}
es otra base ordenada entonces existen escalares a;; con 1 < 7,5 < n tal
que para todo j = 1,2,..n se tiene v} = 3" | a;;v;. La matriz, C(B', B) =
(aij) 1<ij<n, del cambio de base de B’ a B, es no singular y por lo tanto
det C(B’, B) # 0. En este contexto se dice que ambas bases dan la misma
orientacién si det C'(B’, B) > 0. Esto permite establecer una relacién de equi-
valencia definida sobre el conjunto de todas las bases ordenadas y observar
que existen sélamente dos clases. De las dos orientaciones posibles se elige
una como postiva.

Este proceso esta construido a partir de la n-forma determinante, det €
A" (V). La orientacién a la que pertenece {vy, va, ..., v, } se nota [vy, va, ..., v, | =
wy la contraria —[vy,va, ..., v,] = —p.
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Por el teorema 3.1.1.8 una n-forma no nula (arbitraria) w tiene el mismo
signo sobre dos bases con la misma orientacion; esto sugiere que para definir
una oritenacion sobre V es suficiente elegir una n-forma suave no nula, w # 0.

En el caso de R™ existe una tnica n-forma no nula tal que sobre la ba-
se ortonormal B = {ej,es,...,e,} vale 1; esta forma es por definicién det .
Ahora supongamos que V es un R-espacio vectorial con producto interno ®
arbitrario y que B = {vy,vy,...,v,,} v B' = {Vv],V),...,v,,} son dos bases
ortonormales con respecto a ®. Entonces

n n
0ij = ‘I’(V;;V}) = Z apia; ©(vi; vj) = Z Wi Q-

k=1 k=1

Luego A"+ A = I y det(A) = +1. Asi, de acuerdo al teorema 3.1.1.8 se
tiene que si w € \"(V) y w(vy, va,...,v,) = £1 entonces w(vy,vh, ..., V) =
+1 y por lo tanto si se ha dado una orientacién pu para V se deduce que
existe una dnica w € A" (V) tal que w(vy, va,...,v,) = 1 siempre que B =

{v1, Vo, ..., v,,} sea tal que vy, vy, ..., v,] = p.

Esta tinica n-forma w suave y no nula se llama elemento de volumen de
V determinado por el producto interno ® y la orientacion p. En este sentido
det es el elemento de volimen en R"™ determinado por el producto interno
ususal y la base canodnica. El hecho de ser llamado elemento de volimen
queda justificado por el hecho de que |det(vy,vs,...,v,)| es el voliimen del
paralelepipedo formado por vectores {vq,vs,...,v,}

Observacién 3.1.5.1 Se verifican algunos hechos bésicos:

1. Cadaw € A\"(R") suave no nulo es el elemento de volimen determinado
por algin producto interno ® y alguna orientacion u

2.Si f: V— V es una transformacién lineal entonces f* : A"(V) —
A" (V) es la multiplicacién por la constante, mds precisamente por k = det f.

3. Sea f: R"™ — V un isomorfismo y w el elmento de volimen de V
asociado al producto interno ® y la orientacién p. Si[f(e1), f(e2), ..., f(en)] =
p entonces f*(w) = det

4. Sea w € A"(R") el elemento de volimen determinado por ® y pu.
Si wi; Wa,...,w,, € V entonces |w(wy;ws,...,w,)| = \/detg;; donde g;; =
O(w;; wj).

Ahora podemos relacionar el elemento de volimen con el producto vecto-
rial usual de R? generalizado a R™. Si v{, Vs, ..., v,_1 € R™ entonces definimos
una funcién ¢ -producto vectorial en R"- de la siguiente manera; para todo
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Vi

v € R™ ponemos ¢(v) = det ' . De acuerdo a la definicién, ¢ es una

Vip—1
1-forma o funcional, ¢ € A'(R), y por lo tanto existe un tnico vector z tal
v
Vi

que ¢(v) = (v;z) = det ' . Luego se puede definir un elemento de

Vn—1
volimen a partir del producto vectorial en R".

Elemento de volimen de la esfera S™!.

Para el trabajo posterior es clave definir un elemento de volimen de la
esfera.

Seap € S"! C R"/{0} y consideramos una base B = {V1p, ..., Viu_1.p, Vnp}
del espacio tangente de la bola unitaria en el punto p con orientacién positiva
y la base inducida B’ = {vyp, Vap, ..., Vs_1p} del espacio tangente Tp,(S™ ).

Sea ' la (n-1)-forma modelizada sobre el producto vectorial en R", es
decir

p
Vip
W (P)(Vip, Vap, oy Vio1p) =det | vap |- (3.1.5.1)

Vnilvp

La forma «’ > 0 da una orientacién positiva de la esfera S"~!. Desarro-
llando el determinante por la tltima fila se ve que w’ es la restriccién a S™~1
de la forma

n

w= Z(—l)i_lazidwl ANdzxa A ... N\ c/igl A ... Ndz,
i=1

definida sobre R™ es decir w’ = i*(w) siendo ¢ : S"! < R" la inclusién.
Notaremos wgn-1 = w’

Ahora consideremos la retraccién radial r : R"/{0} — S"! definida
r(x) = - ¢Como es el pull back via r de la forma wgn-1?
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Podemos hacer un calculo directo de r*(wgn-1) paran =2y n = 3.

Para n = 2 se tiene la retraccién radial r : R?/{O} — S! definida
r(x) = ﬁ con r = (r1,r2). En este caso w = —zodry + x1dry y wer =
i*(—wadxy + 11dTs) es el elemento de volimen de la 1-esfera S' C R?. Luego
teniendo en cuenta que dr; = “‘%ﬁ — ”iTijl xjdx; para i = 1,2 y las

propiedades de calculo del pull back, la proposicién 3.1.2.2; se sigue que

—x1dxy + Todxy
2 2
i U

r*(w51) = —T’erl —+ Tldrz = (3152)

Una cuenta andloga, un poco mas laboriosa, muestra que para n = 3 el

resultado es
I'*(WS2) — zdyNdz—ydxAdz+zdzANdy __

(2242 +22) 2 (3.1.5.3)
% {xdy N dz — ydx N\ dz + zdz A dy}

El préximo teorema generaliza estas ideas caracterizando la forma r*(wgn-1)

Teorema 3.1.5.2 Pullback de la retraccion.

Sea w = >0 (=1)zidey Ao Adag A .o A day, definida sobre R™ y
wgn-1 = i*(w) la restriccion de w a S"'. Sir: R"/{0} — S™! es la
retraccion radial, entonces

. w(p)
" (wgn-1)(p) = -
12l
Luego
1 — . _—
™ (wgn-1) = — Z(—l)l’lxid:ﬂl Ao ANdz N .o ANdxy, (3.1.5.4)

yn
i=1

donde v™(p) = ||p||" .

A veces usaremos la notacion wo = r*(wgn-1) dejando la lado la referencia
explicita a la dimensién n.

3.1.6. Integrales de k-formas sobre n-cadenas.

En esta subseccién damos la fefinicion de intergral de formas y recordamos
el teorema de Stokes
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Definicién 3.1.6.1 Si w es una k-forma sobre I*, entonces w = f dxi A
dzo A ...dxy y definimos

/ w = fdrxy Ndro N ... Ndxy, = f dxidzs...dxy, = f.
[0,1]* [0,1)* [0,1)* [0,1]*
(3.1.6.1)

Siw es una k-forma definida en U y c : [0,1]¥ — U es un k-cubo singular

en U entonces definimos
/w :/ c*(w) (3.1.6.2)
c [0,1]%

donde c¢*(w) es el pull back de la forma w. Observemos que una 0 forma es
una funcion; en tal caso definimos [ w = w(c(0)).
Por dltimo si w es una k-forma definida en U y Y i | nc; una k-cadena

entonces en U se define
/w = Zn/ w (3.1.6.3)
¢ i=1 €

Clasicamente las integrales de 1-formas sobre 1-cadenas singulares se de-
nominan integrales de linea; las integrales de 2-formas sobre 2-cadenas sin-
gulares se denominan integrales de superficie. Nosotros usaremos la siguiente
notacion: si w es una k-forma definida sobre U y ¢ una k-cadena singular
entonces en U escribiremos la integral de w sobre ¢ asi: [ w = I, (w).

También recordamos la importante generalizacion del teorema fundamen-
tal del célculo.

Teorema 3.1.6.2 (Teorema de Stokes).

Si M es una variedad orientada k-dimensional con borde OM, con la
ortentacion inducida y w es una k — 1 forma en M con soporte compacto,
entonces [, dw = [, w.

En particular si w es una k — 1 forma en U y c¢ es una k-cadena en U
entonces fc dw = |, 5. w- El teorema de la divergencia de Green es un caso par-
ticular de Stokes para n=2 y el de la divergencia de Gauss una consecuencia
directa del mismo:

Teorema 3.1.6.3 (Teorema de la divergencia).
Sean M C R® variedad compacta con frontera, m la normal exterior uni-
taria en OM y F un campo vectorial diferenciable definido sobre M. Entonces

[, DivFdV = [, F-nds.
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3.1.7. Formas cerradas y exactas.

Definicion 3.1.7.1 Una k-forma w se llama cerrada sii dw = 0 y ezacta
sii existe una k — 1-forma n tal que dn = w.

Si dn = w en U entonces se dice que la funcién n es una primitiva de
w en U. Teniendo en cuenta que d> = 0 se ve que toda forma exacta es
cerrada. Es de interés caracterizar el tipo de conjuntos bajo los cuales una
forma cerrada resulta ser exacta; en esta subseccion senialamos algunos tipos
fundamentales.

Si w = pdx + gdy una 1-forma en R?, entonces de acuerdo a la proposicién
referida a las propiedades del operador diferenciacion exterior,

dw = d(pdx + qdy) = (p.dz + pydy) N dx + (¢.dz + g,dy) N dy =
pzdx A dz + pydy N dx + qdx N\ dy + q,dy N dy = pydy N\ dx + qdx N\ dy =
—pydz A dy + gdx A dy = (¢ — py)dx A dy.
(3.1.7.1)
Luego w es cerrada sii p, = ¢, y se ve que una condicién necesaria para
que w sea exacta es que p, = g,. Veremos que en general no es suficiente.

Andlogamente, para que una l-forma w = Y | p;dz; definida en R" sea
cerrada es necesario y suficiente que se satisfagan las identidades p; ; = p;;
para 1 < 4,5 < n. Luego si se quiere integrar la ecuacion w = df, es decir
encontrar una funciéon f definida en el dominio de w tal que f,, = p; para
i = 1,2,...,n es necesario que se cumplan las relaciones p;; = p;; para
1<i4,5 >n.

Para que una 2-forma w sea exacta se requieren mas condiciones sobre
las derivadas parciales de los coeficientes de la forma.

Por ejemplo si w = Ady A dz — Bdx A dz + C'dx A\ dy es una 2- forma
definida en R? entonces una cuenta sencilla muestra que dw = 0 sii

Ay + By+C. =0,

Por otro lado w = d(Pdz+ Qdy+ Rdz) para ciertas funciones suaves P, ()
y R sii
R,—-Q.=A P,—R,=B, R, -Q,=C.

Admas observamos que si se identifica la forma w con el campo inducido
por sus componentes F; = (A, B, C') y se pone Fy = (P, @, R) entonces se ve
que w es exacta sii F; = V x Fy, para cierto campo suave Fy y que es cerrada

sii V- F; =0.
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Asimismo se verifica que si w = pdx+qdy es una 1-forma cerrada definida
en todo R?, es decir satisface ¢, = p, para todo (z,y) € R, entonces se puede
encontrar una funcién h definida en R? tal que w = dh. Més atin, el teorema
de Poincaré, enunciado mas adelante, muestra que toda forma definida sobre
R™ cerrada es exacta.

Sin embargo esto no ocurre en general. Usaremos la forma wgn-1 para
mostrar que existe una (n-1)-forma cerrada sobre R"/{0} que no es exacta.
Mas precisamente la n-1 forma r*(wgn-1) definida en R”/{0} es cerrada pero
no es exacta.

Por un lado sabemos que wgn-1 es cerrada pero no exacta pues como
wgn—-1 > 0 se tiene que fSn—l wgn—1 > 0; luego por Stokes, teorema 3.1.6.2, se
tiene que wgn-1 NO es exacta.

Por otro lado si consideramos i : S"' < R"/{0} la inclusién entonces
roi=71d: S" ' — S"! esla identidad. Luego r*(wgn-1) es cerrada pues
d(r*(wgn-1)) = r*d(wgn-1) = 0 pero, si fuera exacta, se tendria r*(wgn-1) = dn
luego tomando pull-back de la inclusién se llegaria a la conclusién de que
w|gn—1 = i*(dn) = d(i*n) es exacta lo cual sabemos que no es cierto.

3.2. El niimero de vueltas para caminos en
R,

Antes de abordar el concepto de nimero de vueltas en el plano enuncia-
remos una serie de resultados clasicos relacionados con integrales de lineas,
formas exactas y cerradas.

3.2.1. * Integrales de 1-formas. Formas cerradas y exac-
tas en U C R?

Ahora definiremos un dominio en el que la 1-forma wo definida en R?/{0}
resulta ser exacta y daremos explicitamente una primitiva definida en dicho
dominio.

Para ello consideremos f : U = R™ x (0,27) — R? definida
f(r,0) = (rcos(0), rsen(0)).

Se verifica facilmente que la funcién f es inyectiva y Df(r,0) # 0 para
todo (r,0) € U. Ademds se puede ver que f(Rt x (0,27)) = R% donde
R: =R?*/{(z,y) € R? : y =0, = > 0} es el abierto definido como el plano al
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que se le sustrae el eje real no negtivo. Entonces la funcién f : U — R es
inversible y podemos definir

ffl=p: RZ - U.

En este contexto la funcién p(x,y) = (r(z,y), 6(z,y)) se llama coordenadas
polares. Claramente se ve que la funcién radio estd definida r(z,y) =
V2% + y%. Ademds si elegimos arctan : R — (=7, 7) podemos definir explici-
tamente

arctan(%) si x>0, y>0
/2 st x=0, y>0
O(x,y) = T+ arctan(¥) si v <0 (3.2.1.1)
3r/2 st =0, y<O0
2w +arctan(?) si x>0, y<O0.

Teniendo en cuenta que DO(z,y) = (575 72152) se ve que

0 0 —yd. d
ety

. 2.1.2
ox dy wo (8 )

. o, . 2
Luego ¢ es una primitiva de wo en RZ.

Observemos que la funciéon 6 se ha definido sélamente en el conjunto
R? y que su valor estd determinado salvo un miltiplo de 2; ademds
cualquiera de esos ntimeros denota el angulo del punto P. Por otro lado para
todo punto P € Ri la funcién radio r, que designa la distancia de P al origen
O, esta definida univocamente.

Hemos visto en general que la n-1 forma r*(wgn—1) definida sobre R™/{O}
es cerrada pero no exacta. Ahora podemos verificar, para el caso particular
n = 2, ese resultado a partir de la definicion de 6. ; Podria existir una funcion
continua ¢ : R?/{0} — R tal que dg = we.? De ser asi g = 6 + k y por lo
tanto el eje x positivo seria de discontinuidad. Luego no es posible definir
una primitiva en todo su dominio natural.

La siguiente proposicién da un criterio para desestimar la exactitud. Su
demostracion es consecuencia inmediata del teorema de Stokes.

Proposicion 3.2.1.1 Sean w una 1-forma exacta en U y v un camino dife-
renciable con traza en U. Entonces I,(w) = f(v(b)) — f(y(a)).

Usando este criterio nuevamente podemos corroborar que wg no es exacta
en R?/{O}. Para ello basta considerar la circunsferencia Co; de radio 1
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centrada en el origen, parametrizada por vo1(t) = (cos(t), sen(t)), con t €
[0, 27}, y hacer el célculo I, , (wo) = 27 # 0.

El resultado previo afirma que las integrales de formas exactas sobre
curvas suaves son independientes del camino que une los puntos extremos,

Py =7(a) y Py = ~(b).

Observaciéon 3.2.1.2 También senalamos una serie de hechos elementales
de interés, que relacionan la propiedad de conexién y las formas cerradas:

1. Una funcién f definida en un abierto U es localmente constante sii es
constante en cada componente conexo. En particular es constante si U
es un abierto conexo.

2. Si f es una funcién diferenciable con continuidad en U entonces f es

localmente constante sii % =0y g—f = 0, es decir sii df = 0; en
Y

particular si U es un abierto conexo entonces f es constante sii df = 0.

3. Del item anterior se deduce inmediatamente que df = dg sobre U sii
f — g es localmente constante.

4. Como corolario del punto anterior se obtiene que el conjunto U es
conexo sii toda funcion diferenciable con continuidad tal que df = 0 es
constante.

Mas generalmente consideraremos integrales de 1-formas definidas sobre
caminos diferenciables de a trozos.

Definicién 3.2.1.3 Sea {to,t1, ..., tn_1,tn} una particion del intervalo |a, b].
Consideremos I; = [t;_1,t;] @ =1,2,.,n y~y : I, — U caminos diferen-
ciables con continuidad en (t;_1,t;) de forma tal que ~;(t;) = ~viy1(t;) para
1 =1,2,....,n — 1. Definimos el camino diferenciable con continuidad
de a trozos 7y :[a,b] — U de la siguiente manera: dado t € [a,b] conside-
ramos un indice i tal que t € I; y ponemos y(t) = vi(t).

Claramente la funcién ~ estd bien definida y es diferenciable con continui-

dad salvo tal vez en los puntos t;; i =0,1,2,...,n—1,n. Asimismo dada una
1-forma w definida sobre U definimos su integral v de la siguiente manera:

L(w) = Z L,(w) (3.2.1.3)
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Para un camino diferenciable con continuidad de a trozos escribiremos

Y= Z%’-
i=1

Con esta notacién se tiene

n—1
Iy (W) =) L, (w).
=1

Observacién 3.2.1.4 La proposicion 3.2.1.1 se puede generalizar: si y es un
camino diferenciable con continuidad de a trozos en U y w es una 1-forma
exacta en U, w = df, entonces I,(w) = f(7(b)) — f(7(a)), pues los términos
intermedios se cancelan.

La propiedad de que la integral de una 1-forma sea independiente del
camino caracteriza a las formas exactas. Este es un resultado clasico del
analisis en varias variables reales o de variable compleja y su demostracién
puede consultarse en los textos de referencia.

Proposicién 3.2.1.5 Sea w una 1-forma definida en U. Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

1. I ,(w)=Is(w) para todo par de caminos v y & diferenciables con conti-
nuidad de a trozos en U con iguales puntos extremos.

2. I, (w) =0 para todo camino ¢ diferenciable con continuidad de a trozos
cerrado en U.

3. w =df para alguna funcion f diferenciable con continuidad en U.

Observacion 3.2.1.6 Recordemos también el criterio de exactitud enun-
ciado al comienzo de esta seccion: w = pdx + qdy es exacta sii p, = g,. Ahora
senalamos que frecuentemente se usa la equivalencia entre los puntos 2 y 3
de la proposicion 3.2.1.5 como criterio de exactitud, es decir, w es exacta en
el abierto U sii I, (w) = 0 para todo camino y con traza en U. En particular,
usando el teorema de Stokes se puede ver que las 1-formas cerradas en un
rectangulo U tienen integral nula sobre el borde del rectangulo:

Lema 3.2.1.7 St w es una 1-forma cerrada definida en un rectangulo U
entonces Igp(w) = 0.

Ahora veremos explicitamente la construccién de una primitiva para for-
mas cerradas en algunos casos especiales.

Comenzamos viendo que eso puede realizarse al menos para rectangulos
en un sentido amplio, en particular para 1-formas cerradas en R
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Proposicién 3.2.1.8 Sea U = [a,b] X [¢,d] con —oo <a<b<oo,00<c<
d < o0, St w = pdx + qdy es una I-forma cerrada en U entonces es exacta

en U.
Demostracién. Fijamos un punto Py = (z9,0) € U.

En primer lugar consideremos cualquier P = (x,y) € U con z > x,
Yy > Yo v definimos la funcion

f(z,y) = I(w)

donde 7 = 71 4+ 72 es el camino compuesto por el lado vertical izquierdo
y horizontal superior, es decir v1(t) = (zo,yo +t) con 0 < t <y —yo y
Y2(t) = (xo +t,y) con 0 <t < x — xy. Entonces se verifica que % = p.

Lo mismo es cierto si y < yo reemplazando 7, por v1(t) = (zo,yo — t)
con 0 <t < yy—yy andlogamente si x < xg reemplazando vo por Y»(t) =
(g —t,y) con 0 <t < xy— .

De manera similar definimos la funcién

g($, y) = [’Y* (W)

con v* = 7 + 75 donde 77 es el camino horizontal inferior que une (x¢, yo)
con (x,y0) v s el vertical derecho que une (z,yy) con (z,y). También se
verifica que g—z =q.

De acuerdo al lema 3.2.1.7, consecuencia de Stokes, se ve que f(z,y) =
g(x,y) y teniendo en cuenta que % =py g—z = ¢ se tiene que w = df. A
Observacién 3.2.1.9 La proposicion 3.2.1.8 vale sobre una clase mas am-
plia de conjuntos.

1. Si w es una 1-forma cerrada definida sobre una bola abierta U arbitraria
entonces es exacta en U. Tambien sigue siendo valido para conjuntos abiertos
CONVeXOs.

2. Si w es una l-forma cerrada definida sobre el abierto U arbitrario
entonces, si bien no es necesariamente exacta, por la proposicion 3.2.1.8, o
bien por el punto anterior, es localmente exacta.

3. No es dificil verlo para unién de dos rectangulos con interseccion conexa.
Mas precisamente:

Sean U;, Us rectangulos abiertos en el sentido amplio tal que U = U;NU,
es conexa. Si w es una 1-forma cerrada en U entonces es exacta en U.

Para ver esto, observemos que existen de acuerdo a 3.2.1.8, funciones
diferenciables con continuidad f;, i = 1,2 tal que w|y, = df; para i = 1,2.



Grado de un campo e integral de Kronecker. 61

Ahora como d(f; + f2) = w —w = 0 sobre U; N U; conexo entonces por el
punto 3 de la observacién 3.2.1.2 existe una constante c tal que f; = fo+c. En
particular podemos elegir de entrada fy; para que coincida con f; suméandole
la constante adecuada. Luego si definimos f sobre U como f; sobre Uy y f,
sobre U,, se verifica que df = w sobre U.

Esta tltima observacion permite probar con cierta facilidad los dos si-
guientes lemas.

Lema 3.2.1.10 Sean U, y Uy abiertos y Uy N Uy conexa. Sea U = Uy U Us.
Si w es una 1-forma definida sobre U tal que para i = 1,2 w|y, es exacta
entonces w es exacta sobre U.

Ademas esta propiedad se puede generalizar para una unién finita de
abiertos.

Lema 3.2.1.11 Sean U; i = 1,2, ...,n abiertos, y U = U;L:1 Uj;. St w es una
1-forma definida sobre U tal que w

U, €s exacta y {U}Zl Uj} (Uis1 es conexo

para cada t = 1,2,...,n — 1, entonces w es exacta en U.

Todos los casos anteriores son explicados por el teorema de Poincaré quien
ha descubierto una condicion suficiente méas general para que una forma ce-
rrada sea exacta; esta condicion es que el conjunto en cuestion sea contractil.
En particular son contréctiles los conjuntos estrellados respecto de un punto,
digamos del origen.

Un abierto U con la propiedad de que si x € U entonces el segmento
[0,x] C U se llama estrellado respecto del 0 y el teorema de Poin-
caré prueba que si w es cerrada sobre un conjunto estrellado respecto del 0
entonces es exacta, es decir d(I,) = w para alguna forma [, suave.

Podemos esbozar la heuristica para el caso de una 1-forma. Supongamos
que w = > o pidx; es exacta, es decir w = > " pida; = df =Y 0 fu,dz;
Para ello podemos suponer que f(0) = 0 y escribir

f(x) = Jy & f(tx)dt =
S fo (%) bt = (3.2.1.4)
Jo {321 piltx)a; Y.

Esta cuenta sugiere que se busque una funciéon f tal que

I,(x) = /0 (Zpl(tx)xl> dt.
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Notemos que la integral esta bien definida pues U es un abierto estrellado.
La demostracién es técnica [Spivack M, 1979] y la idea consiste en asociar a
cada [-forma

w = Z pil,ig,.“,ikdmil Adxi, N ...da:ik

1<41<19<...<ip <n

una !/ — 1-forma

l 1
IM(X) = Z Z(—l)j_l {/0 tl_lpl‘l’i27...7ik (tX)dt} dx“/\/\dxz]/\/\dxzk

1< <i2<...<ip<n j=1

donde @ij significa que el factor ha sido suprimido. Se prueba que la forma
I, satisface que 1,(0) = 0 y ademés w = I(dw) + d(1,); luego se obtiene el
resultado teniendo en cuenta la hipétesis dw = 0.

También senalamos que la proposicién 3.2.1.8 permite reducir el calculo
de una integral de una 1-forma a una suma de diferencias. Mas precisamente.

Proposicién 3.2.1.12 Siw es cerrada definida en un abierto U y =y : [a,b] —

U es un camino suave entonces existe una particion del intervalo [a,b], {to, t1, ..., t,}
y una coleccion de abiertos U;, i = 1,2, ...,n tal que para cada i Y[t;_1,t;] C U;

y w|y, = df; para ciertas funciones f; suaves. Luego

n

Lw) =Y _[fi(y(t:)) = fily(tia))]-

=1

Demostracion. Siendo U abierto, por la proposicién 3.2.1.8 podemos
elegir para cada P € U un entorno abierto Up tal que P € Up C U sobre
el cual la 1-forma sea exacta. Luego los conjuntos {7~ (Up)}pey forman un
cubrimiento por abiertos del compacto [a,b]. Por el lema de Lebesgue, dado
un cubrimiento por abiertos de un compacto existe € > 0 tal que cualquier
subconjunto del compacto de didmetro menor que ¢ esta contenido en algtiin
conjunto del cubrimiento, de manera que podemos construir una particion y
un cubrimiento finito por abiertos con la propiedad de que parai =1,2,....,n
se tenga que [t;_1,t;] C U;. Ahora fijada tales colecciones elegimos funciones
suaves f; ¢+ = 1,2, ...,n tales que w|y, = df; y consideramos ; = 7y
manera que

[ti—1,t4] de

n

L(w) = Zf (W)=Y [fi((t) = fi(y(ti-0))] W

i=1
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Los siguientes lemas cuyas demostraciones se siguen de la proposicion
3.2.1.8 seran utilizados en el proximo capitulo para vincular el grado con el
grupo de cohomologia de Rham.

Lema 3.2.1.13 Sean U = R?/{P}. Si w es una 1-forma cerrada defini-
da sobre el abierto U y si ademds I, (w) = 0 para toda vyp,(t) = P+
(cos(2tm), sen(2tm)) con r > 0 entonces w es exacta sobre U.

Lema 8.2.1.14 Sean U = R?/{P, Q}. Si w es una I-forma cerrada sobre
U y ademds I, (w) =0, I, (w) = 0 para todas las curvas yp, y Vg, con

r > 0 definidas como en el lema 3.2.1.13 entonces w es exacta sobre U.

Finalmente cerramos esta subseccion con el enunciado de una proposicién
que vincula el concepto de homotopias entre curvas con el de 1-formas cerra-
das. La demostracién de esta proposicion puede encararse en forma analitica o
topolégica [Fulton, W., 1997]. Optamos por la demostracién de tipo topolégi-
co teniendo en cuenta que la misma técnica sera utilizada posteriormente.

Proposicién 3.2.1.15 Si~y y § son dos caminos homotdpicos (o bien como
caminos con iguales extremos o bien como caminos cerradas) y w es una
1-forma cerrada entonces

L(w) = Is(w).

Demostracion. Damos la demostracion correspondiente al caso de cur-
vas con iguales extremos fijos. Consideramos la homotopia H definida so-
bre el rectangulo R = [0,1] X [a,b]. Podemos considerar que cada punto
de la imagen H(R) tiene un entorno sobre el cual la 1-forma w es exacta.
Ahora utilizando el lema de cubrimiento de Lebesgue consideramos parti-
ciones de los lados del rectangulo {t;}, {s;} con 1 <i<nyl <j<m
de forma tal que cada subrectangulo R;; = [t;_1,t;] X [sj_1,5;] es envia-
do por H en un abierto U;; sobre el cual w = df;; para cierta funcién
suave fj;. Luego Igr,(w) = 0. Ahora el resultado se sigue de la igualdad

Iy(w) = I5(w) = Ior(w) = 3_; ; Lok, (w) = 0. W
3.2.2. Variacion total del angulo para caminos suaves.

Con el trabajo realizado en la subseccion anterior estamos en condiciones
de abordar la definicién del nimero de vueltas; para ello comenzamos estu-
diando la variacién total del angulo que forma un camino suave cuando el
vector posicion recorre su traza desde el punto inicial al final; esta medida
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es signada y el signo depende de la orientacién. Posteriormenbte definiremos
el nimero de vueltas para caminos suaves y suaves de a trozos y finalmente
abordaremos el caso continuo.

Consideremos nuevamente la 1-forma wo = %ﬁ;ﬁ‘@ definida en R?/{O}.
Si tomamos, por ejemplo, Py = (2,2) y P; = (1, —1) entonces para cualquier
arco diferenciable v que une ambos puntos con traza en el dominio de 6
vale que
IW(WO> = ]’Y(de) = 0(17 _1) - 9(2’ 2) =
21 + arctg(F) — arctg(3

- = (3.2.2.1)
2m + arctg(—1) = 2r — 5 = .

justamente la medida del angulo que se forma entre el segmento inicial OP,
y el final OP;.

En primer lugar si v : [a,0] — R?/{O} es un camimo suave que en
coordenadas cartesianas se expresa asi v(t) = (z(t), y(t)) deseamos expresar
la curva v en coordenadas polares, esto es, a través de funciones suaves que
denotaremos r(t) y 6(t); mas precisamente como

v(t) = r(t)(cos(0(t)), sen(0(t))) (3.2.2.2)
para t € [a, b].

Como ya lo hemos senalado la funcién radio estda univocamente definida
r(t) = |lv@®)| = V2% +y?, no asi la funcién angulo 6(t) pues existen
infinitas elecciones moédulo 27. Si toméaramos el tinico valor que se encuentra
en el intervalo (0, 27] entonces la eleccién serfa univoca pero no continua al
atravesar el semieje no negativo correspondiente a x.

Con base en las observaciones anteriores podemos ahora encarar la de-
finicién de la funciéon angulo mediante otro enfoque. Comenzamos eligiendo
arbitrariamente un angulo inicial #(a) = 6, de manera que

v(a) = r(a)(cos(b,), sen(0,)).

Ahora teniendo en cuenta la construccion de la primitiva de w su inter-
o

pretacion definimos la funcién angulo como la tnica solucién del siguiente

problema de valores iniciales (p.v.i):

2(0)+52() r2(0) (3.2.2.3)

0/(t) = MOZ Oy 0) _ —y)r' O o0/
0(a) = b,.
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es decir, definimos la funcién angulo integrando la ecuacion diferencial ordi-

0(t) = 6(a) + / t _y<t>x/(:)2<;x(t)y/(t)dt (3.2.2.4)

La siguiente proposicién muestra la buena definiciéon de las funciones r y

6.

Proposicién 3.2.2.1 Siy es C*(I) entonces las funciones r(t) y 0(t) son
C>(I) y satisfacen la ecuacion (3.2.2.2).

Demostracion. Como vy es C*°(1) entonces 7(t) es C°°(I) por ser com-
posicién de funciones de esa clase y 6(t) es C*°(I) por ser la integral de una
funcion de esa clase.

Ahora comprobaremos que se cumple la ecuacién (3.2.2.2). Sea

u(t) = (cos(0(t)), sen(0(t))).

Verificaremos que
1
—y(t) = ul(t).
70 =)

En primer observamos que ambas funciones coinciden en ¢ = a. Si ponemos

w(t) = (=sen(0(t)), cos(6(t)))

entonces resulta que w(t)_Lu(t) para cada t; en particular los vectores u(t) y
w(t) son linealmente independientes para cada t, de manera que si probamos

que la diferencia
1
z(t) = —=y(t) —u(t
(1) = 7757() = ult)
es ortogonal a u(t) y a w(t) para cada t entonces deberd ser cero y de ahi el
resultado. Ahora bien, se verifica directamente del calculo que para todo t

vale z(t) Lu(t) y z(t) Lw(t). B

Observacion 3.2.2.2 Si 0 es la tunica funcién C*°(I) que satisface (3.2.2.2)
y si ademas se reemplaza el valor dangulo inicial 6, por 6, + 2nm entonces la
tnica funciéon C*°(I) que satisface el correspondiente p.v.i es 6 4 2n7.

Definicién 3.2.2.3 Dada un camino suave v : [a,b] — R* — { O} se define
la variacidon total del dngulo formado por el vector radial r = (x,y)
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cuando recorre el traza del camino vy, designada como A ang(r) mediante la
diferencia 6(b) — 0(a), o sea

Ayang(r) = [ wo =

fb —dechrcgdy _
o ~arree (3.2.2.5)
fab y(t) EQ(t) My’ (t) g4 —
0(b) — 6(a).

Observacion 3.2.2.4 Teniendo en cuenta la definicién de 6 (3.2.2.4) es
claro que la definicion de la variacién total es independiente del valor inicial.

3.2.3. El nimero de vueltas de caminos suaves de a
trozos.

Motivados por el anterior desarrollo podemos dividir la variacion total del
angulo asociado a un camino suave por 27 para medir el nimero de vueltas
que da el camino alrededor del origen; es decir

Definicién 3.2.3.1 Dado un camino suave v : [a,b] — R?*/{ 0} se define
el nuimero de vueltas o indice de vy alrededor del origen O, y de-
notado W (v, O), de la siguiente manera

W(y,0) = 5- [ wo = 5z ang(r)
_ if’y —ydm+x2dy ! (3231)

2r Jy o @242

Ademds si vy es un camino suave por partes entonces existen caminos suaves
vt = 1,2,...,n tal que v = > v y en tal caso se define el nimero de
vueltas de v alrededor del O asi:

W(y,0) =3 W(%,0) (3.2.3.2)

Se espera que para el caso de caminos cerrados suaves por partes el nime-
ro de vueltas sea entero y efectivamente se tiene el siguiente:

Teorema 3.2.3.2 Si v : [a,b] — R?/{0} es un camino cerrado suave de a
trozos entonces W (v, O) € N.

Demostracion. Sea P, = v(a) y P, = ~(b). En primer lugar elegimos
arbitrariamente un angulo para el punto P,, digamos 6,,.
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La demostracion consiste en probar la siguiente: Afirmacién: 6, =0,+
27W (7, O) es un dngulo para el punto P,.

Observemos que si esto es asi se probara el resultado puesto que P, = P,
y dos angulos deben diferir en un multiplo entero de 27, es decir como 2nm =
Op — 0, = 20 (~, O) entonces W (v, 0) = n. Por otro lado siendo v suma
de caminos diferenciables con continuidad, podemos probar la afirmacién
para caminos diferenciables con continuidad, pues en tal caso el nimero de
vueltas seria una suma de niimeros enteros. Supongamos entonces que 7y es un
camino suave. Ahora, la afirmacién se sigue inmediatamente de la definicién
de funcién angulo (3.2.2.4) con valor inicial #(a) = 6,, pues en tal caso

0, = 0(b) =0, + 27V (v,0). R

Desde luego que el origen O no cumple ningiin papel esencial en la defi-
nicién del nimero de vueltas. Dado un punto P = (xg, o) arbitrario que no
pertenezca a la traza de un camino suave v podemos dar la siguiente:

Definicién 3.2.3.3 Sea v : [a,b] — R?*/{P}, v = (z(t),y(t)) un camino
suave por partes y wp la 1-forma

(y — yo)dz + (x — )dy
(x —20)*+ (y —90)*

wp =

Se define el numero de vueltas de v alrededor del punto P asi:

w
f *(y*yo)dIBJr(lfmo)dy (3233)
o

3.2.4. El nimero de vueltas de caminos continuos.

El préximo paso consiste en definir el niimero de vueltas de un camino
continuo alrededor de un punto P arbitrario. Se vera que las propiedades
que cumple el nimero de vueltas de un camino continuo son, en principio,
analogas a las que hemos probado en el segundo capitulo para el grado.
Mas adelante, luego de la generalizacién del niimero de vueltas para campos,
veremos que en verdad ambos conceptos coinciden de forma tal que son las
mismas.

En primer lugar damos el concepto de sector angular sobre el cual la
funcién dngulo resulta ser continua por definicién.



68 Capitulo 3

Definicion 3.2.4.1 Sea
S={(r0):r>0, 0, <0 <6} (3.2.4.1)

con 0 <0y —0y <2m, y fp(r,0) = P+ (rcos(0);rsen(d)). El conjunto fp(S)
se llama un sector angular con vértice en el punto P.

Ahora daremos la definicion del nimero de vueltas de un camino continuo
alrededor de un punto P.

Definicién 3.2.4.2 Sea v : [a,b] — R?*/{P} un camino continuo.

1. Por el lema del cubrimiento de Lebesgue, elegimos una particion del
intervalo [a, b, {to,t1,ta,....tn} tal que para todo i =1,2,...,n la traza
restringida y[t;—1,t;] C U; con U; un sector angular con vértice en P.

2. En segunda instancia elegimos una funcion dangulo 6;, i = 1,2,...,n
definida en cada sector angular. Luego si denotamos P; = ~(t;) enton-
ces se define el numero de vueltas de v alrededor de P de la siguiente
manera:

W(y,P) = % Z{ez(tz) —0;(ti-1)} (3.2.4.2)

El punto fundamental es probar que la definicién no depende de la colec-
cién de los sectores angulares elegidos y de las funciones dngulo asociadas.

Proposicién 3.2.4.3 En las condiciones anteriores se tiene que:
1. La definicion 3.2.4.2 es correcta.

2. Si~y es un camino cerrrado entonces W (v, P) € N.

Demostracién. 1. Consideremos dos colecciones de sectores y funciones
angulos asociadas {(U;,6;)} i =1,2,...,ny {(U},0))} i =1,2,...,n. Entonces
6, y ¢ difieren en un multiplo de 27 en la interseccion de y([t;—1,t;]) C U;NU]
de manera que esa diferencia no altera la suma de diferencias. Es suficiente

por lo tanto mostrar que la definicién es independiente de la particién.

Supongamos que refinamos una particién dada intercalando un punto
t' € [ti_1,t;]. Entonces elegimos el par (U;;0;) para los intervalos [t;_1,t;],
[ti1,t'] y [t',t;]. Luego si y(t') = P’ entonces

[0:(t:) — 0:(t)] + [0:(t') — 0s(ti1)] = Oi(ts) — O5(ti1)
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y por esto la suma no cambia. Lo mismo vale, es decir la suma no varia, para
un numero finito de puntos intercalados. Pero entonces dada dos particiones
consideramos una que refine a ambas y esto muestra que la suma dada por
ellas no varia y asi el nimero de vueltas.

Por otro lado la demostracion del punto punto 2 es inmediata teniendo
en cuenta que para todo i = 1,2,...,n — 1 las diferencias 0;(t;) — 0;41(t;) v
On(ts) — 01(tp) son miltiplos de 2. B

Observacién 3.2.4.4 1. Cuando el camino es suave, existen dos definiciones
del ntimero de vueltas, 3.2.4.1 y 3.2.4.2, y ambas coinciden.

2. Si v es un camino continuo cerrado en un abierto U C R?/{P} donde
la funcién angulo es continua, entonces W (v, P) = 0. Esto es inmediato pues
la suma en 3.2.4.2 es telescopica y los puntos extremos del camino coinciden.

3. Analogamente a las consideraciones hechas para caminos suaves senala-
mos que si v : [a,b] — R?*/{P} es un camino continuo entonces existen fun-
ciones 7 : [a,b] — R y 0 : [a,b] — R continuas tal que y(t) = P + (r(t) -
cos(0(t)),r(t) - sen(6(t))) para todo a < t < b. La funcién r estd univoca-
mente determinada, r(t) = ||y(t) — P|| y 0 esta definida salvo una constante
de integracion multiplo entero de 2.

4. 819" = 9|4y ¥ 0(a) = 0, es un dngulo inicial para el punto P, = 7y(a)
entonces se puede tomar 6(t) = 6, + 20W (7, P).

También es claro como a partir de esto se puede definir el nimero de
vueltas para una 1l-cadena arbitraria.

Definicién 3.2.4.5 Seay =", ny7y; un I-cadena con P ¢ ~[0,1]. Se defi-
ne el numero de vuelta de la 1-cadena v alrededor de un punto P
de la siguiente manera:

W(y, P) = Z n;W (v, P) (3.2.4.3)

3.2.5. Algunas propiedades del naimero de vueltas.

Es claro que la nocién de niimero de vueltas todavia no ha sido establecida
para campos, esto lo haremos en la proxima seccién; por ello atin no podemos
estudiar la relacion entre los conceptos de grado y ntmero de vueltas. No
obstante, como ya adelantamos, en esta subseccion estableceremos algunas
propiedades y consecuencias fundamentales de la definicién del nimero de
vueltas 3.2.4.2 analogas a las propiedades que caracterizan la funcion grado
(teorema 2.8.0.15). En este sentido hay que interpretar los comentarios que
siguen.
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Definicién 3.2.5.1 Si~ : [a,b] — R?*/{P} y Q es un vector de R? entonces
la curva desplazada v+ Q : [a,b] — R*/{ P+ Q} se define como (y+ Q)(t) =
(1) + Q.

El nimero de vueltas, tanto como el grado (teorema 2.6.1.8), es invariante
bajo traslaciones; mas precisamente:

Proposicién 3.2.5.2 (Invariancia bajo traslactones para el numero
de vueltas).

St vy : [a,b] — R?*/{P} es una curva continua y Q es un vector de R?
entonces

W+ QP+ Q) =W(y, P).

Demostracién. Sea {(U;,0;)} i =1,2,...,n con U; un sector angular con
vértice en P y una #; una funcién angular asociada conforme a 3.2.4.2 para
definir W (v, P). Elegimos {(U/,0!)} i = 1,2,...,n con U] = U; + Q un sector
angular con vértice en P + Q de forma tal que si y[t;_1,t;] C U; entonces
(v+Q)[ti-1,t;] C Ul. Luego como U/ parai = 1,2, ..., n son sectores angulares

definidos por traslaciones, elegimos ¢, = 6, y el resultado es inmediato. B

Ahora veremos que el concepto de nimero de vueltas es también inva-
riante bajo homotopias, como lo es el grado topoldgico.

Consideremos el rectangulo R = [a,b] X [¢,d] y una funcién continua
I': R — R2. La restriccién de T sobre el borde OR determina cuatro caminos
en R?:

I(t,c) =T(y1) =0, paraa <t <D

) T(bt)=T(1e) =bs parac<t<d
L(oR) = [(t,d) =T(v3) =03 paraa <t <b (3:2.5.1)

[(a,t) =T(vy) = 04 para ¢ <t < d.

Con el mismo procedimiento que se utiliza para demostrar 3.2.1.15 se
prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5.3 (Numero de vueltas del borde de un rectdngulo W(I'(OR),P)
).
Si P ¢ I'(OR) entonces

W (51, P) + W (6s, P) = W (33, P) + W (64, P) (3.2.5.2)
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Demostracién. Se divide al rectangulo R = [a, b] X [¢, d] en rectangulos
R;; de forma tal que I' envie cada rectdngulo R;; en un abierto U;; con
vértice en el punto P, en el cual exista una funcién dngulo continua 0;;. Luego
observamos que para todo i, j se tiene que W(I'|g,;,P) = 0. Finmalmente
teniendo en cuenta que W(L|g, P) = W(6,P) + W(d, P) — W (05, P) —
W(64,P) que W(I'|g,P) =3, W(L|g,;, P) se deduce el resultado. B

Asi como el grado resulta ser invariante bajo homotopias (teorema 2.6.1.3),
también lo es el numero de vueltas.

Corolario 3.2.5.4 (Invariancia bajo homotopias para el numero de
vueltas.)

Dadas dos caminos vy y ¢ in R? /{ P} homotdpicos (o bien como caminos
con iguales puntos extremos o bien como caminos cerrados) entonces

W(y, P) = W (s, P) (3.2.5.3)

Demostracion. Es una consecuencia del teorema 3.2.5.3 aplicado a la
homotopia H =1". R

Observaciéon 3.2.5.5 Es facil probar los siguientes resultados referidos a
caminos homotopicos.

1. Sea U es abierto convexo entonces dos caminos con trazas en U, o bien
ambos cerrados o bien con iguales puntos extremos, son homotdpicos.

2. Vale la reciproca del corolario 3.2.5.4, es decir: Si v y  son dos cami-
nos con igual t t R2/{P} o bi b i d

guales puntos extremos en R*/{P} o bien ambos caminos cerrados

entonces son equivalentes:

i vy ¢ son homotépicas en R?/{P}.
it W(y,P)=W(,P).
Una consecuencia de la invariancia bajo homotopias es el comportamiento

del ntimero de vueltas de un camino continuo bajo un cambio continuo del
parametro, analogamente a lo que hemos planteado para caminos suaves.

Corolario 3.2.5.6 Sean 7 : [a,b] — R*/{P} y ¢ : [c,d] — [a,b] continuas.
Entonces

1. Sip(c)=a ye(d) =b entonces

W(pony, P)=W(y,P)
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2. Sip(c) =0y p(d) =a entonces
W(QDO’%P) = _W(’Y?P)

En particular si v~ *(t) = v(a + b —1t) para t € [a,b], es decir si v !
designa el camino v con la orientacion inversa, entonces

W(7_17 P) = _W(/ya P)

Demostraciéon. Para el primer punto consideramos la homotopia I' :
R — R2 definida ['(s,t) = y(min{t + ¢(s) — a,b}). En este caso 6, = v
y 04 = v 0, con 0y y I3 constantes iguales a 7(b). El resultado se sigue
alicando el teorema 3.2.5.3. El segundo punto se prueba de manera analoga
a través de la homotopia definida T'(s,t) = y(max{t + ¢(s) — b,a}); en este
caso 01 =Yy 0 =y 0, con 03 y 04 constantes. l

Otra consecuencia de la invariancia bajo homotopias es el teorema de-
nominado ”Dog-on-a-Leash.” Este nombre se justifica a partir de la siguiente
interpretacién del corolario 3.2.5.8: si un persona pasea un perro de forma
tal que su distancia al paseador es siempre menor o igual que su distancia
a un punto determinado entonces ambos dan la misma cantidad de vueltas
alrededor de dicho punto. Este teorema no es otro que el teorema 2.6.1.7 de
Poincaré-Bohl demostrado en el contexto de la teoria de grado en el segundo
capitulo.

Teorema 3.2.5.7 (Poincaré-Bohl:Dog-on-a-Leash.)

Supongamos que v : [a,b] — R*/{P} y§: [a,b] — R?*/{P} son caminos
cerrados continuos tal que P ¢ [(t); 6(t)]a<i<b, €s decir el punto P no estd en
la union de los segmentos determinados punto a punto por las trazas de v vy
0. Entonces

W(y, P) = W(é, P)

Demostracién. Consideramos la homotopia H : [a,b] x [0,1] — R?
como caminos cerrados definida por combinaciones convexas de los dos ca-
minos H(s,t) = (1 — s)y(t) + sd(t). El resultado se sigue de la invariancia
bajo homotopias, corolario 3.2.5.4. B

La interpretacion del teorema ”Dog-on-a-Leash”se pone de manifiesto en
la siguiente consecuencia inmediata.

Corolario 3.2.5.8 Sivy:[a,b] = R? y § : [a,b] — R? son caminos cerrados
continuos tal que ||5(t) — v(t)|| < ||v(t) — P|| para todo t en [a,b]. Entonces

W (y, P) = W(s, P).
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Demostracién. Por la desigualdad de la hipdtesis el punto P & [y(t); 6(t)]a<t<s
de manera que es consecuencia directa del terorema 3.2.5.7. B

Nos proponemos estudiar como varia el nimero de vueltas de un camino
continuo y cerrado si variamos el punto P, con tal que éste no se sitie en su
traza.

Sabemos, por el teorema 2.6.1.5, que el grado de una funcién continua
¢ : Q C R" — R" es constante en cada componente conexo de [¢(9Q)]¢ Esta
propiedad también se cumple para el nimero de vueltas y como veremos es
una consecuencia de la invariancia bajo traslaciones y homotopias.

Proposicién 3.2.5.9 (La funcion W(y,:) es localmente constante).

Sea v : [a,b] — R* un camino cerrado. Entonces la funcién W(y,-) es
constante en cada componente conexo de R*/v|a,b]. Ademds es cero en el
componente no acotado.

Demostracién. Consideremos un disco abierto D = D(P,r) alrededor
de P tal que D C C con C el componente conexo al que pertenece P. Es
suficiente probar que para todo P’ € D se tiene que W (~,P’) = W (v, P).
Para eso consideremos Q = P’ — P. Por un lado por la invariancia bajo
traslaciones, establecida en la proposicién 3.2.5.2, se tiene

WH,P)=WH+Q,P+Q)=W(y+Q,P).

Por otro lado los caminos cerrados v y v + Q son homotépicos via H(s,t) =
Y(t)+sQ 0 <s<1conP ¢ H(R), luego por 3.2.5.4, se tiene

W(y+Q,P)=W(y,P).

En definitiva de las dos tltimas ecuaciones se deduce que que W (v, P’) =

W(v,P).

Para probar que W (~,-) = 0 en el componente conexo no acotado basta
probar que se anula en algin punto. Consideremos un punto P = (p1,p2)
en el componente conexo no acotado y el semiplano abierto U = {X : z; >
p1}. Entonces U es un sector angular sobre el que se define una funcién
angular continua y de acuerdo al punto 2 de la observacion 3.2.4.4 se tiene
que W(v,P)=0. 1

En ambas partes de la demostracion anterior hemos usado que los com-
ponentes conexos de un abierto son arcoconexos, y que dados dos puntos la
traza del arco que los une puede recubrirse por una coleccién finita de discos
en los que la funcién W (v, ) es constante.
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3.3. Numero de vueltas para un campo en R"
y su relacién con el grado topolégico.

A partir de ahora hablaremos de curvas en vez de caminos. Comenzaremos
con el caso de un campo definido en R?.

Sea vy una curva suave y ¢ = (¢1,¢2) = (p,q) un campo de vectores
continuo definido sobre v, ¢ € C(vy,R?/{0}). Es ficil interpretar en términos
de integrales de 1-formas los conceptos de circulacién y flujo del campo.
Consideremos w = pdx + qdy y w = qdx — pdy.

En el primer caso la integral de linea I,(w) representa la circulacién
del campo a lo largo de la curva y se interpreta como la integral de la
proyeccion del campo aplicado a la curva en la direccién de su velocidad.

L(w) = [, ¢(v(t)) -/ (t)dt
' 3.3.0.4
2 (0(r(0)) - 728 ”)|w<>||dt (8304)
En este contexto si w = —df entonces ¢ = —V f y f se llama potencial del

campo ¢.

dy dz
En el segundo caso si n(t) = (II jt(tjt' designa el vector normal unitario a

la curva «y entonces la integral de linea I, (w) representa el flujo del campo
a través de la curva v

L,(w) = [ (qdz — pdy) = [ (q(x(t), y(t) % — p(a(t), y(1)) L) dt =
J2o(v(t)) - n(t)||y (1)]]dt
(3.3.0.5)

Analogamente a como lo hemos hecho anteriormente definiremos una tini-
ca funcién continua 0, € C(v,R), llamada funcién &ngulo del campo vec-
torial ¢ no nulo a lo largo de la curva 7.

Definicién 3.3.0.10 Dado el campo ¢ consideramos

oi(@) 92()
B ol

Luego se define 04 de la siguiente manera:

{ 0s(w) = arctg {253} st ¢1(x) # 0 (3.3.0.7)
0¢<$) = g s1 ¢1(ZB) =0.

cos(ly(x)) = en(4(x) = (3.3.0.6)




Grado de un campo e integral de Kronecker. 75

En esta definicion elegimos arbitrariamente, como antes, un angulo inicial

05(7(a)) € [0, 2m).

La funcién 6, mide el angulo que se forma entre el semieje positivo x
considerado en el punto de la curva y el vector del campo ¢ definido en dicho
punto.

La variacion total del angulo que forma el campo a lo largo de la curva ~
se define de manera andloga a como lo hemos hecho anteriormente

Ayang(¢) = b4(7(b)) — 05(v(a)). (3.3.0.8)

Asimismo definiremos el ntimero de vueltas nuevamente dividiendo por
27 la variacién total del angulo del campo sobre la curva ~:

Definicién 3.3.0.11 Sea ¢ = (¢1,¢2) € C*(v,R?/{O0}), no nulo. Se define
el numero de vueltas o indice del campo ¢ a lo largo la curva suave
v de la siguiente manera:

W (,7,0) = 5-A-ang(d) = 5-[05(v(b)) — O5(v(a))] =
o [, gzt — (3.3.0.9)

37 J, @ (wo)

Observacion 3.3.0.12 1. Si ¢ € C'(v,S") es un campo de vectores unita-
rios tangentes a v una curva de Jordan de clase C? entonces considerando la
parametrizacién por longitud de arco o : [0, L] — R? se tiene ¢ = c¢coa™!
de manera que si @ = (a1, a2) entonces ¢*(wo) = —dadpy + P1dpy =
[1.02 + ag.aq]dt = k(t)dt donde k denota la curvatura de 7. En particu-
lar fy k(t)dt = 27 es la curvatura total de 7 de manera que en este caso se
tiene W(¢,7,0) = 1.

2. Recordando que wo = r*(wg1) podemos expresar el nimero de vueltas
a través del pull-back de la composicion del campo en cuestion con el campo

radial:

(Qb’}/, :217rf¢*w0 =
Lo (r (Wsl>> = (3.3.0.10)
f( *(wg1)

Con base en esta tltima observacion y en el teorema 3.1.5.2, que generaliza
el caso n = 2, podemos definir ahora el niimero de vueltas para campos en
R".
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Definicién 3.3.0.13 Sea Q2 C R" abierto, ¢ un campo de clase C' definido
sobre O y r: R"/{O} — S la retraccidn definida r(x) = - Se define
el numero de wvueltas del campo ¢ a lo largo del borde ON) y alrededor del
0 de la siguiente manera

W(6,00,0) = — /m('ro 6) (wer) (3.3.0.11)

~ wol(Sn1)
Observacion 3.3.0.14 Senalamos algunos hechos bésicos:

1. Hemos definido el nimero de vueltas del campo, asi como su grado,
respecto del origen O pero puede, claramente, realizarse para cual quier punto
P no perteneciente a la traza de la curva.

2. De acuerdo al teorema 3.1.5.2

rws) =1 {01 (C1P 0 f =

h AT (3.3.0.12)
> -1 (=1) kg

donde W; = dxy A dzy A @j A ... A dx, como siempre indica que el factor
diferencial dz; se ha suprimido y que (r o ¢)*(wgn-1) = ¢*(r*wgn-1) se puede
dar una expresion explicita para el nimero de vueltas

W(Qb, 89, 0) = Wln—l) fag(r 9) gb)*(wan)

; el = (3.3.0.13)
=T Jan ijl(—l)JHHdeqﬁl Adgs A ...dd; A ... A dy

La ultima expresion se llama integral de Kronecker [Amann, H. 1990;
Polymilis at all].

3. Intuitivamente W (¢, 99, 0) mide como es cubierta la esfera S"~! por
la imagen del borde 9 via la funcién ro ¢ : 99 — S™~1,

Cerramos esta seccién con el resultado fundamental segtn el cual el con-
cepto de grado topoldgico coincide con el de nimero de vueltas. En la de-
mostracion seguimos los lineamientos de H. Amann [Amann H. 1990, pp
343-345].

Teorema 3.3.0.15 (Coincidencia entre el grado y el numero de wvueltas
de un campo).
Sea ) C R™ un conjunto abierto y acotado y ¢ € C1(Q) tal que 0 ¢ ¢(IN).
Entonces
W(p,00,0) = d(¢,(,0) (3.3.0.14)

Demostracién. Vamos a probar en primer instancia que si ¢ € C*(Q)N
BY(¢,6) con p = 0 valor regular de 1 y ¢ suficientemente chico entonces
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W(p,Q,0) = W(1,Q,0). Luego aplicando el tercer resultado fundamental
reduciremos la prueba para el caso de funciones ¢ € A}, ; con p = 0, pues si
vale para esa clase, por un agumento de aproximacién, también vale para la
clase Ap ;.

Comenzamos con la n-1 forma no nula, anteriormente definida, wg =
r*(wgn-1) donde wgn—1 es un elemento de volumen de la esfera S™~!. Sabemos
que dwgn-1 = 0 de manera que d(wo) = r*(dwgn-1) = 0 y por lo tanto wo es
cerrada.

Ahora consideramos la homotopia de clase C'! 0-admisible definida por las
combinaciones convexas de ¢ y ¢ y observamos que d(H(wo) — H{(wo)) =
(¢*—1¢*)(dwo) = 0 de manera que Hf(wo)—H;(wo) = (¢*—9*)(r*(wgn-1))también
es cerrada.

Luego por el teorema de Stokes los nimeros de vueltas de los campos
coinciden:

0= [ (0 =) ) = W(6.92.0) = W(5.2.0)

En consecuencia la propiedad puede probarse para 0 valor reglar ¢ €
Cl(Q).

1 Consideramos dos casos ¢~ {0} =0y ¢~ {0} = {x1,%2, ...,X,,} finito.

Supongamos primero que ¢ {0} = (). Para simplificar denotamos con f3

el pull-back de ¢ de la forma wo, es decir § = (r o ¢)*(wgn-1) = ¢*(wo). La
forma (3 es cerrada pues dff = ¢*(dwo) = 0. Y nuevamente por Stokes

vol (S™ )W (6, 690, 0) = / f= /dﬁ — 0= d(6,9,0)
o0 Q
de manera que W (¢, 092,0) = d(¢, (2, 0).
2. Ahora sea ¢ {0} = {xy, X3, ..., X, }. Elegimos 7 suficientemente chico

tal que para j = 1,2,...,m se tiene bolas Fj = E(Xj, 7) C Q disjuntas de a
dos, cada una de ellas conteniendo un tnico cero de ¢.
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Consideramos M = Q/ Uj~, Bj la variedad de clase C* con borde M =
OQUUIL, 0B; donde 0B; = {x; + 75" 11y S"! denota la esfera S~ con
orientacién negativa. Por Stokes se tiene que

m

0= / = 5- 8,
M a0 ]Z_; oB;
es decir .
0= 0. 3.3.0.15
a0 ; oB; ( )

Observemos que la integral izquierda es el nimero de vueltas salvo el

factor W El objetivo es mostrar que para cada j = 1,2, ...,m se tiene
que [,,- = sigJy,(x;)Vol(S"") donde ¢; = ¢|5-. Luego el resulado se
J J

obtiene sumando sobre j. La prueba de ese hecho es mas o menos técnica.

_Podemos elegir 7 suficientemente chico como para que ¢; : E — N, =
¢(B;) sea un difeomorfismo de clase C' que preserva o invierte la orientacién
de B; segin sigJy, (x;) = £1. o

De esta forma N; es una variedad orientada con borde ON; = 0¢(B;) =
»(0B;). Luego integrando y haciendo un cambio de variable se tiene que

/ B = ¢* owo = sigJy, (Xj)/ wo (3.3.0.16)
0B; 0B, ON;

Ahora nuestro objetivo es mostrar que faNj wo = Vol(S™1). Veremos
que podemos achicar el dominio de integracién de la integral | o, WO sin
alterar su valor.

Para ello consideramos 0 < 1 < 1 de forma tal que nB = nB(0,1) C N;
y que la forma wg esté definida sobre la variedad N; —nB. Aplicando Stokes

obtenemos
0:/ dwO:/ u)()—/ wo,
Nj/nB ON; nSn!

/ wo = / wo-
8Nj 775’”71

Luego reemplazando en (3.3.0.16) obtenemos

es decir

5=sigly(x) [ o

0B} nSn—1
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y sumando sobre j = 1,2...,m por (3.3.0.15)

o0 Sn—1

6= Zsingsj(xj)/ wo- (3.3.0.17)
j=1 n

Por otro lado teniendo en cuenta que r : nS™ ! — S"~! es un difeomor-
fismo se tiene que

/ wo frnd / r*(CL)Snfl) = / (JJSnfl — /UOZ(Sn_l)
nSnfl 77571*1 Sn—1

de manera que finalmente obtenemos

1

W(¢,00,0) = ol(Sn T

B=> sigly,(x;) =d(¢,Q,0). W
o0 =1

Observacion 3.3.0.16 Este teorema pone de manifiesto de manera inme-
diata la propiedad que hemos visto en el segundo capitulo, a saber: si ¢, 1 €
Ap o tal que ¢lag = 1|aq entonces

d(¢, €2, p) = d(¥,Q2,p). (3.3.0.18)

Luego el grado depende sélamente de los valores que asume ¢ en el
borde de (2, es decir de la funcién restringida ¢|gq : 92 — R™.

Esta propiedad permite definir el grado global de ¢ como el grado de
cualquier extensiéon ¢ € C(S2), es decir

deg(¢) = deg(¢, 0, 5" ") = d(¢, 2, 0).

El teorema que permite expresar el grado a través de la integral de Kro-
necker también permite dar una definicién del grado global para funciones
definidas en el contexto de las variedades. Esto lo haremos en el proximo
capitulo. Por ahora senalemos que de acuerdo a lo que hemos visto

Swsns = deg(0) | wsnn

o0 Sn—1



80 Capitulo 3

3.4. EIl grado y su relacion con la integral
compleja.

En la primer subseccién pondremos de manifiesto la coincidencia del indi-
ce de una curva continua en C con su nimero de vueltas, como curva continua
en R2. En la siguiente subseccién, via la identificaciéon C ~ R?, expresaremos
el grado de un campo en R? inducido por una funcién holomorfa a través de
cierta integral compleja. Los conceptos que desarrollamos aqui son tépicos
regulares de un curso de calculo complejo y el lector pueden encontrarlos en
los textos de referencia. Observemos que en general el indice y el niimero de
vueltas se consideran como sinénimos, justificadamente puesto que designan
la misma cosa.

3.4.1. Indice de una curva continua en el plano com-
plejo y nimero de vueltas de un curva continua
en U C R

Para poder comparar los conceptos necesitamos recordar el proceso de
integracién en el campo complejo y la definiciéon de indice de una curva
continua.

Preliminares: integraciéon compleja e indice de una curva continua.

Definicién 3.4.1.1 St f : U C C — C es holomorfa, con U un abierto, y
v @ la,b] — C una curva suave diferenciable a trozos entonces se define la
integral de lineal de la siguiente manera

/f(z)dz:/ F(y(@)y (t)dt (3.4.1.1)

y en particular si f(z) = o COM 20 € C un punto que no pertence a su traza
entonces se define el indice de vy alrededor de zy de la siguiente manera:

1 1 SRR ()
1 = — dz = — ————dt 3.4.1.2
(7, %) 271 [, sz 2mi . () — 20 ( )

No es dificil ver que el indice asi definido coincide con el concepto de
ntimero de vueltas para una curva diferenciable a trozos en R?. Antes de
verificar ese hecho observemos que en el contexto de R? hemos definido el
nimero de vueltas para curvas continuas. Veremos que también podemos
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definir en el campo complejo la integral de linea de una funcién holomorfa
definida sobre una curva continua y por lo tanto el indice de una curva
continua.

Comenzamos con un lema de facil demostracion.

Lema 3.4.1.2 Sea v : [a,b] — U C C continua con U abierto, entonces
eziste r > 0 tal que p(v[0,1],0U) > r

Demostracién. Basta con observar que los conjuntos 7[a, b] y OU son
compactos disjuntos y por lo tanto p(vy[a,b],0U) > 0. R

Para la construccion necesitamos la siguiente definiccion:

Definicién 3.4.1.3 Dada una curva vy : [a,b] — C consideramos una parti-
cion m, = {to, t1, ..., tn} del intervalo [a,b] y designamos los subintervalos in-
ducidos como I; = [t;, t;11] parai = 0,1,...,n—1. Se dice que { Dy, D1, ..., D,_1}
es una secuenctia de discos conectados a lo largo de vy, si los dis-
cos se solapan de a dos y en forma consecutiva de forma tal que para todo
i=0,1,...,n—1 se tiene que Y[t;,t;11] C D;.

La existencia de una sucesion de discos conectados a lo largo de v se
puede probar de la siguiente forma: Sea e < w = 5. Como 7 es
uniformemente continua podemos elegir 6 > 0 de forma tal que si [t — /| < ¢
con t,t" € [a,b] entonces |y(t) —v(t)| < e. Ahora elegimos una particién 7,
con n suficientemente grande tal que para todo ¢+ = 0,1,...,n — 1 se tenga

|tir1 — t;| < 6. Luego obtenemos que v[t;, t;11] C D(v(t;),€) = D; C U.

Ahora teniendo en cuenta que toda funcién holomorfa tiene una primitiva
local definimos el concepto de la integral sobre una curva continua.

Definicién 3.4.1.4 Sea v : [a,b] — U C C continua con U abierto, f una
funcion holomorfa en U y m, una particion del intervalo [a, b] suficientemente
fina de forma tal que para cada t = 0,1,....n — 1 exista una primitiva de f
en D;. Para cada i designamos con g; a tal primitiva, con v; = 7|5, a la
restriccion de vy sobre cada subintervalo I; y con y(t;) = z; cada centro de D;.
Entonces se define la integral de f a lo largo de la curva v de la siguiente
manera:

n—1

[re== S fde = S lazien) — i) (3.4.13)

i=0 Vi i=0
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Observacion 3.4.1.5 Para establecer la buena definicién basta ver que
esta no depende de la particién elegida, y para ello basta con ver que no
varia para dos particiones una de las cuales refina a la otra mediante un soélo
punto.

Podemos traducir lo anterior en el lenguaje de las 1- formas complejas
w = fdz.

Definicién 3.4.1.6 Se define una primitiva de w a lo largo dew: [a,b] —
U C C como una funcion continua g : [a,b] — C tal que para cada ty € [a, D]
existe un entorno del punto ¥(to), Nywy), y una primitiva Fy, de w en Ny,

tal que Fy,(y(t)) = g(t) para t cercano a ty. Se prueba facilmente que tal
primitiva existe y que dos difieren en una constante.

Ahora, a partir de esta definicién, dada una curva v continua y cerrada

alrededor de un punto z; que no pertenece a su traza consideramos una
primitiva local de la funcién f(z) = z—lzo’ por ejemplo log(z — zy). Luego se

trata de encontrar una funcién continua g definida sobre el segmento |a, b|
tal que log(v(t) — z0) = g(t) cerca de tg, es decir e9® = () — z cera de t,.

Definicién 3.4.1.7 (Indice de una curva continua en U C C). Te-
niendo en cuenta que la suma de la definicion es telescopica se tiene

I(v, 2) = L / EE. M. (3.4.1.4)

2m )., 2 — 2 271

Ya hemos estudiado la invariancia del nimero de vueltas y en consecuen-
cia del grado, respecto de las deformaciones continuas. En el contexto de
la integracion compleja podemos definir el concepto de curvas cercanas y
homodlogas. La integral es un invariante bajo la relacién de equivalencia que
inducen esos conceptos. Luego el indice permanece constante para curvas de
ese tipo.

Definicién 3.4.1.8 Se dice que dos curvas continuas v1,7v2 : [a,b] — U
estin cerca una de la otra si yi(a) = y2(a) y 11(b) = (b)) y ademds
existe una particion m, de [a,b] y una secuencia de discos { Dy, D1, ..., D,,_1} C
U tal que para todo i = 0,1,....,n — 1 se tiene que v1|1,, Y|, C D;.

Con esta definicién se cumple el siguiente hecho:

Proposicién 3.4.1.9 Si v1,79; [a,b] — U son dos curvas continuas que
estan cerca y f es holomorfa en U entonces

F(2)dz = / F(2)dz (3.4.1.5)
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Demostracion. Por definicion de curvas cercanas podemos considerar
una sucesiéon { Dy, D1, ..., D,, 1} C U tal que para todo i = 0,1,...,n — 1 se
tenga v1|r,, Ye|r, C D;. con g; una primitiva de f en D;. Ponemos v (t;) = z;
y v2(ti) = wi.

Entonces g;11, g; son primitivas de f en el conexo D; ;1 N D; de manera
que g;+1 — g; es constante. Ahora z;, w; € D;y1 N D; de manera que

9ir1(zi) — gi(zi) = gira(wi) — gi(w;)

y por lo tanto
9i+1(21) = giva(wi) = gi(zi) — gi(wy).

El resultado es una consecuencia de que la diferencia fw f(z)dz — fw f(z)dz
es una suma telescopica y los puntos extremos de las curvas coinciden, es

decir
[, f2)dz = [, f(z)dz =
{gn1(20) = Gnr (W)} — {90(20) — go(wo)} =0 (3.4.1.6)

pues zg = wy y 2, = w,. A

Una definiciéon andloga de cercania se puede dar para curvas cerradas
y también se prueba que la integral es invariante por cencania de curvas
cerradas.

Mas atin podemos establer una relacién de equivalencia que resulta ser
invariante para el indice:

Definicién 3.4.1.10 Una curva 7y cerrada y continua es homéloga a 0 en
U sii 1(y,2z) = 0 para todo z ¢ U. Luego establecemos una relacion de equi-
valencia dicendo que: v~y § en U sii 1(y, z) = I(d, z) para todo z ¢ U.

El teorema de Cauchy prueba que si f : U — C es holomorfa y v ~pg
0 en U entonces f7 fdz = |, s fdz. En particular si 7, 0 son curvas cerradas
homotoépicas en U entonces son homdlogas en U y también si dos curvas
cerradas en U estan cerca entonces son homélogas en U. Luego la invariancia
del indice se cumple también en tales casos. Ademds senalamos [Alhlfors L.
V. 1966] que estas ideas se extienden a n-cadenas cerradas, llamadas ciclos.

Ahora estamos en condiciones de establecer la relacion de ambos concep-
tos.
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La relacion entre indice y namero de vueltas.

En principio tenemos dos construcciones referidas a curvas continuas en
el plano complejo, definicién 3.4.1.7 y en el plano real, definicién 3.2.4.2.

Pondremos de manifiesto la coincidencia de la definicién del indice de
una curva continua en U C C con la definicién del nimero de vueltas de un
camino contino en U C R2%. Suponemos que el punto aldededor del cual gira
la curva, zp, no pertenece a su traza.

Sea f(z) = p(x,y) + iq(x,y) una funcién holomorfa y dz = dz + idy
entonces se define la forma

w = fdz = (p(z,y) +iq(z,y))(dr + idy) =
(p(l', y)d:z: — q(:z:, y)dy) + i(p x, y)dy + q(:c, y)dx) (3417)

La parte imaginaria de la 1-forma compleja fdz coincide sobre U con wo
si elegimos f(z) = 1. Mds precisamente

dz __ dztidy __

(3.4.1.8)

z 41y
zdxr+ydy + Z-:L‘dyfyda:
x2+y2 12+y2 .

Luego integrando a lo largo de una curva v : [a,b] — C tal que 0 no
pertence a su traza obtenemos

T 2mi 2mi Jy 2492 242
1 f rdr—ydy — (3419)
2 Jy  a?+4y?

5-0qarg(z) = W(v,0)

130) = g [, e = gt [, {ststat ot

de manera que identificando P = (x,y) ~ z la integral 2%” fy %dz mide el

nimero de vueltas de la curva alrededor del origen.

Las mismas propiedades que hemos probado para el nimero de vueltas
de un camino continuo en R? se prueban en el contexto del calculo de una
variable compleja.

En la préoxima subsecciéon estudiamos la relacion entre el grado de un cam-
poen R? proveniente de la identificacién con una funcién holomorfa
y la integracion en el campo de los complejos.
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3.4.2. El grado topolégico para funciones holomorfas.

Consideremos f : U C C — C una funcién holomorfa con U abierto,
f(2) = u(z,y) + iwv(z,y). Si identificamos C con R? podemos asociar a la
funcién holomorfa f el campo ¢ : U C R* — R?, definido ¢ = (u,v) en R2
El siguiente teorema da una representacion integral del niimero de vueltas y
por tanto del grado del campo, méas precisamente:

Teorema 3.4.2.1 (Numero de wvueltas de una funcién holomorfa).

Sea v C U C R? una curva C'-Jordan, con U abierto y f : U — C
andlitica en U tal que f(z) # 0 para todo z € ~y. Entonces si identificamos la
funcion holomorfa f con el campo ¢ se tiene

W(f,~,0) = %M/J;é;)dz (3.4.2.1)

Demostracién. Sea f = u+iv, 20 € Uy f'(z) = o + i3. Entonces
f(z0+h) = f(20) = (a+if)(C + in) = o(h)
cuando h = ¢ + 1 — 0.

Con la identificacion ¢ = (u,v) podemos escribir esa relaciéon de la si-
guiente manera:

d(xo + G0 + 1) — ¢(w0;%0) — Dd(x0; y0) (¢ 1) = o([1(¢;m)])

cuando ({;n) — 0. Ahora si identificamos z = a + b ~ ( Z ) entonces en el

lenguaje de matrices se tiene

poteaw) = (1 )= (5 )

de donde se deducen las ecuaciones de Riemann-Cauchy u, = v,, u, = —v,
y ademds que f'(z) = u, + 10, = uy, — iuy,.

Luego
fldz _ ?j’dz _ ffdz _
I Tf IfI?
(u—iv)(uz —tuy) (datidy) (3.4.2.2)
u2+'u2

udu+vdv cudv—vdu
oz T Uz
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Ahora consideremos las 1-formas ( = xzdr + ydy v ws1 = —ydx + xdy.
Entonces ( = dn con n = %(xQ + 9?) de manera que ( es exacta y sir :
R?/{0} — S*, como siempre, es la retraccién radial r = % entonces

f'dz _ udu+tvdv + Z‘udv—vdu _
u2+v2 u2+v2

fcb*r*(c’) + i r* (wg1) = (3.4.2.3)
(ro@)*(¢) +i(r o ¢)*(ws1)

y en consecuencia teniendo en cuenta la exactitud de ¢

L2 [ (rog)(Q) +i [ (r o 6)(ws) =
ifw(r 0 @) (wgr) =20 W (f,~v). B

(3.4.2.4)

Ahora el corolario siguiente es una consecuencia inmediata de los teoremas
4416y 3.4.2.1.

Corolario 3.4.2.2 (Consecuencia de la representaction).
~ SeaU CC, f: U — C andlitica y Q2 un C?-dominio acotado tal que
QCUy0¢ f(0). Entonces

1 e
W0 =50 fa 7)™

Observacion 3.4.2.3 Usualmente se escribe

(3.4.2.5)

1 flz RS
d(f,Q,0) = 9 /BQ ﬁdz =9 g d(arg(fz)).

En tal caso hay que recordar que d(arg(fz)) no es exacta en R?/{0}.

Este vinculo anticipa alguna de las aplicaciones que el grado pudiera tener
en el campo del calculo en variable compleja.

3.4.3. Funciones holomorfas definidas sobre un conjun-
to 2 C C" abierto y acotado.
Trataremos, brevemente, el caso del grado de una funciéon holomorfa ¢ :

Q C C* — C" donde € es un conjunto abierto y acotado. Como siempre
podemos identificar a C" con R*" munido de la estructura de los complejos.

Notaremos los puntos de C" como z = (21, 22, .., LG) y usaremos la norma
|z| = méax{|z1], |22|, ..., |2n|}. Para una funcién ¢ : @ C C* — C" holomorfa
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con  abierto y acotado y p ¢ ¢(0f2) usaremos una notacién analoga a la
empleada en el segundo capitulo ¢ € Hy ().

De acuerdo a la identificacién, podemos escribir ¢ : Q € R*® — R?" con
Q2 abierto y acotado y p ¢ ¢(0f2) y considerar el grado d(¢, 2, p). El primer
resultado que destacamos es que el grado en tal caso es no negativo.

Teorema 3.4.3.1 Si ¢ € H,(S2) entonces d(¢, 2, p) > 0

Demostracion. Veremos que una transformacion holomorfa preserva la
orientacién. Es suficiente probar esto suponiendo que p es un valor regular
pues de lo contrario podemos usar alguna aproximacién de ese tipo.

Sean ¢ = (@1, P2, ..., Pn), zj = Tj +iy; y &5 = uj +iv; para j = 1,2,...,n.
Cada ¢; : 2 C C" — C es una funcién holomorfa de n variables complejas
a valores complejos. Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene para

k=1,2,....,n que
8uk 8Uk (‘9uk o avk

Ox; — dy;" dy; Oy

Ahora consideramos x un p-punto de ¢, es decir ¢(x) = p. Supongamos
que A = (ay;) es la matriz de ¢/(x) como transformacién lineal de C" en
la base usual, o sea ay; = gizf — i‘giyf. Usando la forma normal de Jordan
podemos verificar que det(¢'(x)) > 0. Dado que supusimos que ¢'(x) es no
singular entonces i(¢,x,p) = 1y de ahi el resutado. Si el punto no fuera un

valor regular obtendriamos i(¢,x,p) > 0. B

Definicién 3.4.3.2 Si xy es una solucion aislada de la ecuacion ¢p(x) = p
se define el indice (¢, xy, p) como la multiplicidad del p-punto zy. Si
i(¢, 2y, p) = 1 se dice que la solucion es simple.

Se finaliza esta subseccion con el enunciado de un teorema que relaciona
la multiplicidad con el caracter critico o no del punto en cuestién; su demos-
tracion se esboza en Lloyd [Lloyd N. G., 1978, pp 146] y el cémputo especifico
del indice se puede consultar en Cronin [Cronin J. 1964, pp33-55].

Teorema 3.4.3.3 La multiplicidad de xy como p punto de ¢ es siempre al
menos 1 y mayor que 1 sit Ty es un punto critico de ¢.

En el proximo capitulo veremos algunas aplicaciones de esta extension.
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Capitulo 4

Algunas consecuencias
topologicas y aplicaciones de la
teoria del grado de Brouwer.

4.1. * Definicion del grado de Brouwer para
funciones definidas sobre variedades.

Aqui damos una definicién directa del grado de Brouwer para el caso de
variedades diferenciales C*°; definido sélo para valores regulares, que es esen-
cialmente la definicién 2.2.0.7 que hemos establecido en el segundo capitulo.

Definicién 4.1.0.4 Sean M y N variedades n-dimensionales C* orientadas
sin borde, compacta y conexa respectivamente, de iguales dimensiones. Sea
f: M — N una funcion C*. Consideremos € M un punto reqular y
el isomorfismo inducido df (x) : To(M) — Ty (N). Los espacios tangentes
estan orientados por las cartas fijadas a priori. Definimos el signo de la
diferencial en x, sig(df(x)), como 1 si preserva la orientacion y como —1 si
lo invierte. Entonces si f(x) = p € N, definimos el grado de Brouwer de
la siguiente manera

df; Mip)= ) sigldf(w)) (4.1.0.1)
ze f1{p}

Observacion 4.1.0.5 1. Omitiremos la referencia a la variedad diferencial
M en la notacién del grado.

2. Sean X e Y espacios topoldgicos localmente compactos. Se dice que
una funcién : X — Y es propia si para todo compacto K C Y se tiene que
f7YHK) es un compacto en X. El grado de Brouwer puede establecerse para

89
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funciones propias f : M — N con M y N variedades diferenciales de clase
C*, orientadas, de la misma dimensién, localmente compactas, con N conexa
[Lima Elon L., 2005]. En el caso de que M sea compacta, si f es continua
entonces es de inmediato propia.

3. Como lo hemos visto en el segundo capitulo el grado es constante sobre
el conjunto de los valores regulares de pertenencen a una misma componente
conexa del complemento de la imagen del campo sobre el borde. Veremos
que si p y q son valores regulares de f entonces d(f; M,p) = d(f; M, p).

4. Para probar que el grado es independiente de los valores regulares
probaremos en primer lugar que, en este contexto, se verifica la propiedad de
invariancia bajo homotopias y a posteriori un lema llamado de homogeneidad.

La invariancia bajo homotopias es consecuencia casi inmediata del si-
guiente lema que vincula bajo determinadas condiciones la posibilidad de
extension de un campo con el valor de su grado:

Lema 4.1.0.6 Sean X y N dos varieriedades diferenciales orientadas, M
compacta con borde y N conexa. St M = 0X es la vieredad diferncial orien-
tada de borde inducida por X y f: M — N se extiende C'™° a una funcion
F: X — N entonces d(f; p) = 0 para cualquier p valor reqular de f.

Demostracién. 1. En primer lugar consideramos el caso en el que el
punto p es también un valor regular de F.

Teniendo en cuenta que F~!'{p} es una variedad 1-dimensional compacta
entonces debe ser unién de arcos y circulos cuyo borde esta conformado
unicamente por los extremos de los arcos que estan en M = 0X. Sea I' C
F~Y{p} un arco con aT" = {x;} U {x2}.

Veremos que sig(df(x;)) + sig(df(x2)) = 0 de manera que si sumamos
sobre todos los arcos se tiene que d(f,p) = 0.

Las orientaciones de X y N determinan una orientacién sobre I' de la si-
guiente manera: Dado x € I' consideramos una base de Tx X, {v1, va, ..., Vii1 },
orientada positivamente con v; tangente a I'. Entonces {v;} determina una
orientacién para el espacio tangente TyI' si la diferencial dF'(x) manda el
conjunto {vs, ..., v,41} en una base de T, N orientada positivamente.

Luego para cada x € I' consideramos v;(x) el vector unitario definido
por el proceso anterior. Entonces v; es una funcion C* y apunta hacia fuera
digamos en x; y para dentro en el punto x5, o la revés, en definitiva en un
caso u otro en un punto el signo de la diferencial es 1 y en el otro —1, de
manera que la suma es cero.
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2. Ahora supongamos que p es un valor regular de f pero no de F. Te-
niendo en cuenta que d(f, p) es constante, en algiin entorno V' podemos elegir
algin valor regular q € V para F' y obtener de acuerdo a lo probado en la
primera parte del lema, que d(f,p) =d(f,q) =0. B

Observacién 4.1.0.7 El lema 4.1.0.6 sigue siendo cierto para funciones con-
tinuas en los contextos en los cuales hemos definido el grado; por ejemplo para
R? el enunciado correspondiente es el siguiente: Si C' denota el borde del disco
D C R? y la funcién continua ¢ : C — R%/{P} se extiende continuamente
a D entonces W (¢, P) = 0.

Ahora como consecuencia se tiene:

Teorema 4.1.0.8 (Invariacia bajo homotopia).
Si f y g son homotdpicas entonces d(f; p) = d(g; p)

Demostracién. Consideremos una homotopia C* H : [0,1] x M — N
tal que Hy = f y Hy = g. Veremos que si p es un valor regular de f y g

entonces d(f,p) = d(g,p).

En primer lugar orientamos la variedad producto [0, 1] x M cuyos bordes
son {0} x M y {1} x M orientados respectivamente de manera negativa y
positiva. Entonces el grado de F'[(j0,1xa) en un valor regular p es igual a la
diferencia d(g,p) — d(f, p) y de acuerdo al lema 4.1.0.6 es cero. B

Otro resultado que necesitaremos requiere del concepto de una isotopia
C* entre dos funciones de la misma clase.

Definicién 4.1.0.9 Sean f,g : M — N difeomorfismos C*. Se dice que
el difeomorfismo f es C®-isotdpico a g si existe una funcién H : [0,1] x
M — N C* tal que para cadat € [0,1] se tiene que Hy es un difeomorfismo
C> de M en N.

Enunciamos el siguiente resultado, cuya demostraciéon se puede ver en
Milnor [Milnor J. W. 1965; pp 21].

Lema 4.1.0.10 (Homogeneidad) .

Sean p y q puntos interiores de una variedad diferencial N, C* y coneza.
Entonces existe un difeomorfismo h : N — N que es C*-isotdpico a la
identidad tal que h(p) = q.

Finalmente ahora se puede probar:
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Teorema 4.1.0.11 La funcion d(f;-) definida sobre el conjunto de los va-
lores requlares de f es constante.

Demostraciéon. Si p y q son valores regulares de f entonces, por ho-
mogeneidad, elegimos un difeomorfismo A : N — N isotépico a la iden-
tidad tal que h(p) = q. Ahora teniendo en cuenta la definicién de grado,
que h preserva la orientacion y que f o h es homotdpica a f se obtiene

d(f,p) =d(ho f,h(p)) =d(ho f,q) =d(f,q). B

Observacion 4.1.0.12 1. Otros enfoques para probar esta independencia
se pueden encontrar en los textos de Lima E. y Spivak M. [Lima E. L., 2005
pag 34-36; (2) Spivak M.1979, pag 373.].

2. A partir de 4.1.0.4 y como consecuencia del teorema 4.1.0.11 podemos
definir el grado global de f denotado deg(f) como deg(f,p) para cual-
quier valor regular p de f.

3. Nosotros ya hemos senalado en el segundo capitulo que como conse-
cuencia de la dependencia del grado respecto de los valores del campo sobre
el borde, representacién integral de Kronecker, también se puede definir el
grado global; esto lo retomaremos en 4.3.3.1.

El siguiente teorema sera 1til para establecer la proposicion 4.1.0.15 que
sigue a continuacion

Teorema 4.1.0.13 Sean M, N y P variedades diferenciales n-dimensionales
orientadas, con M y N compactas y N y P conexas. St f : M — N y
g: N — P son C*™ entonces deg(go f) = deg(g) - deg(f)

Demostracién. Por el teorema de Sard podemos considerar un punto
p € P que sea valor regular tanto de g como de g o f. Supongamos que
g Hp} = {x1,%2, ..., X, }. Ahora para cada i = 1,2,...,n x; es valor regular
de f y podemos suponer que f{x;} = {xX;1,X;2, ..., Xim, } de forma tal que
(gof) p}={xi;:1<i<n1<j<m}.

Ahora consideremos ¢; = sig(dg(x;)), n;; = sig(df(x;;))y pi,; = sig(d(go
f)(xi;)). Por definicién se tiene que

deg(g) =) &
i=1

deg(f) = im,j
j=1
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independientemente de ¢ por el teorema 4.1.0.11, y
deg(go f) =Y _ pij-
2

Finalmente teniendo en cuenta que p; ; = €; - 1, ; se obtiene

deg(go f) =2, pig = it (X1 mij)ei =
S deg(f)ei = deg(f)deg(g). W (4.1.0.2)

También podemos calcular el grado de una funciéon producto de la si-
guiente forma:

Corolario 4.1.0.14 Sean M, N wariedades diferenciales n-dimensionales
orientadas, con M compacta y N conexa y P y ) variedades diferenciales r-
dimensionales orientadas, con P compacta y Q) conexa. Consideremos M x P
y N X Q con las estructuras de variedades diferenciales productos orientadas.
Sif:M—Nwyg:P— Q son funciones C* y f x g: M x P — N x (@ al
funcion producto asociada entonces deg(f x g) = deg(g) - deg(f).

Demostracién. Observamos que deg(f x g) = deg(f x j) o deg(i X g)
donde i : M — My j:Q — @ son las identidades definidas sobre M y @
respectivamente. Ahora se ve que deg(f x j) = deg(f) v deg(i x g) = deg(g)
y el resultado se sigue del teorema 4.1.0.13. B

Cerramos esta secciéon con una consecuencia del teorema 4.1.0.13 que
caracteriza la existencia de campos tangentes no nulos definidos sobre S™ en
funcién de la paridad de n:

Proposicién 4.1.0.15 Sea o : S C R""' — 8" la funcién antipodal,
definida o(x) = —.

i Sin es par entonces 0 no es C*°-homotdpica a la identidad, y

ii S" C R™! admite un campo de vectores tangentes C*° nunca nulo sii n
es 1mpar.

Demostracién. i. Claramente, si f : M — N es un difeomorfismo
entonces deg(f) = £1 de acuerdo a que preserve o no la orientacién, como
deg(id) = 1 si el difeomorfismo invierte la orientacién entonces no puede ser
homotépico a la identidad.
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Consideremos p; : 8™ — S™ la reflexion en la coordenada i-ésima, es
decir 0;(1, 9, ..., xn1) = 0i(x1, T2, ...y —Tiy ..., Tpy1). Entonces deg(o;) =
—1. Ahora la funcién antipodal ¢ es composicién de n + 1 reflexiones p =
01 © 02 © ...0,+1 de manera que, por el teorema de la composicién, 4.1.0.13,
deg(o) = (—1)"'. Luego si n es par entonces la funcién antipodal no es
C*>-homotopica a la identidad. Esta consecuencia no se sigue del concepto
de grado médulo 2, que se vera en la préxima seccion.

ii. Ahora veamos que S™ admite un campo de vectores tangentes C'™
nunca nulo sii n es impar.

Supongamos la existencia de un campo tal; es decir v : S* — R7*!
nunca nulo tal que para todo x € S™ se tiene v(x) € TxS™. Esto es equivalente
a que para todo x € S™ se tenga que el producto interno v(x) -x = 0y
ademads siendo v nunca nulo podemos considerar que v(x) es unitario para
cada x redefiniéndolo si fuera necesario como el campo v(x) = % Luego
interpretamos a v como una funcién C* de S™ en S™.

Sea H : [0,7] x S™ — S™ la homotopia entre la identidad y la fun-
cién antipodal definida H (t,x) = cos(t) - x + sen(t) - v(x). Observamos que
efectivamente ||H (¢,x)|| = 1 para todo ¢ € [0, 7] y todo x € S™.

Ahora siendo Hy = id y H, = p resulta que la identidad es homotdpica a
la funcién antipodal y esto es sélo posible de acuerdo al punto i de la presente
observacion si n = 2k — 1 es impar de manera que la dimension del espacio
debe ser par n + 1 = 2k. Por otro lado si n = 2k — 1 entonces efectivamente
existe un tal campo: explicitamente

V(ﬂﬂl, T2y ny ZE%) = (1‘27 —T1, T4y, =3, ..., T2k, —$2k;—1)

es un campo de vectores tangentes y nunca nulo definido sobre S™. B

4.2. * El grado médulo 2 de una funcion defi-
nida sobre una variedad compacta a va-
lores en una variedad conexa.

Ahora -siguiendo a Milnor [Milnor J. W. 1965; pp 21-25]- daremos los
conceptos de grado médulo 2.

Mas precisamente, sean M y N variedades diferenciales C'*° n-dimensionales,
M compacta sin borde y N conexa. Dada f : M — N una funcién C*° y
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p € N un valor regular de f denotamos con

if ' {p}

el numero de soluciomes de la ecuacién f(x) = p. Probaremos que si p,
y P, son valores regulares de f entonces

¢/ 7P} =4 {ps} (mod.2) (4.2.0.3)
4.2.1. Invariancias bajo homotopias e isotopias.

En esta subseccién establecermos los preliminares para definir el grado
moédulo dos

Lema 4.2.1.1 (Invariancia bajo homotopzas.)

Consideremos M y N en las condiciones anteriores. Sean f,g: M — N
funciones C'*°-homotopicas. Si p € N es un valor reqular de ambas funciones
f vy g entonces

tf Hp}l =g {p} (mod.2).

Demostracién. Sea H : [0,1] x M — N una homotopia C* entre [y

1. En primer lugar supondremos que p es un valor regular también de H.

Observemos en primer lugar que vale la siguiente igualdad de conjuntos

H=(p) N {({0} x M) U ({1} x M)} = {0} x f~{p} U {1} x g {p}

y por lo tanto la cantidad de p-puntos de H en el borde de [0, 1] x M es igual
alasuma ff'{p}+1¢g ' {p}. Ahora teniendo en cuenta el resultado [Milnor
J. W. 1965; pp 11] segin el cual una 1-variedad compacta siempre tiene un
numero par de p-puntos en su borde se obtiene el resultado buscado.

2. Ahora se prueba el resultado para p-puntos que no son necesariamente
valores regulares de H.

Un resultado clésico de la geometria diferencial establece que #f~'{p’}
y #g7{p’'} son localmente constantes como funciones de p’ [Milnor J. W.
1965; pp 8]. De acuerdo a esto existe un entorno p € Vy C N en donde para
todo p’ € Vy C N se tiene que §f{p’} = /' {p}. Andlogamente existe un
entorno p € V, C N tal que para todo p’ € V se tiene g~ '{p'} = g~ {p}.
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Ahora se elige un valor regular de H, q € V; NV, y teniendo en cuenta
que para valores regulares de H se cumple (punto 1) entonces se obtiene la
tesis pues

8f " {pt=1f"{a} =g {a} =g ' {p} (mod.2). W
4.2.2. Definicion del grado moédulo 2.

Ahora podemos probar el resultado fundamental de esta seccién y definir
como consecuencia el grado modulo 2.

Teorema 4.2.2.1 Si p y q son valores requlares de f : M — N C* en-
tonces

tf Hpt=tf""q} (mod.2) (4.2.2.1)

Demostracién. Consideremos p y q valores regulares de f y de acuerdo
al lema 4.1.0.10 h : N — N un difeomorfismo isotépico a la identidad tal

que h(p) = q.

Observemos que q es un valor regular de h o f. Ahora bien como ho f es
homotdépica a f entonces por la invariancia de la homotopia, teorema 4.2.1.1
se tiene:

t(ho £) {q} =4f"{q} (mod.2). (4.2.2.2)
Pero como (ho f)™{q} = f~Y(h"{q}) = f~{p} entonces
t(ho f)~Ha} =1f{p} (4.2.2.3)
y asi
8f " {p} =1f"{a} (mod.2). M (4.2.2.4)

Definiciéon 4.2.2.2 Definimos el grado de la funcion f mddulo 2 denotado
deg,(f) como el resto comin a la clase a la que pertenece f.

Observacion 4.2.2.3 1. La definicién sélo depende de la clase de homo-
topia de f, puesto que si g es C'°°-homotépica a f por el teorema de Sard
existe un valor regular p € N tanto de f como de g y entonces se tiene

degyf = 1/~ {p} =t~ {p} = deg,g (mod.2) (4.2.2.5)

2. Sea M una variedad diferencial compacta sin borde. Si f: M — M
es constante entonces su grado modulo 2 es par. Por otro lado la identidad
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I: M — M tiene grado modulo 2 impar. Como consecuencia inmediata del
lema 4.2.1.1 la identidad no es homotodpica a una constante.

3. En particular si M = S™ entonces ninguna funcién C* del disco D"
a la esfera S™ deja a todos los puntos de la esfera fijos, dicho de otra manera
no hay un retracto C°*° del disco a la esfera. Si existiera una retraccion,
digamos r, podriamos definir la homotopia H : S™ x [0,1] — S™ entre S
y una constante de la siguiente forma H(t,p) = r(¢ - p) lo cual contradice la
observacion del segundo punto.

4.3. * El concepto de grado y la cohomologia
de Rham.

En esta seccién presentamos de manera esquematica la relacion que existe
entre los conceptos de grado topoldgico de Brouwer y el grupo de cohomologia
de Rham [Fulton W., 1991]. El trabajo realizado en el capitulo anterior,
especificamente a partir de la ecuacién (3.3.0.11) y del teorema 3.3.0.15,
permite precisar cuales son los puntos claves para establecer esa relacion.

Comenzaremos considerando el caso R?, posteriormente trataremos el ca-
so R™ y finalmente daremos una generalizacién para variedades.

4.3.1. Relacién entre el grado de un campo continuo

definido en vp, C R? y el grupo de cohomologia
H(R?*/{P})

Para abordar esta relacién senalaremos algunos hechos elementales refe-
ridos a los grupos de cohomologia de Rham a través de tres apartados: I, II
y III.

I. Si U C R? es abierto definimos el cero grupo de Rham, como el con-
junto H*(U) = {f : U — R; f es localmente constante en U}. Es fécil ver
H°(U) es un espacio vectorial. Una funcién localmente constante se identi-
fica con n constantes si U tiene n componentes conexas Uy, Us, ..., U,. Mas
precisamente si consideramos e; = x|y, la funcién definida como 1 sobre U;
y 0 sobre U — U; entonces el conjunto {e; }1<i<, es una base de H°(U). Simi-
larmente si U tiene infinitos componentes conexas entonces H’ es un espacio
vectorial de dimensién infinita.

IT. Las 1-formas cerradas sobre U constituyen un espacio vectorial y las
1-formas exactas un subespacio del mismo. Ahora se define el primer grupo
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de cohomologia de Rham como el espacio cociente

donde C'(U) es el conjunto de las 1-formas cerradas sobre U y E(U) es el
conjunto de las 1-formas exactas sobre U. Con [w] denotamos la clase a la
que corresponde w € C'(U).

III. Dado P = (z,yo) consideramos, %wp. Para simplificar la notacién
seguieremos denotandola wp:

o = i_<y - yO)dx + (l’ - xO)dy _ ir*<w| 1)
P (w—ml+(y—w)? 2k

que es una l-forma cerrada en U/{P}.
El siguiente resultado es clave para establecer la relacion que se busca:

Proposicién 4.3.1.1 i Si U es un rectingulo entonces H'(U) = 0.
ii [wp] es una base de H'(R?/{P})
iii Si P# Q entonces {[wp), [wg|} es una base de H'(R?/{ P, Q}).

iv Si A es un conjunto cerrado conexo del plano y P, Q € A entonces [wp| =

wl en H'(R2/A)

Demostracion. i. Es inmediato puesto que, en tal caso, sabemos que
toda forma cerrada en U es exacta 3.2.1.8.

ii. Fijemos » > 0 y consideremos, vp,, la circunferencia de centro P y
radio r > 0 orientada positivamente. Claramente [wp| # 0 pues de lo contrario
wp debiera ser exacta en U = R?/{P}y [ wp =0, lo cual es falso dado

que fvp wp = 1. Ahora sea w una forma cerrada arbitraria. Para probar el
resultado bastara ver que existe una constante ¢ tal que [w] = ¢- [wp] lo cual
es equivalente a probar que w — ¢ - wp es exacta. Ahora bien, si consideramos
c= fvmw entonces f'YP,r(w —c-wp) =0y como dw—c-wp) =0en U
entonces por el lema 3.2.1.13 se obtiene que w — ¢ - wp es exacta.

iii. Fijamos r > 0 tal que r < ||P — Q|| . Para ver que el sistema de cla-
ses {[wp], [wq]} es linealmente independiente supongamos que para algunas
constantes a y b se tiene que a - [wp] + b - [wg] = 0. Ahora integrando sobre
vp . se obtiene que 0 = a- fva wp +b'f7p,r wq =a-14b-0=ay de manera
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analoga integrando sobre vq, se obtiene que b = 0. Ahora veremos que el
sistema genera H'(R?/{P,Q}). Para eso basta ver que si w es cerrada en
U =R?/{P,Q} entonces = w—a-wp — b-wq es exacta. Para ello tomamos
a = fw,T wyb= fm’r w. Entonces fva n=0y f“/cz,r 17 = 0y de acuerdo al
lema 3.2.1.14 resulta que 7 es exacta.

iv. Hay que ver que w = wp — wq es exacta en U = R?/A. De acuerdo
a la proposicién 3.2.1.5 basta ver que para todo camino -y, cerrado en A, se
tiene que fv w = 0. Ahora bien

/Vw_/VWP_/WWQ—W(%P)—W(%Q)

y como P y Q estén en la misma componente conexa de R? —/a, b] entonces
por proposicion 3.2.5.9 se obtiene el resultado. H.

Observacién 4.3.1.2 Puede probarse que si A se toma como en la propo-
sicién 4.3.1.1 y P € A entonces [wp] = 0 en H'(R?/A) si y sélo si A no es
acotado.

Ahora veremos como se vincula el grado de un campo definido sobre una
curva de R? con el generador [wp] de H!(R?/{P}).

Sean U,V abiertos de R* y ¢ : U — V es una funcién continua con
»(P) = Q tal que para todo P; € D(P,r) si P; # P se tiene que ¢(Py) #
¢(P). Consideramos el morfismo ¢* : H'(R%2/{Q}) — H'(R?/{P}) inducido
por ¢ y ¢y, @ yPr — R?/{Q} la restriccién del campo a la curva vp,.,
borde del disco D(P,r) C U.

Por un lado, de acuerdo a lo establecido en la ecuacién (3.3.0.11) del
segundo capitulo:

1
W(p,ve, P) = %/ ¢ (wp).

Por otro lado por el punto ii de la proposicién 4.3.1.1 se tiene que existe
una constante c tal que

[0"(wp)] = ¢ - [wp].

Entonces integrando sobre yp , se tiene

/ gzﬁ*(wp):c/ wp =271
TP,r P

T
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y por lo tanto
d(¢7 D(Pa 7“), P) = W<¢7 YP,rs P) =
— L[ ¢(wp)=c (4.3.1.1)
2 Jypr ’
Con esto se muestra que el grado es la coordenada del pull back de wp
via ¢ en la base {[wp]}.

Observaciéon 4.3.1.3 Introduciendo el mapa de cobordismo y utilizando
las ideas anteriores se puede probar una serie de resultados, entre los que
se destacan, el teorema de Jordan y la invariancia del dominio. [Fulton W.
1991, pp. 69-77]. Para una demostracién del teorema de Jordan que utiliza
el concepto de grado, en la perspectiva del enfoque diferencial, se puede
consultar Lloyd [Lloyd N. G., 1978, pp. 47].

4.3.2. Relacién entre el grado de un campo C! defi-
nido en S" ! C R" y el grupo de cohomologia
H"H(R"/{0}).

Podemos generalizar estas ideas a R". Consideremos de acuerdo al teore-
ma 3.1.5.2, el pull back de la retraccién definida sobre el elemento de voliimen
de la esfera:

* ek n i+1,.. 5. U
r (wsn_l> —nr {ij}l(_xl)i xjwj} - (4321)
Zj:l(_1>j T Wi
donde &; = dzy Adxa A @] A...Adx,. Lan—1 forma r*(wgn-1) estd definida
en R"/{0}.

Recurriendo a un teorema de la topologia algebraica, el teorema de Mayer-
Vietoris [Fulton, W 1991; pp-326-331], se prueba que {r*(wgn-1)} es una base
de H" Y(R"/{0}).

Ahora consideremos ¢ : B(0,1) — R"/{0} diferenciable con conti-
nuidad. Restringimos el campo a S""! = 9B(0,1). Teniendo en cuenta
que {r*(wgn-1)} es base existe una constante ¢ tal que [¢*(r*(wgn-1))] =
¢ - [r*(wgn-1)]. Luego integrando sobre S™~! se obtiene que

DOl(S™) W (6,571,0) = [0 1 (1 6)*(wsn ) —
= Jgnr Z;;l(_l)ﬁlui#@j = c-vol(S"7).

y por lo tanto

(4.3.2.2)

d(¢, B(0,1),0) = W(¢,S"1,0) =c (4.3.2.3)
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4.3.3. Generalizacién para un campo ¢ : X — Y suave
con X e Y variedades n-dimensionales, compac-
tas, conexas y orientadas.

El préximo paso consiste en adapatar el desarrollo anterior para definir
el grado en el contexto de las variedades. Sea X una variedad compacta de
clase C*°.

Consideramos los conjuntos C"(X) y E"(X) de las k-formas cerradas
y exactas respectivamente. Definimos el k-ésimo grupo de cohomologia de
Rham de X como el espacio cociente

. CM(X)
T EX)

En particular H(X) ~ R¥ donde v es el ntimero de componentes conexas
de X. También destacamos el siguiente resultado de la teoria de cohomologia:
si X es una variedad n-dimensional, compacta, conexa y orientada entonces
H"(X) ~ R [(2) Spivak M, 1979].

Ahora sean X e Y dos variedades n-dimensionales compactas, conexas
y orientadas y ¢ : X —— Y un campo suave. Entonces se induce, via el
pull-back, un morfismo de los grupos de cohomologia ¢* : H/(Y) — H/(X).
Teniendo en cuenta los isomorfismos H"(Y) ~ R ~ H"(X) se tiene que
¢* : H"(Y) — H"(X) es el isomorfismo multiplicar por una constante.

En primera instancia se considera wy una n-forma no nula sobre Y de
forma tal que fY wp > 0. Luego existe una constante c tal que

/X ¢ (wo) = c- /Y & (wo).

Veremos que esto mismo se cumple para cualquier n-forma w definida en Y.
Para ello definimos el isomorfismo

Tx :H'(X)—R

como Tx([w]) = [ w y de manera andloga Ty. Los operadores T y Ty estén
bien definidos y teniendo en cuenta que [wy] genera H"(Y') se tiene que para
cada clase [w] definida por una n-forma w sobre Y existe una constante \ tal
que [w] = A|wo.



102 Capitulo.4

Trabajando con los representantes se ve que

reo) = [ @ =2 [ s =a{e [af=c [w=cTr)

En definitiva para toda n-forma w sobre Y se cumple que

Jow=c[w

Luego si fijamos cualquier n-forma wy entonces la constante ¢ se puede
escribir para cualquier n-forma w

¢= fylwo /X ¢"(wo)-

Definicién 4.3.3.1 De acuerdo al desarrollo anterior se puede:

i FElegir wy una n-forma tal que fY wo = 1 y definir el grado global de ¢
de la siguiente manera

deg(g) = c = /X & (wo)

, 0 bien
ii Elegir wy una n-forma de volimen y definir el grado global de ¢ como

d9(0) = 7 [ 67 en)

Observacion 4.3.3.2 1. Si Y es una variedad diferencial n-dimensional
compacta conexa y ortientada entonces la n-forma w sobre Y es exacta sii
Jyw = 0 [Taylor M. E. 1996, pag 99]. Este resultado permite ver que la
definicién dada en ?7? punto i no depende de la n-forma elegida. Mas preci-
samente si w{ es otra n-forma tal que [, wj = 1 entonces [, (wg —wf) =0y
por lo tanto existe una n-1 forma 3 definida sobre Y tal que wy — w(, = df.

Luego
fX ¢*(wo) — fX o*(wp) = fX ¢ (wo — wh)
= [ 0*(dB) = [ do*(B) =0 (4.3.3.1)
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2. También podemos observar que la definicién dada en 4.3.3.1 punto ii
coincide con la definicién 3.3.0.13 dada en el segundo capitulo.

Para ello consideremos 2 € R” un conjunto abierto y acotado, ¢ :  —
R" un campo de clase C*! con 0 ¢ ¢(0Q) y r : R"/{0} — S"~! la retraccién
radial definida r(x) = ”%” Ahora elegimos, como siempre, la n-forma de

volimen wy = r*(wgn-1) definida sobre S"~!. Entonces tomando X = 99
y Y = 8" ! resulta que son dos variedades n-1 dimensionales compactas,
conexas, y orientadas. Luego si consideramos el campo restringido r o ¢|sq :
00 — S™! entonces se tiene

d(¢,2,0) = W(9,09,0) = gogy Joq @ (1" (Wsn-1)) =

— b fx " (w) — degl(9) (43.32)

3. Supongamos que X es una variedad diferencial n + 1-dimensional com-
pacta con borde, conexa y orientada e Y una variedad n-dimensional com-
pacta, conexa y orientada. Sea ® : X — Y suave y consideremos el campo
restringido ¢ = ®|gx : X — Y. En tal caso se tiene que deg(¢) = 0. Para
ver esto se aplica Stokes, 3.1.6.2 y observamos que como Y es n-dimensional
entonces dwy = 0.

/8 X6 (wp) = /X 40" (wy) = /X * (dury) = 0.

4. A partir de la definicién 4.3.3.1 es facil ver que el grado es invariante
bajo homotopias , pues si ¢,1 : X — Y son dos campos C'*° homotdpi-
cos entonces las transformaciones ¢*,* : H"(Y) — H"(X) coinciden [(2)
Spivak M 1979, pag 376] y por lo tanto deg(¢) = deg(%).

4.4. Teoremas de punto fijo para funciones
definidas sobre un espacio normado X,
de dimension finita.

En esta seccion nosotros abordaremos algunas consecuencias topoldgicas
del concepto de grado referidas a teoremas de punto fijo, méas preciasamente,

probaremos el teorema del punto fijo de Brouwer, el teorema de Borsuk y el
corolario de Borsuk-Ulam.
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4.4.1. Teorema del punto fijo de Brouwer.

Definicién 4.4.1.1 Sea X un conjunto y ¢ : X — X una funcion. Se dice
que x € X es un punto fijo de ¢ si ¢(x) = x, o bien si T es un cero de

Yy =1id — ¢.

Como lo hemos senalado anteriormente en el segundo capitulo la teoria
del grado topolégico nos permite decidir, bajo determinadas circunstancias,
cuando existe una solucién de una ecuacién del tipo ¢(x) = p o equivalen-
temente al existencia de algin cero de ¥(x) = ¢(x) — p. En particular la
existencia de algin punto fijo de ¢ se traduce en la existencia de algiun cero
de la funcién ¢ (x) = ¢(x) — x.

Definicién 4.4.1.2 Sea X un espacio normado (e-v-n), S C X. Se dice que
S tiene la propiedad del punto fijo sicada funcion ¢ : S — S continua
tiene un punto fijo.

Si S tiene tal propiedad escribiremos S-ppf.

Observacién 4.4.1.3 Supongamos que ) es un abierto tal que  es ho-
meomorfo a B = B(0,1) es decir existe una funcién h : Q — B continua
con inversa h~! continua. Entonces es facil probar que Q-ppf sii B-ppf. Més
precisamente si ¢ :  — € continua consideramos ¢ = ho¢oh™ : B — B
y entonces resulta que: y € B es punto fijo de ¢ sii x = h™!(y) es punto fijo
de ¢.

Teorema 4.4.1.4 (Teorema de Brouwer).
Sea ) un abierto de R™ tal que ) es homeomorfo a B. Entonces Q2-ppf.

Demostracién. Por la observacién 4.4.1.3 basta probar que B-ppf.

Sea ¢ : B — B continua. Si ¢ tiene algtin punto fijo en el borde, 0B,
no hay nada que probar. Supongamos por tanto que para todo x € 0B se
tiene que ¢(x) # x. Ahora definimos la homotopia H(t,x) = x — t - ¢(x) de
manera que Hy = id y H; = id — ¢. Observemos que si x € B entonces para
todo t € [0,1) se tiene que t - ¢p(x) € B de manera que para todo t € [0,1)
vale que 0 ¢ H,;(0B). Luego por la invariancia bajo homotopia, punto 2 del
teorema 2.6.1.3, y la propiedad de normalizacién 2.2.0.10 se tiene

1 = d(id, B,0) = d(id — ¢, B, 0).

El resultado se sigue del teorema aplicado a la funciéon ¢, = id — ¢. B
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Observacién 4.4.1.5 El teorema de Brouwer vale para conjuntos compac-
tos y convexos de R™ con interior no vacio.

Teorema 4.4.1.6 Si K C R" es un conjunto compacto y convexo de interior
no vacio entonces K -ppf.

Demostracion. Por las observaciones 4.4.1.3 y el teorema s6lo debemos
definir un homemorfismo entre K y B. Sea X en el interior de K. Si x # xq
entonces la semirecta con origen X, que contiene al segmento [Xg, x| corta al
borde K en un punto y = f(x). Es facil ver que h : K — B definida

0 six=xXxg
h(x) = { o (4.4.1.1)
T700 ol S X 7 Xo

realiza el homeomorfismo buscado. B

El préximo teorema establece que si una funcién continua ¢ sobre €2 tiene
la propiedad de que para algin origen w en () y para todo punto x de su
borde, ¢(x) —w no es una dilatacién del punto x —w entonces ¢ tiene
un punto fijo.

Teorema 4.4.1.7 Sea Q C R abierto y acotado y ¢ € C(Q). Si existe w €
Q tal que para todo x € 0N y para todo ¢ > 1 se tiene que () —w # ¢-(z—w)
entonces ¢ tiene un punto fijo.

Demostraciéon. Supongamos que ¢ no tiene puntos fijos y consideremos
la homotopia
H{t,x) = x = w—t- (6(x) — W)
parax € Qy t € [0,1].
Veamos que 0 ¢ H;(092) para todo t € [0, 1]. Es claro para t = 1. Si para
algtin 0 < t < 1 existe x € 90 tal que H,(x) = 0 entonces ¢t !(x — w) =

¢(x) — w contradiciendo la hipdtesis. Luego nuevamente por la invariancia
por homotopia, punto 2 del teorema 2.6.1.3, se tiene

d(H07 Qv O) = d(Hla Qa 0)

es decir

d(id — w,Q,0) = d(id — ¢, Q, 0).

Como w € 2 entonces 1 = d(id — w,€2,0) y por el teorema concluimos que
td — ¢ tiene un O-punto y en consecuencia ¢ un punto fijo. l
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Teorema 4.4.1.8 Sea R"™ de dimension impar y Q2 C R™ un conjunto abierto
y acotado tal que 0 € Q2. Si ¢ € Apy con p = 0 entonces existe x € 02 y
c # 0 tal que ¢(x) = ¢ - x, es decir ¢ tiene un punto fijo en el borde o bien
actua sobre algun punto del borde como si fuera una contraccion o bien una
dilatacion.

Demostracién. Definimos un par de homotopias para todo ¢t € [0,1] y

x € M (s
Lx)=U0-1)p+1x
{ K(t,x)=(1-1t)¢—tx. (4.4.1.2)

Sino existe x € 0L2 en las condiciones del teorema entones para todo t € [0, 1]
se tiene que 0 ¢ Hy(092), K;(0f2) de manera que los grados correspondientes
estan definidos y nuevamente por el punto 2 del teorema 2.6.1.3 se tiene que

1 = d(id, 2, 0) = d(¢, Q,0) = d(—id, Q,0) = (—1)" (4.4.1.3)

de donde 1 = (—1)" y por lo tanto n debe ser par contradiciendo la hipdtesis.
|

4.4.2. Teorema de Borsuk.

Para esta subseccion requerimos del concepto de conjunto simétrico res-
pecto del origen y de funcién impar. Consideremos un X e-v-n. Diremos que
el A C X es simétrico respecto del origen si cada vez que x € A se tiene
que —x € Ay se dice que ¢ : A — X es impar si para todo a € A se tiene
¢(—a) = —¢(a). Para probar el teorema de Borsuk, necesitamos del siguiente
lema cuya demostracién puede verse en Amann [Amann, H., 1990].

Lema 4.4.2.1 Sea Q C R" simétrico y ¢ € Apo itmpar con p = 0. Entonces
para cada € > 0 existe Y € A}, con p =0 impar tal que ||¢ — ¢| < e.

Una vez probado este lema es facil dar una demostraciéon del teorema de
Borsuk, lo que significa que toda la carga técnica de la demostracién esta en
verdad en el lema anterior.

Teorema 4.4.2.2 Teorema de Borsuk. Sea 2 C X un entorno abierto
acotado y simétrico del cero y ¢ € Apo. S ¢loa es impar entonces el grado
d(¢,2,0) es impar.

Demostraciéon. Basta probar el teorema para X = R". Consideremos
la funcién ¢ € Ay definida p(x) = w que es impar y ademas coin-
cide sobre el borde 02 con ¢, es decir plgg = ¢|sq. Luego por el teorema
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de la dependencia del grado sobre los valores del borde, 2.6.1.6, se tiene
d(¢,,0) = d(¢,2,0). Ahora usando la continuidad del grado en la primer
variable, 2.6.1.3, y el lema 4.4.2.1 existe una funcién impar ¢ € A}, tal que
| — é|| < p(0,09) y por definicién

d(p,2,0) =d(¥,Q,0) = > sigly(x).
xey {0}

Finalmente teniendo en cuenta que h(0) = 0 y que cada vez que h(x) = 0 se
tiene que h(—x) = 0 se concluye que el grado d(¢, 2, 0) es impar. B

Corolario 4.4.2.3 Teorema de Borsuk-Ulam. Sea ) C X un entorno simétri-
co del cero yip € C(09). Si Y (0N) estd contenido en un subespacio vectorial
propio Xo C X entonces existe un punto x € 052 tal que ¥(x) = P(—x) o sea

Y tiene la misma imagen sobre al menos un par de puntos antipodales.

Demostracion. Podemos probar el corolario para el caso en que X =
R™y Xo =R" con n < m. Por el teorema de Tietze podemos extender a ¢
a una funcién ¢ y deffinir ¢ : Q@ — R™ ¢(x) = w parto todo x € €.
Asi ¢ resulta ser impar con ¢(Q2) C R”. Ahora si para todo x € 99 vale que
o(x) # ¢(—x), entonces de acuerdo al teorema de Borsuk 4.4.2.2 se tendria
en particular que d(¢,2,0) # 0. Luego ¢(€2) contendria un entorno abierto
del origen y esto contradice que ¢(9€2) estd contenido en un subespacio propio
de R™. W

4.5. Algunas aplicaciones al calculo de varia-
ble compleja.

Daremos una demostracion a partir de teoria de grado de resultados clési-
cos del calculo de variable compleja; especificamente del principio del argu-
mento, el teorema de Rouche y el teorema fundamental del algebra.

La definicién 2.7.0.6, los teoremas 2.7.0.8, 3.3.0.15, 3.4.2.1 y el corolario
3.4.2.2 sintetizan el siguiente:

Teorema 4.5.0.4 (Principio del argumento).
~ SeaU CC, f:U — C andlitica y 2 un C?-dominio acotado tal que
QcUyO0¢ f(02). Entonces

a(f,0,0) = W(f,00) = — Iy, n (4.5.0.1)

2w o f(2)
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donde N es el numero de ceros de f en Q) contados con su multiplicidad.

Demostracién. Si zj es un cero de f entonces es aislado y por lo tanto
existe g9 > 0 tal que si € < g9y 2 € B*(20,¢) = B(20,¢) — {20} entonces
f(z) # 0. Luego teniendo en cuenta que f es C° p-admisible, con p = 0,
el grado esta definido como el indice 2.7.0.6; mas precisamente si ¢ < g
entonces d(f, B(zo,€),0) = i(f, 20,0).

Ahora supongamos que z1, zs, ...., 2, son todos los ceros de f; entonces de
acuerdo al punto 1 del teorema 2.7.0.8 existen entornos abiertos y disjuntos
de a dos Bj = B(zj,¢) con j =1,2,...,n tal que

n

d(f,2,0) => i(f,2,0) (4.5.0.2)

j=1

Por otro lado los entornos se pueden elegir de forma tal que para cada
j=1,2,...,n exista g; holomorfa en B; tal que si z € B; entonces f(z) =
(z — 2zj)™gj(z) con gj(z) # 0y m; la multiplicidad del cero z;.

Ahora tomamos derivada logaritmica

f'iz) — my  gi(2)

) =% 90 (4.5.0.3)

g5 (2)
95(2)
dz = 0 de manera que paratodo j = 1,2,....n

e integramos. Teniendo en cuenta que es analitica en B; por el teorema

95(2)
210
1 ') g, _
21ri faBj j;(lz) dz =
5w Jom, o4z = (4.5.0.4)

1 1 o
m; {27ri faBj 2z, dz} = m;

de Cauchy se tiene que [,
J

Luego teniendo en cuenta la ecuacién (4.5.0.4), el teorema 3.4.2.1, el co-
rolario 3.4.2.2 y la definicion de indice 2.7.0.6 se tiene para cada j =1,2,...,n
la igualdad
1 /()

i(f, Zj,o) = d(f7 Bj’O) - 2_7r2 9B f(Z)

dZ :mj.

Finalmente sumando sobre j se obtiene el resultado. Il
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A partir de este resultado y el hecho de que la funcién grado es constante

en cada componente conexo de R%O, teorema 2.6.1.5, se deduce de inmediato
1 [l(x)dz
2ms Jy f(2)—a
nexo O de R%O con y una curva en © y a € © un punto que no pertenece a la
traza de ~. Esto desde luego se traduce en el hecho de que el nimero de so-
luciones (contadas con su multipliccidad) de la ecuacién f(z) = a permanece

invariante bajo pequenas perturbaciones f(z) = a + . M4s precisamente.

que la funcién ¢s(a,v) = es constante en cada componente co-

Teorema 4.5.0.5 Sea zy una raiz de orden k de la equacion f(z) = a donde
f es una funcion no constante y holomorfa en un entorno de zy. Entonces
para todo entorno V' suficientemente pequeno de a vale que para b en V

R IR (O
27rz'/7f(z)—bd 27Ti[/f(z)—ad

y por lo tanto la ecuacion f(z) = b tiene k soluciones simples.
Demostracién. Sea O la componente conexa de R?/ f(9) que contine a
2oy 7 = Cy,» de forma tal que z es la tnica solucién de f(z) = a contenida
en el disco D(zg,r). Elegimos r > 0 tal que D(zp,r) C O. Luego para todo
b eV = D(z,r) se tiene que
d(f,Q,b) =d(f,Q,a)

y por el teorema 2.6.1.8 de traslacion,

d(f—b,Q,O) :d(f_a'>Q>0)‘

Ahora usando el teorema 4.5.0.4

RN ORI (g _ L[ Fe)
27m'/7—f(z)—bd d(f —b,9,0) =d(f — a,9,0) 27ri/7f(z)—ad'

Ademas, podemos considerar r > 0 suficientemente pequeno de manera
que f'(z) # 0 excepto en el centro z; de manera que para b # z, la ecuacién
f(z) —b=0 tedré k raices simples. B

Ahora damos un prueba directa usando teoria de grado del clésico teorema

de Rouche.
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Teorema 4.5.0.6 (Teorema de Rouche). _
Sea Q2 C R? un C?-dominio acotado y U un abierto tal que Q C U. Si f, g
son analiticas en U tales que

1F(z) = g(2)] < |f(2)]

para todo z € 0S) entonces [ y g tienen la misma cantidad de ceros contados
con sus multiplicidades en €.

Demostracion. Es una consecuencia del teorema 4.5.0.4 y de la inva-
riancia del grado bajo homotopia.

De acuerdo a la hipdtesis se tiene que para todo t € [0,1] y z € 9

(1 =0)f(z) +tg(2)| = [f(2) = t(f(2) = g(2) = [f(2)] = 1/ (2) = g(2)] > 0.

Luegosi H : [0,1] x Q — Qcon H(t,z) = (1—1t)f(z)+tg(2) se tiene que
para todo t € [0,1] 0 ¢ H(0f?) y su grado esta definido para todo ¢ € [0, 1].
Finalmente por el punto 2 del teorema 2.6.1.3,

a(£,9,0) = d(H,, Q,0) = d(Ho, 2,0) = d(g, 2, 0). W

También se puede dar una version del teorema de Rouche para funciones
holomorfas ¢ : @ C C" — C" con £ un conjunto abierto y acotado [Lloyd,
N. G. 1978, pag. 146-147]

Teorema 4.5.0.7 (Teorema de Rouche para funciones definidas en
Sean f,g € H(Q) tal que para z € OS)

9(2)| < [f(2)]-

Entonces f tiene una cantidad finita de ceros y ademds f y f + g tienen la
misma cantidad de ceros contados con sus multiplicidades.

Demostracién. Como |g| < |f| sobre 02 entonces ni f ni f + g tienen
ceros en el borde 02 de manera que los grados d(f,€2,0) y d(f + ¢,9,0)
estan bien definidos.

Ahora consideramos la homotopia H : [0,1] x Q — C" definida H(t,z) =
f(z)+tg(z). Para ver que el grado de cada H; esta definido hay que verificar
que para todo t € [0,1] se tiene 0 ¢ H;(0N). Por la observacién recién
realizada basta verlo para t # 0.

cn).
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Si H(t,z) = 0 cont # 0y z € 00 entonces se obtiene la siguiente
contradiccion

[f(2)| =t-lg(z)] <t-[f(2)] <|f(z)].
Luego para todo t € [0, 1] estd definido el grado d(Hy, €2, 0). Por invariancia
del grado bajo homotopias, se tiene que d(f,€2,0) = d(f + g,€,0).

Ahora usaremos el siguiente resultado cuya demostracién puede verse en
Stein [Remmert and Stein 1953]: "todo conjunto compacto y analitico de C"
es finito”. En nuestro caso se tiene que las funciones f y f 4 g no se anulan
en JQ y por lo tanto los conjuntos QN f~1({0}) y QN (f + g)~'({0}) son
analiticos. Luego siendo ademés compactos se concluye que son finitos.

Supongamos que los distintos ceros de f en €2 son z, 2o, ..., Z.. Entonces

T

d(f,92,0) = i(f,%,0)

i=1

es el nimero de ceros de f en €2 contados con su multiplicidad y teniendo en
cuenta que d(f,€2,0) = d(f + g, 2, 0) se obtiene el resultado que se busca. B

También exite una version del teorema de Rouche para espacios de Banach
de dimensién infinita [Rothe E. H 1984, pag. 78] que se prueba usando la
extension de la teoria del grado topologico de Brouwer dada por Leray y
Schauder que veremos el préximo capitulo. La prueba que se da alli usa el
teorema Poincaré-Bohl.

Finalizamos esta seccién dando una demostracion del teorema fundamen-
tal del algebra utilizando teoria de grado. Existen muchas demostraciones
de ese teorema; una de las demostraciones que se dan en el contexto del
calculo de variable compleja consiste esencialmente en lo siguiente: dado
g(z) = Y, a2y f(z) = a,2" con g, f € C[X] se considera una bo-
la B = B(0, R) centrada en el origen y de radio R suficientemente grande,
digamos

Qp—1 Ap—2

R>méx{1;{ + ...+

Qo
n

}}, (4.5.0.5)

n n

de forma tal que sobre el borde 0B se tenga
'9(2) <X {
f@)| 7R

Ahora se observa que f tiene n ceros en B y por lo tanto también h(z) =
g(2) + f(z). De esta forma puede considerarse como como una consecuencia

Ap—2
Qn,

Ap—1
G,

Qo
Qn,

+ ...+

} <1. (4.5.0.6)
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del teorema de Rouché. Recurriendo a la invariancia bajo homotopias se pue-
de utilizar esta misma idea para probar el teorema fundamental del albegra,
mas precisamente:

Proposicién 4.5.0.8 (Teorema fundamental del algebra)
Si h(z) = > ya;iz" € C[X] es un polinomio a coeficientes complejos de
grado mayor o igual a 1 entonces h se anula en algin zy € C.

Demostracion. Podemos suponer que h es moénico. En primer lugar
observamos que h es homoto6pico al polinomio 2", mediante H(t,z) = 2" +
(1 —t)[ap + a1z + ... + an_12""Y], H(t, o0) = oo. Luego se concluye que

d(h, B,0) = d(Hy, B,0) =d(Hy,B,0) =4(z",B,0) =n #0

y por el teorema 4.4.1.7, de existencia de solucién, existe zg € B C C tal que
h(Zo) =0. 1

4.6. Teoria de grado y existencia de solucio-
nes de ecuaciones diferenciales ordina-
rias T-periddicas.

Los teoremas que garantizan la existencia de puntos fijos son muy emplea-
dos en el analisis para probar existencia de soluciones de sistemas de ecuacio-
nes. En esta seccion veremos como se utiliza la teoria de grado para probar
existencia de soluciones de ecuaciones dferenciales ordinarias T-periddicas.

El teorema central que nos proponemos demostrar en esta seccion es el
teorema de Krasnosel’skii el cual garantiza la existencia de una solucion T-
periodica bajo determinadas condiciones.

En primer lugar enunciaremos una serie de resutados basicos que utiliza-
remos posteriormente. El tratamiento detallado de estos y de otros resultados
pueden consultarse en los clasicos textos de ecuaciones diferenciales ordina-
rias [Yosida K. 1960; Amann H. 1991, Pontyagrin L. S. 1962; Sotomayor J.
1979] y su lectura puede omitirse si se tienen presentes.

4.6.1. * Preliminares.

Comenzamos fijando alguna notacion:
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Definicién 4.6.1.1 Sea E un espacio de Banach de dimension finita, sobre
un cuerpo K y M C E. Una funcion f € C(R x M,E) se dice localmente
Lipschitz continua rTespecto de x € M si para cada (to,z9) € R x M
existen un entorno I x V' del punto (ty,xo) y una constante A > 0, llamada
constante de Lipschitz, tal que todot € I y x, @ € V:

1ft, ) — ft. )] < Allz— .
Usaremos las siguientes notaciones

CO"RXxME)={feCRXxME): f

es localmente Lipschitz continua respecto de x € M

(4.6.1.1)

C'"(M,E) = {f € O(M,E) : f es Lipschitz continua } (4.6.1.2)
y si M es abierto
CONR x M,E) = {f € C(R x M,E): Dyof € C(R x E, L(E))}
(4.6.1.3)

las funciones continuas con derivada parcial respecto de la sequnda variable
continua.

Observacion 4.6.1.2 Con estas notaciones se tienen las siguientes inclu-
siones

1. De las definiciones se deduce que C'~(M,E) C C(M,E) y C*~ (R x
M,E) ¢ C(R x M,E).

2. Ademsds si M es abierto entonces se puede demostrar que C%!'(R x
M,E) Cc C®%Y(R x M,E) y en particular C'(M,E) Cc C~'(M,E).

3. Se deben tener presentes los teoremas de existencia y unicidad de solu-
ciones; la construccion de la solucién maxima y los teoremas de continuidad
de la solucién respecto de los datos iniciales y eventualmente respecto de
otros parametros.

Flujo asociado a un campo auténomo.

Sea [E un espacio de Banach finito dimensional, M C E un abierto y el
sistema auténomo x = f(x) con f € C~}(M,E).

En ocasiones se puede interpretar a f como un campo definido sobre M

X:M-—T(M)=MxE
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definido X (x) = (x, f(x)). En tal caso una solucién del p.v.i x = f(x) con
condicién inicial x(0) = xq se puede interpretar como una curva tal que en el
instante 0 pasa por el punto xg y en cada punto de su trayectoria su vector
tangente coincide con el vector f(x).

Definicién 4.6.1.3 Consideramos la solucion u(t,0, xy) definida en el in-
tervalo maximal,

0€ 10, 2) = (t7(0,2),t7(0, 7)) C R
y M un espacio métrico. Definimos el flujo
p:Q— M
asociado al campo f de la siguiente manera
o(t,x) = u(t,0, x)
donde
Q=Q(f)={t,x) eRx M :tel(x), xc M}.

Para el dato inicial x(0) = x, simplificaremos la notacién escribiendo
I(x0) en vez de 1(0,%q) v (t(x0),t"(x0)) en vez de (t~(0,%),t"(0,%q)). Si
no hay motivo de confusiéon también omitiremos la referencia al punto xg.

El flujo satisface las siguientes propiedades
1. El conjunto Q2 = (U, 1(x) x {x} C R x M es abierto.
2. ¢ es continua.
3. SiK=Ry feC™M,E), m>1entonces p € C™(2, M).

4. Para todo x € M, s € I(x), t € I(p(s,x)), entonces s +t € I(x) y
ademads se tiene que

Sp(ta 50(87 X)) = @(t + s, X)'

5. Consideremos el conjunto €; = {x € M : (t,x) € Q}. Entonces el
flujo tiene las propiedades de grupo; mas precisamente, si definimos
o' Qy — M como ' = (-, t) entonces:
i @0 =idg, =idyy.

ii S015 o (ps — S0t+s‘
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iii plop™ =idg_,.
En ocasiones notaremos el flujo p(t,x) = ¢ - x. También escribiremos
J-A={t-x: teJ xeA}

Para cada x € M los valores t7(x) y ¢t~ (x) se llaman tiempo positivo
y negativo de escape. Ademds las funciones —t~,tT : M — (0, c0] son
continuas inferiormente y se verifica que I(t-x) = [(x) —t

Definicién 4.6.1.4 Dado el flujo a través de z, e decir v, = o(; ) :
I(x) — M, se define la érbita de z como

V(@) = eull(2) = I(2) =
La semiérbita positiva

V(@) =[0,67) @
Yy la semidorbita negativa

v = (7, 0]z

Definicion 4.6.1.5 Se dice que el punto x es un punto critico de ¢ Sii
para todo t € I(x) se tiene que

En este caso y{x} = vT{x} = v {x} = {x}. Es fécil ver que si el flujo
esta inducido por el campo f entonces x es critico sii f(x) = 0. Esto se
deduce facilmente del hecho de que ¢ es el generador infinitesimal del
campo, es decir

Hx) — O(x t-x—x
flx) = 1im S =0 g X=X
t—0 t t—0 t
Ademas si x es critico entonces la solucién es global, es decir I(x) = R.
Diremos que el flujo a través de x es completo si I(x) = R.

Definicién 4.6.1.6 Se dice que el punto x es un punto periddico de p sii
existe T # 0 tal cada para todo t € I(x) se tiene

t+T) z=t-
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También es facil ver que si existe T' # 0 tal que T - x = x entonces X es
periddico y ademas el flujo asociado es completo.

Si x es un punto periédico no critico entonces existe un minimo 7" >
0, llamado periédo fundamental del flujo tal que 7" x = x. El conjunto de
todos los periddos de la érbita asociada a x es un subgrupo de (R, +) infinito
ciclico, més precisamente T - Z* = {T - m : m € Z/{0}.}.

Claramente v(x) = 77 (x) U~ (x). Las ébitas se clasifican en tres tipos:
i Estacionarias, para puntos criticos.
ii Periédicas no estacionarias, para puntos peridédicos no criticos, e
iii Inyectivas.
Los flujos para los casos i y ii son completos, y las correspondientes trayec-

torias son un punto y una curva cerrada respectivamente. Para el tercero las
curvas son abiertas, regulares y simples.

Ahora consideramos restricciones del dominio del flujo:
Definicién 4.6.1.7 Se definen los conjuntos
Q. ={(t,zr) e:te0,th), ze M},
I (x)={teR":—tel(x)}

Q_={(t,x)eQ:tel (x),ze M}

y definimos las correspondientes restricciones del flujo:

Definicién 4.6.1.8 Se define el semiflujo postivo pt :Q, — M como
la restriccion de ¢ a 4. Andlogamente se define el semiflujo negativo,
™ Q- — M como la restriccion del flujo sobre ()_.

De acuerdo a la definicién se tiene que ¢~ (t,x) = @(—t,x) para todo

(t,x) € Q2_. El tiempo de escape positivo del semiflujo negativoes [t~| = —t~.

Definicién 4.6.1.9 Se dice que el conjunto M C E es positivamente
invariante para el flujo ¢ si T (M) C M y negativamente invariante
si = (M) C M.

Finalmente senalamos que si K C M es compacto y el tiempo positivo
de escape (respectivamente negativo de escape) es finito entonces existe un
tiempo tx € I(x) tal que para todo t > tx (respectivamente ¢t < tj) se tiene
t-x ¢ K. De esta forma si y({x}) es relativamente compacto entonces t = oo
(respectivamente ¢ = —o0.) También se puede probar que si M es compacto
el flujo es completo.
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Problemas T-periédicos.

Consideremos el p.v.i

{ x = f(t,x) (4.6.1.4)

x(T) = xq

Definicién 4.6.1.10 Se dice que el p.v.i (4.6.1.4) es T-periédico si f es T-
periodica en la variable t con T' > 0, es decir, para todot € R st x € M
entonces

fit+T,z) = f(t, x (4.6.1.5)

Definicion 4.6.1.11 Consodideremos la solucion mdzima u(-,0, xy) del p.v.i
(4.6.1.4) con dato inicial £(0) = xy y dominio I(xy). Definimos el operador
shift asociado a T

ur:DrCc M — M (4.6.1.6)
definido

ur(x) = u(T,0, )
donde

Observacion 4.6.1.12 El conjunto
Dy ={(t,7,x0) E R xR x I(x0)}

es abierto de manera que si p3 denota la proyeccién a la tercer coordenada
entonces
Dr =ps(Dy N (T x {0} x M))

es un abierto de M y ademds ur € C'~(Dy, M).

Ahora probaremos un resultado fundamental para nuestro posterior tra-
bajo, debido esencialmente a Poincaré.

Teorema 4.6.1.13 El p.v.i T-periddico (4.6.1.4) tiene una solucién T-periodi-
ca sit el operador ur tiene un punto fijo.

Demostracién. Necesidad. Sea u(-, T,Xg) una soluciéon T-periddica del
p.v.i T-periddico (4.6.1.4); por periodicidad I(7,xq) = R. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que 7 < 0y definir y, = u(0, 7, Xg) y observar que
por unicidad

u(t,0,y,) = u(t, 7,x0). (4.6.1.7)
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Ahora usando que u(+, 7,Xg) es una solucién T-periddica de (4.6.1.4)

uT(YO) - U(Tu Oa YO) - u<T7 T, XU) - u<07 T, XO) =Yoo (4618>

Suficiencia. Supongamos que up tiene un punto fijo y, € M y defina-
mos la funcién
z(t) =u(t+T,0,y,)

para t € 1(0,x9) — T. Entonces z es solucién del p.v.i

{ ’;(:O)f S;? (4.6.1.9)

Ahora, por unicidad se obtiene que
.T(t) = U(t + T7 07 YO) = U(t, Oa yO)

para todo t € I(0,y,) — T. Por esta via e inductivamente se concluye que
u(+,0,y,) estd definida sobre R y que es solucién T-periddica de (4.6.1.4). B

Observaciéon 4.6.1.14 La demostracion del teorema 4.6.1.13 muestra que
Yo es un punto fijo de ur sii u(-,0,y,) es solucién de (4.6.1.4).

* Existencia de soluciones T-periddicas de ecuaciones diferenciales
lineales.

Consideremos el siguiente p.v.i

x = A(t)x + g(t)
{ te) = % (4.6.1.10)

donde la funciones A € C(R, L(E)), g € C(R,E) son T-periédicas, con T > 0,
y t € J = I(ty,Xp). El problema tiene una tunica solucién global para todo

par (to,Xo).

~ Ahora sea X una matriz fundamental arbitraria que resuleve el problema
X = A(t)X y definimos para todo t,s € J la funcién

Ut s) = X(H)X(s).

Se verifican facilmente algunas propiedades de U. En primer lugar
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Ult,s) = X(1)X(s) = AO)X ()X Y(s) = A(t)U(t, s).
Asimismo se ve que
Ut,T)U(t,s) = X)X Hr)X(1)X (s) = X()X(s) = U(t, 5).

Luego U(s,t)U(t,s) = U(s,s) = X(s)X !(s) = Ix y por lo tanto para todo
s,t e J,
Ult,s) = [U(s,t)]7".

Observamos que para cada ty la funcién U(-, ty) es la inica solucién global
del problema

{ X = A(t)X (4.6.1.11)

X(to) = I

Si X denota en genral la tnica solucion de ese problema pero con dato
inicial X(s) = Ig entonces para cada t,s € J se tiene U(t,s) = X (t) y en
consecuencia X, !(t) = [U(t,s)]™' = U(s,t). En definitiva podemos escribir

Ult,s) =U(t,7)U(T,s) = X, (£) X' (s).

T

Por el método de la variacién de los parametros la solucion del pro-
blema 4.6.1.10 viene dada por

u(t, to, Xo) = U(t, to)xo + /t Ul(t,s)g(s)ds (4.6.1.12)

to

para t € I(to,Xo).

De acuerdo a la ecuacién (4.6.1.12) y a la definicién 4.6.1.11 del operador
shift, con to = 0, se escribe

ur(¢) = U(T,0)¢ + / U(T, s)g(s)ds

para ¢ € E.

Se puede probar que el problema lineal T-periédico 4.6.1.10 tiene una
solucién T-periddica sii tiene una solucién uniformemente acotada.

La existencia de soluciones T-periédicas de p.v.i T-periddicos no es tribial
como lo muestra el siguiente ejemplo © = 1. En efecto se trata de un p.vi
T-periédico pero sin solucién T-periddica.
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Para avanzar en el estudio de la existencia de soluciones T-periddica nece-
sitams precisar cierto lenguaje y contar con una serie de definiciones basicas.

Consideramos en primer lugar el flujo ¢ : R x E — E definido ¢(t,x) =

tA

4. x que para abreviar lo notaremos e*4.

ot

Definicién 4.6.1.15 Definimos el espectro de la matriz A,
o(A) ={\: Ker(A— A) # 0},

es decir, como el conjunto de sus autovalores.

Si R(A) denota la parte real del autovalor A entonces se definen los si-
guientes conjuntos:

Definicién 4.6.1.16 FEl espectro estable

0s(A) = {A € o(A) : R(A) < 0},
el espectro neutro

on(A) ={Ae€a(4): R\ =0}
y el espectro inestable

ou(A) ={A € a(A4): R(\) > 0}.

De esta forma se puede descomponer el espectro en un componente esta-
ble, otro neutral y otro inestable ,

o0(A) =o0s(A)Uo,(A)Ua,(A).
Definicién 4.6.1.17 El flujo se llama hiperbdlico si o,(A) = 0.

En tal caso el espacio total es suma directa de los espacios generados por
las autofunciones de los autovalores estables e inestables respectivamente.
Ademas a partir de esta descomposicién se puede descomponer la transfor-
macién A, via la restriccién al componente estable, Ay = Alg, y la restriccion
al componente inestable A, = A|g,. Asimismo se descompone el flujo e en
dos componentes uno estable e*4s y otro inestable e!4«. Estos resultados se
registran en la siguiente:
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Proposicion 4.6.1.18 5i el flujo es hiperbolico entonces

E=FE,®E, (4.6.1.13)
A=A, @A, (4.6.1.14)

Yy
el = etls @ e, (4.6.1.15)

El flujo estable es una contraccién y el inestable una dilatacién. Ademas
esta descomposicién es tnica y dim(E;) = >7yc, a)m(A) donde m(A) es la
multiplicidad algebraica del autovalor A. También recordamos que o(e?) =

e’ =L N e o(A)}).

Se puede probar la siguiente proposicion que caractedriza la solucién T-
periédica en el caso de que g sea continua y acotada, g € BC(R,E) y el flujo
e!4 hiperbélico, mds precisamente:

Proposicién 4.6.1.19 Consideremos el p.v.i (4.6.1.10) con A € C(R, L(E)),
g € BC(R,E) son T-periédicas, con T >0, yt € J = I(ty,xy). tiene una
tnica solucion u € BC (R, E) sii e es hiperbdlica. En este caso la solucidn
viene dada por

t t
u(t) = / e TP,g(T)dr —/ e "P,g(T)dr (4.6.1.16)
donde Py : E — Eg; y P, : E — E, son las proyecciones sobre los compo-
nentes estable y inestable de E respectivamente.

Una consecuencia de las observaciones anteriores es que si ' es hiperbéli-
co entonces la ecuacién 4.6.1.10 tiene una tnica soluciéon T-periddica.

Elementos de la teoria de Floquet.

El problema 4.6.1.10 puede transformarse en un problema T-periédico
lineal con parte principal constante.

Para probar el terorema de transformacion de Floquet necesitamos el
siguiente resultado del dlgebra lineal, cuya demostracion puede darse usando
la forma normal de Jordan.

Lema 4.6.1.20 Si K = C y C € GL(E) entonces existe B € E tal que
C =eb.

La matriz B no es unica y el resultado requiere que K = C.
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Teorema 4.6.1.21 (Representacion de Floquet).
Sea K = C. Eziste una funcion T-periddica Q € C*(R,GL(E)) y alguna
B € L(E) tal que para t € R el operador de evolucion se representa

U(t,0) = Q(t)e'?.

Demostracién. Pongamos U(t) = U(t,0) y V(t) = U(t + T)U Y(T).
Como U Y(T) = U(T) entonces V(t) = U(t+T)U(T). Luego para todo t € R
V(t) = Ut +T)UNT) = At + T)V(t) = A(t)V(t). Ademas V(0) = Ig.
Entonces V' es solucién del p.v.i

||
B

{ % (O)A: IE (4.6.1.17)

Luego V(t) = U(t) y por lo tanto U(t +T') = U(t)U(T).

Como U(T) € GL(E) entonces por la observacién anterior existe B €
L(E) tal que U(T) = e'5.

Ahora definimos Q € C'(R, L(E)) de la siguiente manera
Qt) = U(t)e 5.
Luego para todo t € R

QUt+T)=U(t+T)e DB = U(t)U(T)e Be T8 =
— UOUT)eTPet? = U(t)eT e TPe18 = (16.118)
=U(t)e B = Q(t)

y asi Q es T-periddica. B
Como corolario tenemos

Corolario 4.6.1.22 Sea K = C. La transformacion x = Q(t)y convierte la
ecuacion T-periodica
x=A(t)xz+ g(t)

en la ecuacion T-periodica con parte principal constante
y=By+4(t)

donde § = Q™' (t)g(t)
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Definicion 4.6.1.23 El operador U(T) = U(T,0) € GL(E), shift de la
ecuacion & = A(t)x, se llama en el contezto de la teoria de Floquet operador

de monodromia (monodromy operator) y sus autovalores valores caracteristicos
(multipliers of Floquet). Si A € o(U(T)) entonces cada 3 € C tal que A = eT?

es llamado exponente de Floquet.

Es claro que los exponentes estan determinados salvo un multiplo entero

271
de <.

Notemos también que el operador U(T) es el tnico que satisface para
todo t € R la ecuacion

Ut +T,0) = U(t,0) - C

donde C' € L(E). Que U(T) satisface la ecuacién se deduce de la propiedad
U(t+T,0) = U(t,0)U(T,0) probada en el transcurso de la demostracion

del teorema 4.6.1.21. Por otro lado la unicidad sale de considerar que C' =
Ut,0)"'U(t+T,0) = U(T).

Sabemos que si K = C entonces el operador U(T') puede escribirse
U(T) =e'?

para alguna transformacién B € L(E) de manera que los autovalores de
B se pueden tomar como los exponentes de Floquet. También senalamos
que si K = C entonces el teorema de representaciéon de Floquet tiene como
consecuencia la caracteriozacién de las soluciones de la ecuacion T-periddica

x = A(t)x

como combinacién lineal de funciones del tipo p(t)e’* donde 3 es un autova-
lor de B y p(t) es un polinomio de grado menor o igual a la multiplicidad
algebraica de [ cuyos coeficientes son funciones T-periddicas. Si ademas B
es diagonalizable los polonomios son de grado cero.

Posteriormente utilizaremos el siguiente:

Lema 4.6.1.24 La ecuacion homogénea T-periddica & = Ax tiene una so-
lucion T-periodica no trivial sit 1 es un valor caracteristico de Floquet.

Demostracion. Por el teorema de Poincaré 4.6.1.13 y su posterior ob-
servacién 4.6.1.14 sabemos que 7 € E es un punto fijo del operador U(T') si
U(-,0)n es una solucién T-periédica de la ecuaciéon x = Ax. Luego existe una
solucién T-periédica no trivial sii existe n € E/{0} tal que n — U(-)n =0, es
decir sii Ker(1-U(T)) #0. R
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Observacién 4.6.1.25 Si bien en general es dificil el cdlculo explicito de
los valores caracterisitcos de Floquet, los resultados de la teoria de Floquet
resultan ser utiles para el estudio de la estabilidad.

4.6.2. Existencia de soluciones T-peridédicas de ecua-
ciones asintéticamente lineales.
Ahora estamos en condiciones de estudiar el caso en el que g(t,x) =

o(||x]|) cuando ||x|| — oo uniformemente en la variable ¢ € [0,7]. En este
caso el resultado fundamental es el siguiente: .

Teorema 4.6.2.1 Sea A € C(R,L(E)) y g € C®' (R x E) T-periddica res-
pecto det € R tal que g(t, ) = o(||z||) cuando ||z|| — oo uniformemente en
la variable t € [0,T). Entonces la ecuacion asintéticamente lineal T-periddica

x=Alt)z+ g(t,x) (4.6.2.1)

tiene una solucion T-peridodica st 1 no es un valor caracteristico de Floquet
de la ecuacion

&= Alt)z (4.6.2.2)

Demostracién.

1. Dado que el término derecho de la ecuacién (4.6.2.1) es linealmente
acotado las soluciones son globales, es decir definidas en R. Si u es una solu-
cién general de (4.6.2.2) entonces, via el método de variacién de constantes
(4.6.1.12) se tiene para todo xg € Ey t € R que

u(t,0,%x9) = U(t,0)x0 + /Ot U(t,7)g(T,u(r,0,%q))dT (4.6.2.3)

donde U denota el operador de evolucién de ecuacién (4.6.2.2)

Sea a = max{|U(t,7)| : 0 < t,7 > T} y € > 0 arbitrario. Teniendo en
cuenta la condicién sobre g existe G, > 0 tal que |g(t,Xo)| < B¢ + €|xo| para
todo t € R, xq € E. Acotando se obtiene

t
lu(t,0,%0)| < a|xo| + BT + ea + / |u(7,0,%0)| dr
0

para t € [0,7].

Ahora usando la desigualdad de Gronwall |u(t, 0, x¢)| < v |xo| + d(€) para
todo t € [0,T]. Entonces resumiendo

lu(t,0,%0) — U(t,0,%0)| < a(B:) + €d(€) + € |xo|
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y por lo tanto

lu(t,0,%0) — U(t,0,%0)|

lim sup < eanT

|xg|—00 |X0|
uniformemente en ¢ € [0, 7. Luego siendo € € (0, 1) arbitrario tenemos que
u(t,0,%0) — U(t,0,%0) = o(|Xo|) (4.6.2.4)

para |xg| — oo uniformemente en la variable ¢ € [0, 7]
2. Ahora consideramos el operador ® : E — E definido

®(x) = [ = U(T)] " (ur(x) — U(T)x).

Dado que 1 no es un autovalor de U(T'), esto es, 1 no es un valor caracteristico
de Floquet, el operador ® estd bien definido y es continuo. Por (4.6.2.4) se
tiene que ®(x) = o(|x|) cuando |x¢| — oo y por lo tanto existe p > 0 tal
que

x|

0] < p+ !

para todo x € E. En consecuencia ®(B(0,2p)) C B(0,2p) y por el teorema
del punto fijo de Brouwer ® tiene un punto fijo. Ahora ®(x) = x sii up(x) = x
y el resultado se sigue el teorema de Poincaré 4.6.1.13. B

Corolario 4.6.2.2 Supongamos que A € L(E) tal que su espectro satisface

o(A) H?ZZ@

Sige CO' (R x E,E) es T-periddica y satisface

g(t, ) = o(|])

cuando |x| — oo entonces la ecuacion (4.6.2.1) tiene al menos una solucion
T-periodica.

Demostracién. La restriccién o(A)N %Z = () y el teorema del espectro
implican que 1 no es un autovalor del operador U(T) = €4, es decir no es
un valor caracteristico de Floquet de la ecuacién x = Ax. Luego el resultado
se sigue del teorema 4.6.1.24. B

4.6.3. El Método de ” Guiding Function”.

Para el tratamiento de este tema recordaremos brevemente algunos resul-
tados clasicos referidos a las funciones de Lidpunov y conjuntos invariantes.
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Conjuntos invariantes para el flujo y funciones de Liapunov.

Definicién 4.6.3.1 Sea X un espacio métrico y ¢ : Q — X o(t, ) =t- x
un semiflujo. Consideremos una funcion V : M — R continua. Para cada
x € M definimos la derivada orbital de V en z

Vi) = tim B = V)

t—s0t t

con x un punto de acumulacion del conjuto M N [0,€) para algin € € (0,t7)
y V(x) = —o0 en otro caso.

Definicion 4.6.3.2 Una funcion V : M — R continua tal que V(x) < 0
se llama funcion de Lidpunov.

Sea X un subconjunto abierto de un espacio de Banach E y ¢ el flujo
inducido por f € CH7(X,R). Si V : X — R es diferenciable entonces la
derivada orbital se relaciona con el gradiente de V' de la siguiente manera:

V(x) =< DV (x), f(x) >

para todo x € X, donde <,>: E* x F — R y < y,x > denota el valor de
la funcional y en el punto x. Si (E;(:|-)) denota un espacio de Hilbert y si
el gradiente de V' es definido (VV (x)|y) =< DV(x);y > para todo x € X
entonces

V(x) = (VV(x)|f(x)).

Algunas propiedades de las funciones de Liapunov.

Senalamos algunas propiedades necesarias para el trabajo posterior y sus
demsotraciones se pueden consultar en los textos de referencia para esta
seccion.

La primer proposicion caracteriza a las funciones de Lidpunov.

Proposicién 4.6.3.3 StV es una funcion de Liapunov para el flujo ¢ sobre
M y para algin T € [0,t7) se cumple que t - & C M para todo 0 < t < T
entonces la funcion g(t) = V(t - x) es decreciente sobre [0,T] y ademds

V(t-z) <V(x)+ /t V(r - x)dr.

Y reciprocamente si M es positivamente invariante y si la funcionV : M —
R es continua y decreciente a lo largo de las orbitas determinadas por cierto
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flujo ¢ sobre M entonces V' es una funcon de Lidpunov para el flujo ¢ sobre
M.

A partir de esta caracterizacion se puede probar el siguiente resultado:

Proposicién 4.6.3.4 Sea V una funcion de Liapunov para el flujo ¢ sobre
M y a > 0 tal que V(y) < oV (y) para todo y € M. Entonces para todo
xe M yT el[0,t"(x)] que satisface t - & € M se cumple

Vit -z) <e *V(x)
para todo t € [0,T).

Una de las aplicaciones mas ttiles de las funciones de Liapunov es que
permiten construir conjuntos positivamente invariantes para el flujo.

Proposicion 4.6.3.5 Sea —o0 < v < B < oo y supongamos que V €
C(X,R) es una funcidn de Lidpunov sobre el conjunto V~*(v, 3). Entonces
el conjunto

M,={zxec X :V(z)<a}=V"'-o00,q]

es positivamente invariante para cada « € [y, [3).

En particular se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 4.6.3.6 Sea E = R" y ¢ € C'Y(X,R) tal que 0 es un valor
reqular de ¢, es decir, Vé(x) # 0 para todo © € ¢~ ({0}). Entonces

My = ¢71(_OO7 O]
es positivamente invariante sii para todo © € OMy = ¢~ ({0}) se tiene que

(Vo(x)|f(x)) < 0.

Como corolario se tiene el siguiente:

Proposicién 4.6.3.7 Sea E = R" y ¢y, ¢, ..., ¢ € CH(X,R) tal que 0 es un
valor reqular de ¢; con j =1,2,...,k. Sea
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Entonces si para todo x € ¢;1({0}), j=1,2,...,k se tiene que

(Vo,(@)|f(®) < 0.

entonces My es positivamente invariante. Ademds si (V;(x)|f(x)) = 0 para
todo x € (bj’l({()}), j = 1,2,....k entonces My y todas las hipersuperficies
¢;1({0}) son positivamente invariantes.

Hasta aqui hemos presentado algunos preliminares. Comenzaremos con
un lema necesario para usar la invariancia bajo homotopia.

Lema 4.6.3.8 Sea f € C*'"(R x X,E) y supongamos que K C Dom(ur)
es compacto. Entonces la funcion H : [0,T] x K — E definida

ultba)—z o 50
— t
H(t, 2) { PR (4.6.3.1)

es continua.

Demostracion. Para ty > 0 el lema se sigue del teorema de la continui-
dad de u(-,0,-). Luego basta probar el lema para ty = 0.

Consideremos (0,x0) € [0,7] x Ky (tn,xn,) — (0,%0). Queremos ver
lim,, o H(t,,%x,) = H(0,%¢) = f(0,%0). Podemos suponer que ¢, > 0 para
todo n € N y escribir

H(tr%,) = 10.30) == [ [7(rutr0.5,)) = £0. 30

n

Teniendo en cuenta la compacidad de [0,7] x K, existe M compacto en E
tal que xg, u(7,0,%,) € M para todo 7 € [0,T] y n € N.

Por la continuidad de f dado € > 0 existe § > 0 tal que si t € [0,0] y
y € M N B(x,6) entonces ||f(t,y) — f(0,%g)|| < € y por la continuidad de
u(-,0,) : [0,T] x K — E existe np € N tal que sin > ngy 7 € [0,t,]
entonces |lu(7,0,%,) — Xo|| = ||u(7,0,x,) — u(0,0,Xq)|| < J. Ahora acotando
la integral se obtiene el resultado. B

También necesitamos del concepto de punto T-irreversible.
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Definicién 4.6.3.9 Un punto x es T-irreversible sii u(t,0, ) # x para
todo 0 <t <T.

Intuitivamente un punto es T-irreversible si la trayectoria no vuelve a
pasar por el punto antes del tiempo 7" > 0.

A continuacién veremos una serie de lemas necesarios para probar el teo-
rema central de esta seccién debido a Krasnosel’skii.

Ahora podemos enunciar y probar el criterio general para la existencia de
soluciones T-periddicas.

Proposicién 4.6.3.10 Sea f € C*'~(R x X,E) y supongamos que 2 C X
es un conjunto abierto y acotado con Q C Dom(ur) y que todo x € O es T-
irreversible para la ecuacion & = f(t, ). Supongamos ademds que para todo
x € 0N se tiene que f(0,xz) # 0 y d(f(0,-),Q,0) # 0 Entonces la ecuacion
x = f(t,x) tiene una solucion T-periddica.

Demostracién. Por el teorema 4.6.1.13 la ecuaciéon x = f(¢, x) tiene una
solucién T-periddica sii Hp(x) = H(T,x) = % tiene un cero. Sabemos
que H : [0,T] x Q — E es una homotopia de acuerdo al lema 4.6.3.8. Ahora
teniendo en cuenta d(f(0,:),,0) # 0 y la invariancia bajo homotopfias,

teorema 2.6.1.3,
d(Hr,,0) = d(Hy,2,0) =4d(f(0,-),2,0) #0
y por la propiedad de solucion, teorema 4.4.1.7, H tiene un cero. B

Para aplicar esta proposicion es necesario contar con algun criterio que
asegure que los puntos del borde son T-irreversibles:

Lema 4.6.3.11 (Criterio de T-irreverstibilidad para el borde).

Sea V € CHX,R) y supongamos que existe algin o € R tal que Q =
V(oo,a) £ 0 yQ =V~(oo,a] es compacto. Si f € C*~(Rx X, R) satisface
< DV (x); f(t,x)) >< 0 para todo t € [0,T] y © € 0 entonces cada punto
x € 00 es T-irreversible respecto de @ = f(t,x) con Q C Dom(ur).

Demostracién. Como [0,7] x 9 es compacto existen constantes 3 <
a < v tal que para todo t € [0,T] y x € V- }(3,7)NU

< DV (x); f(t,x) >< 0

siendo U un entorno abierto del compacto 0f2.
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Ahora consideramos el flujo, ¢, inducido por el campo ]/t\ = (1, f) sobre
X =R x X. Luego la funcion

V:X —R
definida V(%) = V(x) es de Liapunov sobre el conjunto
Mi{ﬁe)?:ﬁ<‘/(x)<% xeU}.

Luego el conjunto \7_1(00, a] = R x Q es positivamente invariante para .
Entonces de acuerdo al corolario 2 C Dom(ur).

Para X € M se tiene

< DV(R); f(R) >5< 0
donde E = R x E.
Finalmente teniendo en cuenta la desigualdad
V(g:(®) — V(R < [y < DV(p:(R); Flye(®))dr > (4.6.3.2)
se ve que cada punto del borde 0f) es T-irreversible. Bl

El siguiente paso es mostrar que el grado del gradiente de un funcién de
Liapunov que satisface la condién del lema anterior viene determinado por
la dimension del espacio.

Lema 4.6.3.12 Sea Q C E abierto y acotado. Si g, h € C(Q) tal que para to-
do x € 0N se tiene que (h(x)|g(x)) < 0 entonces d(g,2,0) = (—1)"d(h,(2,0)
donde m = dim E

Demostracién. Consideremos la homotopia
H:[0,1]xQ—E

definida
H(t,x) =tf(x) — (1 —t)g(x).

Se verifica la siguiente desiguladad
(H(t,%)|h(x)) = t(g(x)|h(x)) — (1 = t) [h(x)|* < 0

para todo (¢,x) € [0,1] x 99Q. Luego por la invariancia bajo homotopias
d(g,Q,0) = d(—h,Q,0).
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Sihe Ap 1 con p = 0 entonces por definicion se verifica que
d(—h,,0) = (=1)"d(h,,0).

Ahora si h € Ay con p = 0, consideramos una aproximacion he AL con
p = 0 que Verlﬁque la igualdad y el resultado se sigue de la deﬁnlclon del
grado. W

Otro lema, que necesitaremos es el siguiente:

Lema 4.6.3.13 Sea U C E abierto, g € C(U,R) tal que para algin o € R
el conjunto W = g~'(00,a) es acotado y W C U. Supongamos ademds que
existen mimeros 3 < o, v > 0 y un punto x tal que g~*(co, ] C B(xy,r) C
W y Vg(x) # 0 para todo z € g~*[3, a]. Entonces d(Vg, W,0) = 1.

Demostracion. Consideremos

p= H_I}FB{IW( x)|} >0

y h € C'~(U,E) tal que para todo x € E

[Vg(x) = h(x)] <

\ofinet

Ahora para todo x € g o, 8] y A € [0, 1]

(1= M)Vg(x) = An(x)| = [Vg(x)| = A[Vg(x) = h(x)] =

IS

Luego por la invariancia bajo homotopias

d(Vg, W,0) = d(h, W, 0).

Sea ¢ el flujo inducido por —h. Veamos que g es una funcién de Lidpunov
para el flujo ¢ sobre x € g7, 3]. Esto se deduce de la siguiente estimacién
y de las observaciones realizadas en la subseccién referida a funciones de
Liapunov:

(Vg(x)|h(x)) = [Vg(x)|* -
Vo(x)[* - |V

[Vg(x)[*
5 2

(Vg(x )IVg(X)—h(X)) >
9|13 (4.6.3.3)
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para todo x € g~ [« 3]

Por la proposicién 4.6.3.5 se tiene que para todo 7 con a < 7 < 3 el
conjunto
V= g 71(_007 ’Y]
es invariante positivo para el flujo . Como V' C W entonces V es compacto
y de acuerdo a las observaciones hechas anteriormente ¢*(x) = oo para todo
x e V.

Ahora si [0,t] - x C g [« (] entonces

B-a<glt-x) —g(x) = / §(r - X)dr = / (Va(r - %)| — h(r - x))dr.

Luego si T' = “%;‘” entonces para todo x € V

T-x€ g '(—o0,al

Ademds si x € 9V y T < 0 entonces se cumple que t - x € int(V). Luego
por el lema de continuidad la funcién

H:[0,T|xV —E
definida

H(t,x) = { (x _]f(;)‘>t_l : z ig (4.6.3.4)

es una homotopia que satisface para todo (¢,x) € [0,7]0V se tiene H(t,x) #

0. Luego por la propiedad de escisién se tiene

d(h, W,0) = d(h, int(V),0) = d(H(T, ), int(V),0)

Finalmente consideramos la homotopia
K:[0,1]xV —E
definida

X — Xp

K(s,x)=(1—-s8)H(T,x)+ s T

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B(xq, ) C int(V'). Dado
que
K(s,x) = (x — [sxg + (1 — s)T - x))T"
y que T-x C g~ (=00, a] se sigue que para todo (s,x) € [0,1] x OV K(s,x) #
0. Entonces

A(H(T,-),int(V),0) = (T (id — x¢),int(V),0) = 1. B
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Corolario 4.6.3.14 Sea g € CYE,R) coerciva, esto es, g(x) — oo si
|z| — oo. Si para algin ro > 0 se tiene Vg(x) # 0 para ||z| > 1o en-
tonces d(Vg,r - B,0) =1 para todo r > ry.

Demostracién. Consideramos B = B(0,1), a = méxg(roB) y r =
{|Ix]] : 9(x) < a}. Ahora hay que obnservar que estamos en las condiciones
del lema anterior para 3 > maxg(rB) y xo = 0 y el resultado se sigue
aplicando la propiedad de escisién del grado. B

Ahora podemos probar el resultado fundamental de esta subseccién refe-
rido a la existencia de soluciones T-periddicas.

Teorema 4.6.3.15 (Teorema de Krasnosel’skii).
Sea E un espacio de Hilbert finito dimensional, tal que f € C'~(Rx E, E)
es T-periddica en la variablet € R. SiV € CY(E,R) tal que para algin ry > 0

(VV(=) | f(t,2) <0,
para todo ||x|| > rg y 0 <t <T entonces la ecuacion T-periodica

= f(t,x)
tiene al menos una solucion T-periodica.

Demostracién. Comenzamos con el caso V(x) — oo cuando ||x|| —
0.

Nuevamente consideramos B = B(0,1), a = méx g(roB) y Q@ = V~(—o0, al.
Luego € es relativamente compacto y de acuerdo al criterio 4.6.3.11, cada
punto x € JN es T-irreversible y ademés Dom(ur) C €.

Ahora de la hipétesis del teorema, (VV (x) | f(t,x)) < 0, por la propo-
sicién 4.6.3.10 y el corolario 4.6.3.14 se sigue que d(f(0,-),2,0) # 0. Luego
aplicando la propiedad de solucion se sigue el resutlado.

Si V(x) — —oo cuando [|x|| — o0. entonces por la periodicidad de
f(-,x) se puede aplicar el caso anterior a la funcién —V y la eccuaciéon z =
—f(t,z). Luego la ecuacién tiene una soluciéon T-periédica v. Si ponemos
u(t) = v(—t) obtenemos para todo t € R

u(t) = —v(=t) = =(=f(t,v(=1))) = f({,v(=1)) = f(t, u(?)).

Luego u es una solucién T-periédica de la ecuacién x = f(¢,x). B
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Observacién 4.6.3.16 1. La prueba da una estimacion a priori para las
soluciones T-periédicas.

2. La funcién V' que realiza la condicién del producto interno se llama
guiding function de la ecuaciéon

* Orbitas periodicas y puntos criticos de los flujos planos.

Teorema 4.6.3.17 SiT es una curva de Jordan de clase C* y ¢ € CH(T',R?*/{0})
un campo de vectores tangentes orientados positivamente a lo largo de I', es
decir en cada punto x el vector ¢p(x) tiene la misma direccion que el vector
tangente, entonces d($,$2,0) = w(p, ') =1

Demostracion. Es consecuencia de la defincién que hemos dado del
nimero de vueltas y la coincidencia con la nocién de grado. l

Teorema 4.6.3.18 Sea f € C'(X,R?) un campo plano y v una drbita pe-
riddica no-critica de la ecuacion diferencial & = f(x) tal que su interior
Q2 C X. Entonces d(f,§2,0) = 1.

Demostracién. Consideramos v = 0f2 con la orientacién de borde indu-
cida por Q y el flujo asociado al campo — f. Luego d(—f,,0) = (=1)%d(f,Q,0) =
1 y de ahi el resultado. B

Corolario 4.6.3.19 Con las mismas hipotesis que en el teorema anterior
existe al menos un punto critico.

Demostracién. Es consecuencia directa del hecho de que d(f,2,0) =
140. 1

Esto puede ser usado para probar lano existencia de 6rbitas periddicas,
no-criticas.

Proposiciéon 4.6.3.20 Sea X simplemente conexo y supongamos que f tiene
eractamente un cero, en y. Entonces si xy es un punto de ensilladura
entonces no existen drbitas periddicas no-criticas de la ecuacion & = f(x).

Demostracién. Si vy fuera una orbita periédica no-critica de la ecuacién y
() su interior entonces por ser X simplemente conexo tendriamos que 2 C X.
Luego por el teorema 4.6.3.18 se cumpliria 1 = d(f,,0) = i(f,Xq). Pero
por otro lado como se trata de un punto de ensilladura i(f,x,0) = —1y se
llega a una contradicion. Il

Por tltimo podemos dar un criterio de existencia de punto critico
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Proposicion 4.6.3.21 Sea K C X compacto, simplemente conexo, no vacio
y positivamente (o negativamente) invariante. Entonces existe al menos un
punto critico en K.

Demostracion. Supongamos que K es positivamente invariante y consi-
deremnos un punto x € K. Si la érbita asociada al punto, w(x), no contiene
puntos criticos entonces es peridédica. Como K es simplemente conexo el in-
terior de w(x), que denotamos como 2, estd completamente incluido en X
de manera que en {2 hay un punto critico de acuerdo al corolario 4.6.3.19. Si
K fuera negativamente invariante se aplica el anterior argumento al campo

.
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Capitulo 5

Extension del grado de
Brouwer a espacios vectoriales
normados de dimensioén infinita:
el grado de Leray-Schauder.

La teoria de grado puede formularse para espacios vectoriales localmente
convexos y si bien se pierde algo de generalidad al hacerlo para espacios
normados de dimensién infinita, se simplifica la exposicion. En este capitulo
encaramos esa tarea.

Sea (X, ||||) un R-espacio vectorial normado de cualquier dimensién (e-
v-n). Consideremos {2 C X un conjunto abierto y acotado de X, y 0 su
frontera. Nos preguntamos cudl es la clase de funciones ¢ : @ ¢ X — X
para las cuales podriamos definir una funciéon, que seguiremos llamandola
grado, con las siguientes propiedades:

1. (Normalizacién.) Si p € €2 entonces

d(1,Q,p) =1 (5.0.3.1)

2. (Propiedad de existencia de p-puntos.) Si¢ : Q € X — X
entonces

d(g,Q,p) #0 = IxeN:¢p(x)=p (5.0.3.2)

3. (Invariancia bajo homotopias.) si H es una homotopia tal que pa-
ra todo ¢t € [0,1] p ¢ H:(0) entonces para todo t € [0, 1]

137
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Veremos que no podemos definir tal funcién con las propiedades deseadas
sobre la clase de las funciones continuas. Para esto bastara dar un ejemplo en
el cual la construccion falla. Este ejemplo fue dado originalmente por Leray
[Leray L. 1934] y considerado por varios autores que han trabajo sobre el
tema [Lloyd N. G., 1978 pp 53-54; Cronin J. 1964, pp 128-130].

Ejemplo 5.0.3.22 (Leray). Sea X = C([0,1],R) con la norma infinito.
Sea zy € X la funcién constante, zo(s) = & para s € [0,1], y consideremos
Q={zeX:|z—mzl, <31} abierto y acotado en X. Sea z € X tal que
2(0) =0, 2(1) =1y 0 < z(s) <1paratodos € [0,1] y ¢ : Q@ — X definida
¢(r) =zow.

Consideremos ahora, la homotopia H : [0, 1] x Q — Q definida H(t,z) =
to(z) + (1 —t)z donde (t,z) € [0,1] x Q.

Veamos que H(t,0Q) C 9Q. Siy € 992 entonces ||y — zol|, = 3. Luego
existe algin sy € [0,1] tal que y(sg) = 0 o bien y(sg) = 1 y por lo tanto
0 < y(s) <1 para todo s € [0,1].

Si y(sp) = 0 entonces para todo t € [0, 1]

H{(t,y)(s0) = to(y)(s0) + (1 = t)y(so) =
= t(zoy)(so) =t 2(y(s0)) =t 2(0)) = 0,

y analogamente si y(sg) = 1 entonces para todo t € [0, 1]

H(t,y)(s0) = to(y)(so) + (1 — t)y(so) =
=t(zoy)(so) +1—t=tz2(y(sp)) +1—t= (5.0.3.5)
—tz(1)+1—t=1

(5.0.3.4)

Por otro lado

H(t,y)(s) = to(y)(s) + (1 = t)y(s) = t(z o y)(s) + (1 = )y(s)

y como 0 < z(y(s)) < 1,0 < y(s) < 1 para todo s € [0,1] se tiene que
0 < H(t,y)(s) <1 para todo t € [0,1]. En definitiva ||H(t,y) — zoll, = 3 ¥
as{ H(t,y) € 99 para todo t € [0, 1].

Ahora supongamos que las tres propiedades se cumplen y consideremos
una funcién w € Q. Como H(t,082) C 09Q para todo t € [0,1] entonces
el grado de H; en w relativo a ) esta definido para todo t € [0,1]. Por
invariancia bajo homotopia se tiene que

d(¢, Q,w) = d(I,Q,w).
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Por otra parte, por la propiedad de la identidad
d(o,Q,w) =1
y por la propiedad de solucion, la ecuacion
¢(r) = w
tiene al menos una solucién para algin = € (2.

Veamos que esto es falso. Para ello elegimos w(s) = %s + i y

S OSSS%
z(s) = 1—s 3<s<3 (5.0.3.6)
2(s—1)+1 2<s<1

Ahora se observa que si z € € es una solucién de la ecuacién ¢(z) =
zox = w debe ocurrir que ¢(z)(0) = 2(x(0)) = w(0) = I de manera
que por la definicién de z se tiene que z(0) = 1; andlogamente ¢(z)(1) =
z(2(1)) = w(1) = 2 de forma tal que z(1) = 3f. Ademds observemos que
2(2) = 2(2) = . Luego siendo z continua, por el teorema de los valores
intermedios, se tiene que %, g € [%l; ;—(7]] C S(z) y por tanto existen dos puntos,
S0, 51 € [0,1] con sy # 57 tal que z(sg) = % y z(s1) = % Pero entonces se

obtiene una contradiccién pues en tal caso

w(so) = B()(s0) = 2((s0) = 2(5) = 2(2) = =(alsr)) = (&)(51) = w(s)

con sy # s1. Luego la ecuacién ¢(z) = w no tiene solucion.

Esto demuestra que no podemos definir el grado en espacios normados de
dimension infinita para todas las funciones continuas. Necesitamos restringir
esa clase de funciones.

5.1. Definicion del grado de Leray-Schauder.

El primer paso consiste en delimitar el tipo de funciones para las cuales
podremos definir el grado.

Definicién 5.1.0.23 Sean E y F', e-v-n y M C E. La transformacion T :
M — F' se dice compacta sii

1. T es continua.



140 Capitulo 5

2. Para todo conjunto acotado A C M el conjunto T'(A) es relativamente
compacto, es decir, T(A) es compacto.

Una de las propiedades claves para la definicion del grado en un e-v-n
de dimensién infinita es que las transformaciones compactas con dominios
acotados pueden aproximar por transformaciones cuyo rango es de dimen-
sion finita. Estas funciones se llaman habitualmente de rango finito; més
precisamente:

Definicién 5.1.0.24 Sean E y F, e-v-n y M C E. La transformacion T :
M — F se dice de rango finito sii T(M) =Sr DV, con 'V un subes-
pacio de F finito dimensional.

Teorema 5.1.0.25 (Teorema de aproxzimacion).

Sean E y F, e-v-n y M C E acotado. St T : M — F es compacto
entonces para cada € > 0 eziste una transformacion continua 1. : M — F
de rango finito tal que para todo u € M

1T (w) — To(w)|| < e. (5.1.0.7)

Demostracién. Siendo T(M) un conjunto relativamente compacto po-
demos recubrirlo mediante un conjunto finito de bolas B(v;,€), i = 1,2, ..., n.
en F de radio € y centros v; € T'(M). Ahora paracadai=1,2,...nyu e M
definimos las funciones continuas,

mi-(u) = max{0,e — ||T'(u) — v;||} (5.1.0.8)

Observemos que cada funcién m; . es continua y no negativa m; .(u) > 0
y que m;.(u) # 0 sii u € T7Y(B(vy,¢)). Ademds dado u € M existe un
indice i € {1,2,...,n}, tal que m;(e,u) # 0, de manera que las siguientes
funciones, estan bien definida y son continuas

(a) = mm(u)
0c(a) S (e, w) (5.1.0.9)

parai=1,2, ..., n.
Luego se tiene que

sopb; . = T-1(B(v;,¢))
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D bic(u) =1

1

para todo u € M.

Ahora podemos definir la transformaciéon buscada
T.(u) = 0;.(u)v;.
1

En primer lugar es continua por ser combinacién lineal de continuas y es
de rango finito dado que la imagen de T esta contenida en el sistema generado
por los vectores vi, Vs, ..., V,, 0 sea S, C s.g {vi.vy, ..., v,}. Finalmente
teniendo en cuenta que [|[T(u) —v;|| < € y que Y ] 0;-(u) = 1 obtenemos

que para todo u € M
I1T(w) — T-(w)]| = Hz;z’; 0. (u)(T(u) — v;) ‘
<31 0i(0) | T(u) — vy (5.1.0.10)
<> (u)e=c. N

Nosotros trabajaremos con funciones que resultan ser perturbaciones com-
pactas de la identidad, es decir funciones ¢ de la forma I —T con [ la identidad
sobre Q y T : Q C X — X compacta, con X e-v-n y § un conjunto abierto
y acotado.

Por el teorema 5.1.0.25 podemos aproximar 7" a través de una transfor-
macion T, de rango finito, con € tan pequeno como se necesite. Si p € X
definiremos d(¢, 2, p) mediante el grado de I — T. relativo a un subespacio
vectorial de dimensién finita convenientemente elegido; aqui se debe tener
presente la extension de la nocién de grado a espacios de Banach de dimen-
sion finita establecida en el segundo capitulo.

En lo que sigue, si m < n identificaremos
R"~{xeR": 211 =Tpmio=...=x, =0}
y escribiremos Q" =R™NQ, Q" =R™NQ.

El siguiente lema técnico sera fundamental para esta tarea
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Lema 5.1.0.26 Sean m < n, & C R" un conjunto abierto y acotado y
¢ € C(Q,R™). Supongamos que 1) : Q — R™ tal que

(@) =z + ¢()
Yy X = Y|gm. Entonces si p € R™/1(0N2) entonces

(v, Q, p) = d(x, 2", p) (5.1.0.11)

Demostracién. El resultado es cierto si 2™ = () puesto que en tal caso
p ¢ ¥(Q) y por lo tanto 0 = d(¢, 2, p) = d(x, 2", p).

Supongamos entonces que # (). Observamos en primer lugar que
x(Q™) € R™ y como 9(Q™) € R™/0Q entonces p ¢ x(9Q™) y d(X, Q" p)
estd definido. Si 1)(x) = p entonces x = p — ¢(x) € R™. Luego ¥ ' ({p}) C

Qmy ast v ({p}) = x T ({P})

Consideremos el caso ¢ € A}, ;. Observemos si

M= ( DX>EX) I,?Tm )

entonces para todo x € x " '({p}) = ¥ ({p}) se tiene
sigJy(x) = sigdet M = sigJ,(x)
y por lo tanto, por definicion

A1, p) = D ey Si8Tu(X) =
> xey-1({py) Sigdet M = (5.1.0.12)

2xex-1((p)) 518N ().
Luego en este caso vale la tesis d(¢, Q, p) = d(x, 2™, p).

Ahora vemos el caso general ¢ € Apo Comenzamos eligiendo funciones
ngECl(QR") j—123 ncongbj—()paratodoy—mm—l—l ., n tal
que si gb (¢1, ¢2, . ,¢n) entonces para todo x € Q se tiene

660 = o) < plp, w(02).

Ponemos_{b\(x) =x+ gg(x) y consideramos Y = Tmﬁ"‘, la restriccién de {b\
al conjunto Q™.
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Por otro lado como 12_1({p}) C Q™ y el conjunto de puntos criticos de
X, C%, tiene m-medida cero podemos suponer que p ¢ Cf, trasladando la
funcién ¢ un poco si fuera necesario. Luego

d(v,Q,p) =d(¥, 2", p)
y el resultado se sigue de la primera parte de esta demostracién. B

Una vez delimitada la clase de funciones sobre las que operaremos ha-
remos uso del teorema 5.1.0.25 y del lema 5.1.0.26 para definir el grado de
Leray-Schauder. Para organizar esa tarea destacamos cuatro pasos funda-
mentales.

Recordamos que X es un e-v-n, 2 C X un conjunto abierto y acotado,
PEXyop:Q— X, donde ) =1—T es una perturbacién compacta de la
identidad, Ademas seguimos suponiendo como siempre que p ¢ ¢(952).

1. En primer lugar afirmamos que

r=p(p,¢(02)) = inf {[[p - ¢(x)} > 0.

Supongamos que no, entonces existe una sucesion {x, b,en C 0€2 tal que
¢(x,) — p. Siendo T' compacto y {x, }nen acotada existe una subsucesion
de {T'(x,)}nen que converge. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que se trata de la misma sucesion. Luego existe y € T/(Q) tal que T(x,) —
y. Entonces

Pero siendo que 052 es cerrado entonces y +p € 9f2. Ademas por continuidad
y unicidad del limite

y = lim T'(x,)=T(y +p)

n——oQ

y en consecuencia

o(y+p)=Iy+p)—-T(y+p)=y+p-y=p

Pero entonces se concluye que p € ¢(9f2) y esto contradice lo que hemos
supuesto.

2. En segunda instancia si 0 < ¢ < r entonces de acuerdo al teorema
5.1.0.25 existe una tansformacién de rango finito que satisface ||T'(u) — Te(u)|| <
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e. Sean S. = 5.g{T.(Q);p}, 2 = S.NQ y para todo x € Q consideremos la
funcion

Oe(x) = x — To(x).

Ahora 2. es un conjunto abierto y acotado de S., y 02, C 0f). Entonces
¢:(0€).) C S. y para todo x € 0f) se tiene que

l¢(x) =pl| 27 —e>0

de manera que p ¢ ¢-(0)) v d(¢pe, 2, p) esta definido. En el caso de que
Q). = definimos d(¢., 2., p) = 0.

3. En tercer lugar observamos que d(¢., {2, p) es independiente de ¢ si
0 < e < r. Para ver eso consideramos ¢, € (0,7) y S, = s.g {5 5,},
Teniendo en cuenta el lema 5.1.0.26 se tiene que

d((bs’ QE’ p) = d(¢€a Qm p)
d(¢y, Uy, ) = d(¢y, i, P)- (5.1.0.13)

Ahora consideramos la homotopfa H : [0, 1] x Q, — Q,, definida

H(t,x) = tp.(x) + (1 — t)py(x).
Entonces

I1H: — o(x)]| <

tllge(x) = o(X)[| + (1 = 1) [y (x) = ¢(x)] (5.1.0.14)
<te+(1—-t)p<r

Asimismo si x € J€,, tenemos

IHi(x) — pll = [[¢(x) — p|l — ll¢(x) — Hi(x)]| > 0.
Luego vale que
d(¢na Qua p) = d(¢57 Q,ua p)

y aplicando la ecuacién (5.1.0.13) se obtiene la independencia.

4. Finalmente elegimos V O S. un R-e-v de dimensién finita, con 0 <
€ < r,y consideramos {2y = Q2 NV. Entonces aplicacndo el lema 5.1.0.26 se
obtiene

d<¢85 QVa p) = d(gb&‘) Qsa p)

Como sintesis podemos dar la siguiente:
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Definicion 5.1.0.27 Defincién del grado de Leray-Schauder Sean () C
X abierto y acotado, ¢ = I — T con T : Q — X compacto, p € X/H(0Q) y

(b =1 —T donde T es una transformacion continua de rango finito definida
sobre Q tal que

HT(:B) - f(m)H < p(p, $(09)). (5.1.0.15)
Elegimos V un R-e-v de dimension finita, tal que

V > s.g{T(Q), p}
y consideramos el siguiente conjunto
Qv=0NV
que resulta ser abierto y acotado. Luego definimos

d(¢,Q, p) = d(, v, p) (5.1.0.16)

Observacion 5.1.0.28 Algunas observaciones referidas a la condicion de
acotacion del dominio.

1. La denominacion ”transformacion compacta’no se emplea de manera
univoca. Agunos autores consideran como compactas transformacio-
nes T': X — X con la propiedad de que T(X) sea relativamente
compacto. Otros denominan a tales transformaciones ¢ompletamente
continuas”. En tales casos no se pide que € sea acotado.

2. La definicién que hemos dado puede adaptarse facilmente para un do-
minio () finitamente acotado, esto significa que para cada V, R-e-v de
dimensién finita, Q2 NV es acotado.

3. También podemos definir la nocién de grado para ¢ =1 — T, donde T'
manda acotados en precompactos. En principio esta condicién es mas
débil que T' compacto, pero para espacios completos coinciden.

Observacion 5.1.0.29 Cronin define el grado para transformaciones de Leray-
Schauder generalizadas admisibles. es decir para funciones ¢ :  C X — X,
X e-v-n, 2 C X abierto y acotado, del tipo

P(x) = A(x) - x — T(x)
con A una funcién a valores reales tal
O<m<Ax)<M

para todo x € €. La condicién de admisibilidad sigue siendo la misma:

p & #(09) [Cronin, J. 1964].
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5.2. Algunas propiedades del grado de Leray-
Schauder.

En el segundo capitulo hemos demostrado una serie de resultados de la
teoria de grado. Esos resultados fueron establecidos en los teoremas: 2.2.0.10
(normalizacién), 4.4.1.7 (propiedad de solucién), 2.6.1.3 (punto 1: 4(-, 2, p)
es localmente constante en la primer variable y punto 2: invariancia bajo
homotopias), 2.6.1.5 (la funcién d(¢, 2, p) es localmente constante), 2.6.1.6
(dependencia de los valores sobre el borde), 2.6.1.7 (Poincaré-Bohl), y 2.6.1.8
(traslacion). En esta seccién consideramos las propiedades anédlogas en el con-
texto de las transformaciones de Leray-Schauder. Las demostraciones siguen
las estrategias utilizadas en la definicién 5.1.0.27 y la teoria del grado de
Brouwer.

Como en la seccion anterior X es un e-v-n, 2 C X abierto y acotado,
peX,¢9p:Q— X, v=1—-T conT compacto y p ¢ ¢(0%2).

Antes de comenzar precisamos cierta notacién que simplifique la escritura.
Denotamos al conjunto de todas las transformaciones compactas como

KM)={T:MCX — X:T es compacto} (5.2.0.17)
y al conjunto de las perturbaciones compactas de la identidad, como
Ki(M)={¢p=1-T:T e K(M).}. (5.2.0.18)

Una perturbacién compacta de la identidad admisible esuna trans-
formacién ¢ € K;(Q2) tal que p ¢ ¢(992). Denotamos a dicho conjunto de la
siguiente manera

Kip@Q={6=1-T:TeK(®)yp¢o02.). (5.2.0.19)

Una perturbacién compacta de la identidad admisible, ¢ € K () suele
llamarse transformacién de Leray-Schauder [Rothe E. H., 1984].

En primer lugar comprobaremos que con esta definicién se cumplen las
tres propiedades fundamentales.

Teorema 5.2.0.30 (Normalizacidn.)
Si ¢ =1 es la funcion identidad entonces

1st pefl
d(¢, €, p) = { 0si péQ (5.2.0.20)
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Demostracion. En este caso T' = 0 de manera que elegimos T=0 yV
un R-e.v tal que V D s.g.{p}. Luego se aplica el resultado andlogo relativo a
la teoria del grado de Brouwer. B

Teorema 5.2.0.31 (Propiedad de solucion.)
Sea ¢ € K1 ,(2) y d(, 82, p) # 0. Entonces existe x € ) tal que ¢(x) = p.

Demostraciéon. Consideramos una transformacién de rango finito T =
1. que aproxima a Ty V un R-e.v como en la definicién 5.1.0.27 tal que
d(¢,Q,p) = d(¢,y,p) donde como siempre Qy = QN V. La funcién ¢
estd definida sobre Q y por eleccién para todo x € Q se tiene

o0~ 360 = 1) - T)| < =

Ahora teniendo en cuenta que d(¢, €2, p) # 0 entonces para todo n sufi-
cientemente grande, existe x,, € 2 tal que

x, — T1(x,) = p.

Luego se obtiene una sucesién {x, h,en acotada y como {T'(x,)}nen es rela-
tivamente compacto existe una subsucesion que converge. Nuevamente po-
demos suponer que se trata de la misma sucesién de forma que {7'(x;) }nen
converge a un punto ¢. Entonces

1
<3

I, = Tloca) = Pl = || 72 (x0) = T, | < =

y por lo tanto x,, — (+p. Teniendo en cuenta que 71" es continua y el limite
es unico T'(x,) — T(¢ + p) y por lo tanto T(¢ + p) = ¢. Asi

p(+p)=C+p-T({(+p)=¢(+p—¢=p N

Para comprobar la invariancia bajo homotopia necesitamos adecuar el
concepto de homotopia a las transformaciones compactas.

Definicién 5.2.0.32 (Homotopia de transformaciones compactas.) Sean
McC X yH:[0,1]x M — M una funcion tal que para todo t € [0,1] se tie-

ne que Hy € K(M). Se dice que H es una homotopia de transformaciones
compactas sobre M si dado ¢ > 0 y L C M acotado entonces existe
d=0(e, L) tal que siz€ L y |t —s| < 0 entonces

| H,(z) — Hy(z)|| < ¢ (5.2.0.21)
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Teorema 5.2.0.33 (Invartancia bajo homotopia compactas.)
Sea Q) C X abierto y acotado y H una homotopia de compactos sobre
Q tal que para todo t € [0,1] ¢ = (I — H;) € K ,(Q). Entonces para todo
te0,1]
a1, 2, p) = (0, 2, p). (5.2.0.22)

es decir el grado es independiente de t.

Esquema de la Demostracién. En primer lugar se prueba que existe
r > 0 tal que
[6¢(x) —pll =7

uniformemente para todo ¢t € [0,1] y x € 0.

Si suponemos que no, entonces existiran sucesiones {t,} C [0,1] y {x,} C
99 tal que para todo n € N |[n,|| = ||¢r, (%) — p|| < +. La sucesion {t,}
tiene una sucsucesion convergente, digamos que converge a 7 € [0, 1]. Luego
siendo H, compacta y {x,} acotada entonces H,(x,) tiene una subsucesion
convergente que la identificamos con la original, digamos que

H (x,) —Yy.

Usando el hecho de que la homotopia es de transformaciones compactas

sobre Q se tiene
| Hr (%) — Hy, (x0)[| — 0.

Luego
th (Xn) - y

y
Xn=77n+th(Xn)+P—>Y+p-

Como x,, € 02 entonces y + p € 9f). Pero entonces ¢.(y + p) = p y por lo
tanto se contradice que p ¢ ¢:(0S2) para todo t € [0, 1].

A continuacién se define la relacién de equivalencia en [0, 1]

s ~t sii d(¢ps, 2, p) = d(¢ér, 2, P)

cuyas clases resultan ser abiertas. Como consecuencia de que [0, 1] es conexo
existe una sola clase; en particular 0 ~ 1 y de ahi el resultado. B

Hemos visto en los capitulos anteriores que el grado de Brouwer de una
funcién sélo depende de los valores que ella asume en en el borde, teorema
2.6.1.6 y observacion 3.3.0.16. Esto mismo sucede con el grado de Leray-

Schauder.
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Teorema 5.2.0.34 (Dependencia del grado respecto de los walores
del campo sobre el borde.) San ¢1, P2 € K;,(Q) tal que g1 = ¢ sobre
0f2. Entonces

d(¢1,Q, p) = d(¢2,Q, p). (5.2.0.23)

Demostracion. Sea ¢y =1 —T1y ¢ = I — 1. Sea H la homotopia de
transformaciones compactas sobre €, H : [0,1] x Q@ — Q definida

H(t,x) =tT1(x) + (1 — t)Tx(x)
y ¢ =1— H,.

Si x € 02 entonces como ¢; y ¢o coinciden sobre el borde se tiene que
para todo t € [0, 1], ¢+(x) = ¢1(x) de manera que para todo t € [0, 1] se tiene
que X ¢ ¢,(092). Luego concluimos que

d(¢1,9, p) = d(¢2, 2, p). B

El teorema de Poincaré-Bohl, sigue siendo valido en el contexto de la
toeria del grado de Leray-Schauder.

Teorema 5.2.0.35 (Teorema de Bolh—-Poincaré para el grado de Leray-Schauder.)
Sean ¢g, ¢1 € K;1,(Q) y para todot € [0,1], z€ Qy H : [0,1]xQ — X
definida
H(t, ) = (1= t)go + tr

tal que para todo t € [0,1] se tiene p ¢ H,(0N2)). Entonces d(Hy;, Q, p) es
independiente del pardmetro t.

Demostracion. Bastara con ver que H es una homotopia de transfor-
maciones compactas. Para ello observemos que siendo ¢g(x) = x — Fy(x) v
¢1(x) = x — Fj(x) ambas perturbaciones compactas de la identidad, se tiene
que

H(t,x) = (1 — t)[x — Fy(x)] + t{x — Fi(x)] = x + [(1 — ) Fy(x) + tFy(x)]

es una perturbacion compacta de la identidad. Por otro lado la hipétesis

garantiza que H; € K ,(€2) y por lo tanto el grado esta definido. Ahora se
aplica el teorema 5.2.0.33. B

Hemos visto, en el cuarto capitulo, dos versiones del teorema de Rouche
4.5.0.6 y 4.5.0.7. Para finalizar esta seccién generalizamos el teorema de Rou-
che, en el contexto de los espacioes de Banach X de dimension infinita. Esta
generalizacién es una consecuencia del teorema de Poincaré-Bohl
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Teorema 5.2.0.36 (Generalizacion del Teorema de Rocuhe.)
Sean ¢g, € Krp(2) y ¢1 : Q@ — X wuna perturbacion compacta de la
tdentidad tal que

[¢1(®) — do(@)[| < [l¢o(x) — pl]

para todo x € 0N). Entonces ¢1 € K p,(S2) y ademds

d(¢17 Qv p) = d(¢07 Q) p)

Demostracién. Para todo t € [0,1] y x € Q) definimos
H(t,x) = (1 —1t)¢o + tor.
Entonces para todo x € Q se tiene
Hy(x) = p = ¢o(x) — p + t[¢1(x) — do(x)]

y por lo tanto

[1Hi(x) = pll > l[#o(x) = Pl = [l$1(x) = do(x)]] -

De aquf se deduce que para todo t € [0,1] vale que p ¢ H(0(2)) de

manera que H; € K;,(€2). Ahora el resultado se obtiene aplicando el teorema
5.2.0.35.

Otra propiedad de importancia que se cumple es la invariancia bajo tras-
lacién

Teorema 5.2.0.37 (invariancia bajo traslacion). Sea ¢ € K;,(Q),
qge X y ¢1(x) = ¢(x) — q para todo x € ). Entonces

d(¢, 2, p) = d(¢1,%p — q). (5.2.0.24)

Demostracion. Sean ¢ = I — Ty ¢ =1 —-TiconTy =T +qy
T, 77 € Ky(9). Supongamos que T es una transformacién de rango finito
que aproxima a 1" en el sentido de la definicién del grado de Leray 5.1.0.27,

entonces para todo x € Q vale que

|76 = T)|| < 7 = o3 0(02).
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Luego si ponemos T\l =T+ q se tiene que ﬁ aproxima a 717 y para todo
x € () se cumple que

| 7160 = Ti0)|| < v = pl: 0(02).

Ahora elegimos un V un R-espacio vectorial que contenga 77 (), Ty (€),
Py P —qy ponemos {y = QN V. Entonces definiendo ¢ =1 —T'y ¢1 =
I — T} se tiene por definicién 5.1.0.27 d(¢, Q,p) = d(¢,Qy,p) y también

d<¢17 va - q) = d(&sl:QVap - q)

Ahora se aplica el teorema 2.6.1.3, referido a la invariancia bajo transla-
cion relativa a la teoria del grado de Brouwer a los dos miembros derechos y
obtenemos el resultado deseado:

d(¢7Q7p> = d(¢17 Qap - q) u

Cerramos esta seccion senalando otras propiedades validas para el grado
de Leray algunas de las cuales hemos probado para el grado de Brouwer;
sus demostraciones o bien resultan de las propiedades ya demostradas o bien
se basan en la misma estrategia utilizada anteriormente: se comienza por
elegir una aproximacién de rango finito de la transformacién compacta y
un subespacio de dimension finita que contenga al sistema generado por el
rango de la aproximacion y el punto en cuestion; luego se aplica alguna de
las propiedades ya probadas para el grado de Brouwer; estas demostraciones
pueden encontrarse en el texto " Degree theory”de LLoyd [LLoyd N. G.,1978|.

Teorema 5.2.0.38 La funcidn grado es localmente constante en la
primer variable).
Sean ¢ € K ,() tal que para todo x € €2,

[p(x) — ¢ ()| <7 = p(p, $(59)

Entonces,

Ve Krp(Q) y d(¢,Q,p) = d¥, 2 p). (5.2.0.25)

(Referencia andloga en la teoria de Brouwer: punto uno del teorema 2.6.1.3).

Teorema 5.2.0.39 (La funcion d(¢,(),p) es localmente constante.)
Sea ¢ € K1 ,(S2). Entonces d(¢, <2, p) es el mismo para todo p en el mismo
componente conezo de [p(0N2)]

(Referencia andloga en la teoria de Brouwer: teorema 2.6.1.5).
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Teorema 5.2.0.40 Sea ¢ € K;,(Q) Entonces

1. 1. (Descomposicion del dominio). Sean {);}1<i<, abiertos que par-
ticionan a €2 entonces

d(¢’Q7p) = Z d(¢i7Qiap) (5.2.0.26)

1<i<n

donde ¢ = 6],
2. 2. (Escision). Si K C Q es cerrado y p & ¢(K). entonces

d(¢, <, p) = d(¢,Q2 — K, p) (5.2.0.27)

(Referencia andloga en la teoria de Brouwer: teorema 2.6.2.1).

Teorema 5.2.0.41 (Teorema de la Multiplicacion.)

Sea ¢ € K1 ,(Q), M D ¢(Q) abierto y acotado; /N = M — P(09) y
N;, i = 1,2... los componentes conexos de /. Entonces si ¢ € K() y
D ¢ V(p(0N)) Up(OM) entonces

d(hod, Qp) = d), A, p)d(6,Q A) (5.2.0.28)

J

(Referencia andloga en la teoria de Brouwer: teorema 2.7.0.10).

Teorema 5.2.0.42 (Transformaciones impares).
Sea X un espacio de Banach, ) C X abierto, acotado, simétrico tal que
0eQ Si¢pe Kio(Q2) ypara todo x € €

¢ , o(-2)
o ()] (=)l

entonces d($,$2,0) es un entero impar.

]

Una de las consecuencias de este resultado es un importante teorema de
la aplicacién abierta.

Teorema 5.2.0.43 (Invariancia del dominio).
Sea X un espacio de Banach, y Q) C X abierto y acotado. Si ¢ € K(S2)
es inyectiva entonces ¢()) es abierto.
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Teorema 5.2.0.44 (Separacion).

Sean X un espacio de Banach, §21,§2 C X abiertos, acotados y homeo-
morfos via h € K;(Q). Entonces [Q1]¢ y [Q° o bien tienen la misma cantidad
finita de componentes conexas o bien ambos tienen una cantidad infinita nu-

merable de componentes conexas.

Teorema 5.2.0.45 (Grado de homeomorfismos). B B
Sea X un espacio de Banach, Q C X abierto, acotado, y ¢ : 2 — ¢(2)

biyectiva y ¢ € K[(2). Entonces, si p € ¢(Q) entonces d(¢, <2, p) = 1.

Teorema 5.2.0.46 (Invariancia bajo homotopias compactas generalizada).
Sean Q C [0,1] x X abierto y acotado, f : Q@ — X compacto, ¢i(x) =
z— f(t,z) y R
G ={xecX: (t,z) € Q}.

Si para todo t € [0,1] se tiene que ¢y € K ,(Q) entonces d(dy, s, p) es
independiente de t € [0, 1].
(Referencia andloga en la teoria de Brouwer: teorema 2.6.2.4).
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Capitulo 6

Algunas consecuencias y
aplicaciones de la teoria del
grado de Leray-Schauder.

6.1. Teoremas del punto fijo para funciones
compactas definidas en un espacio vec-
torial normado de dimensién infinita.

Teorema 6.1.0.47 Sea S C X cerrado, acotado, convexo tal que 0 € S°.
Sipe K(S)yo(S) CS entonces ¢ tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. La demostracion es esencialmente la misma que se ha
dado para el grado de Brouwer. Sea 2 = S°. Entonces (2 es abierto, no
vacio, acotado, convexo, con 9§) = 05. Se considera la misma homotopia
H(t,x) = x — t¢(x) para t € [0,1] y x € Q. Si algtin punto del borde es fijo
nada hay que probar, suponemos entonces que para todo x € 92 se tiene
¢(x) # x. Esto implica de manera inmediata que 0 ¢ H;(0%2). Pero ademés
es facil ver que todo 0 < ¢ < 1y todo x € 0N se tiene que t - ¢(x) € €.
En definitiva 0 ¢ H,(0Q2) para todo t € [0, 1]. Luego el grado d(H,2,0)
estd definido para todo t € [0,1].

Por la invariancia bajo homotopia y el grado de la identidad se concluye
que
d(l —¢,Q,0) =4([,2,0) = 1.

La existencia de un punto fijo ahora se sigue del teorema de la existencia
de solucién de la ecuaciéon x — ¢(x) = 0. W
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Observacién 6.1.0.48 En el proximo teorema relajamos un poco la hipote-
sis referida a S.

Teorema 6.1.0.49 Sea S C X cerrado, acotado, tal que S° = Q # (. Sea
¢ € K(S) y supongamos que existe w € ) tal que para todo X > 1 y todo
x € 0N) vale:

o(x) — w# Nz — w).

Entonces ¢ tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Omitimos la demostracién que es completamente analo-
ga a la dada en 4.4.1.7 para el grado de Brouwer. Bl

Se puede levantar la restriccion de que el conjunto S° sea no vacio a través
del teorema de Dugundji, que utiliza el teorema de extension de Tietze. En
primer lugar definimos la capsula convexa de un conjunto.

Definicién 6.1.0.50 Definimos la capsula conveza de S co(S) como la
interseccion de todos los convexos que contienen a S y la cdpsula conveza
cerrada de S ,¢o(S), como la interseccion de todos los convezos cerrados
que contienen a S.

Teorema 6.1.0.51 (Teorema de Dugundji.)
Sea X métrico, S C X cerrado y L un e-v-n. Entonces toda f : S — L
continua tiene una extension continua F : X — L tal que F(X) C co(f(S)).

Teorema 6.1.0.52 (Teorema de Schauder.) Sea X un e-vny S C X
cerrado, acotado, convexo y no vacio. St ¢ € K(S) tal que ¢(S) C S, entonces
¢ tiene al menos un punto fijo.

Demostracién. Sea B una bola cerrada que contiene a S centrada en
el origen. Por el teorema 6.1.0.51 S es una retraccién de B, es decir, existe
r: B — S tal que r(x) = x para todo x € S. Se define ¢ = ¢ or que
resulta ser compacta puesto que lo es ¢. Ahora estamos en las condiciones
del teorema 6.1.0.47 para cerrados convexos no vacios con el origen en su
interior y aplicaciones compactas, luego existe un punto fijo ¢ de ¢. Entonces

¢ =9¢(C) € 4(B) € Sy (=¢(¢) =¢(r(¢)) = ¢(¢). W
Una consecuencia mas o menos inmediata de este teorema es el siguiente:

Corolario 6.1.0.53 Sea X un e-v-nyS C X cerrado, acotado, convezo y no
vacio. Sea S homeomorfo a S C X wia h. Si ¢ € K(S1) tal que ¢(Sy) C Sy,
entonces ¢ tiene al menos un punto fijo.
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Demostracion. Dado el homeomorfismo A se define ¢ : S — S, ¢ =
h=Yo ¢oh que resulta ser compacta puesto que lo es ¢. Luego por el teorema
de Dugundji ¢ tiene un punto fijo ¢ y por lo tanto h(¢) es un punto fijo de
. R

Corolario 6.1.0.54 Sea X un e-v-ny S C X compacto y convexo. Entonces
S-ppf.

Demostracion. Sea ¢ : S — S continua. Como S es compacto enton-
ces ¢ es compacta y tiene un punto fijo de acuerdo al teorema 6.1.0.52 de

Schauder. B

Observacién 6.1.0.55 Las observaciones que siguen muestran que no es po-
sible generalizar el teorema del punto fijo de Brouwer para conjuntos cerrados,
acotados y convexos. Mdas precisamente Dugundji demostré que B(0,1) C X-
ppf sii dim X < oo [Dugundji,1951].

Nosotros demostramos esa imposibilidad presentando el siguiente ejemplo
debido a Kakutani [Brown R. F, 1993].

Ejemplo 6.1.0.56 Kakutani. 7"Existe un conjunto C cerrado, acotado y
convexo de un X e-v-ny ¢ : C — C continua tal que ¢ no tiene punto
fijo.”

Consideramos X = I* = {(2,)n>1 C R: > ., 2% < oo}. Para cualquier
X = (Tp)nz1 definimos [[x[| = /> . 3. Luego (X,|[|.]]) es un e-v-n de

dimensién infinita. Consideremos la bola unitaria C' = {x € X : ||x|| < 1}
que resulta ser cerrada acotada y convexa. Ahora consideremos

o(x)=(y/1-— ||x|\2,x1,x2, ey Ty ot

definida sobre C. Entonces observando que || f(x)|| = \/(1 —Ix|1*) + |Ix]* =
1 se concluye que ¢(C) C S, donde S es la esfera de X de radio 1y centro 0.

Luego se tiene ¢ : ' — (' definida continua por ser composicion de
continuas. Ahora veamos que ¢ no tiene ningtin punto fijo. Si tuviera algtin
punto fijo digamos x entonces f(x) = x, de manera que xy € S pero entonces
f(x) = (0,21, 29, ..., Ty, ...) = (21, T2, %3, ..., Ty, ..) lo cual implica que x = 0
absurdo.

El punto fundamental del ejemplo de Kakutani es que f(S) no es com-
pacto. Para ello basta considerar la sucesién x = {e;};>1 donde para todo
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J = 1,2, ... lasucesion e; tiene un 1 en el lugar j y ceros en cualquier otro. Es-
ta sucesién no tiene ninguna subsucesion convergente puesto que para ¢ # j
se tiene que ||e; - ;]| = V2.

Finalizamos esta seccién con una serie de variantes referidas a los teoremas
de punto fijo. El lema siguiente es la clave del posterior teorema

Lema 6.1.0.57 Sea X un espacio de Banach. Si S C X es compacto enton-
ces ©o(S) es compacto.

Teorema 6.1.0.58 Sea X un espacio de Banach. Si S C X cerrado y
convero y ¢ : S — K es continua con K C S compacto, entonces ¢ tiene
al menos un punto fijo.

Demostracién. Existe un compacto F' tal que S D F D ¢(S). Entonces
de acuerdo al lema Fy = co(F') es compacto y vale que Fy C S C ¢(Fy) C Fo.
Ahora Fj es un conjunto compacto y convexo de un e-v-n y por lo tanto tiene
la propiedad del punto fijo. B

Teorema 6.1.0.59 Sea X un e-v-n, y S C X cerrado, acotado, convexo tal
que 0 € S°. Sea H : [0,1] x S — X wuna homotopia de transformaciones
compactas tal que H(0,05) C S y H(t, x) # x para todo t € [0,1) y x € IS.
Entonces ¢ = H(1,-) tiene al menos un punto fijo

Demostracién. El conjunto S es convexo y 2 = S° #, 90 = 0S. Se
define la homotopia

G(t,x) =x— H(t,x)

para t € [0,1] y x € Q. De acuerdo a la hipétesis del teorema 0 ¢ G(t, 0)
para todo t € [0,1). Podemos suponer también que 0 ¢ G(1,09) = [I —
¢](09) de lo contrario nada hay que probar. Luego por la invariancia bajo
homotopia

d(Gy,2,0) = d(G4,12,0).
Ahora d4(Gy,2,0) =1 pues 0 € Q

Corolario 6.1.0.60 (Teorema de Schaefer).
Sea ¢ € K(X) y supongamos que

S={u: u=X\-¢(u) para algin X € [0,1)}

es acotado. Entonces ¢ tiene al menos un punto fijo.
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6.2. Existencia de soluciones T periddicas pa-
ra sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden.

En esta seccién utilizaremos el grado de Leray-Schauder para probar la
existencia de soluciones periodicas de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden, bajo determinadas hipétesis.

Teorema 6.2.0.61 Sean f : [0,7] x R" — R" una funcion continua,

IT=1[ri;rf] X oo x rysrd] x .. x [rn, rF] donde para cada i =1,2,...,n, r;
y r; son escalares tales que r; < r. Consideremos para cada i =1,2,...,n
las caras i-ésimas del pamlelepzpedo I denotadas c(i,—) = {x € I : z; =
ri}, cli,+) = {x € [ : z; = r]}, anterior y posterior respectivamente.
Entonces si para cada i =1,2,...,n

e
+
(2

Txeti—) <05 filorxe@) >0 (6.2.0.1)

el problema T -periodico

) (6.2.0.2)

tiene alguna solucién w € C*([0,T],R™) tal que para todo t € [0,T] se tiene
u(t) € I, es decir, para cada i =1,2,...,n se cumple que

ry <w(t) <rf (6.2.0.3)

Observacion 6.2.0.62 La demostracion de la proposicion se basa en una
técnica muy utilizada en el contexto de las pruebas de existencia de sub y
supersoluciones (ver teoremas 6.3.1.2 y 6.3.2.8).

El esquema de la estrategia es el siguiente. Para probar la existencia de
una solucién se consideran dos etapas.

I) Consiste en mostrar mediante el teorema de Schauder que cierto pro-
blema T-periédico, modificacién del original, tiene solucién; esto requiere:

1. Definir el problema auxiliar que es el original modificado.

2. Interpretar la existencia de soluciéon como un problema de existencia
de punto fijo de cierto operador, convenientemente definido.
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3. Probar que el operador asi definido esta en las condiciones del teorema
de Schauder (o bien de algin otro teorema de punto fijo). Con esto se
asegura la existencia de alguna solucion del problema modificado.

IT) Consiste en mostrar que toda solucién del problema modificado nece-
sariamente satisface 6.2.0.3; el resultado serd una consecuencia inmediata del
hecho de que si la solucién satisface 6.2.0.3 entonces en verdad el problema
auxiliar 6.2.0.4 y el problema 6.2.0.2 coinciden.

1. Probar que cualquier soluciéon del problema modificado tiene imagen
en I.

2. Concluir que el problema original tiene alguna solucién y ademaés su
imagen esta en I.

Demostracién. Organizamos la demostracion con base en el comentario
antrerior.

I. A partir del problema T-periédico 6.2.0.2 consideramos el sistema au-
xiliar T-periddico

il — Mui = fi(t, P(w) — AP(u), (t,u) € (0,T) x R"
(T) (6.2.0.4)

donde u € C([0,T,R"), A >0y P : R" — R" P = (P, Ps,..., P,)

esta definida de la siguiente manera: para cada i =1,2,...,n

z;  siry <mx <rf
P(x)=<¢ 1, six; <r; (6.2.0.5)
- si x; >

Estudiaremos en primer lugar la existencia de solucién del problema
6.2.0.4.

Observacién 6.2.0.63 1. P(R") C I y P|; = id;, de manera que I es un
retracto de R". Luego para todo i = 1,2,...,ny x € [ se tiene f;(t,P(x)) =
Ji (t7 X)‘

2. Si para cada i = 1,2,...,n consideramos los semiespacios m; = {x €
R":z; <r;}, mf = {x € R": x; > r]} determinados por las caras anterior
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y posterior respectivamente entonces es facil observar que P (7, ) = ¢(i,—) y
P(r) = c(i, +).

Luego teniendo en cuenta la condicion 6.2.0.1 para todo ¢ =1,2,...,n se
cumple que:
i - =i e(i,—) <0
fl[U,T]XP(Tri) f ’[O,T]X (4,-) (6206)
fi|[07T]Xp(ﬂi+) = fi|[O,T]><c(i,+) >0
3. La funcién P actia sobre la segunda variable de f. En principio esto

provoca un truncamiento pero si las soluciones tienen imagen en [ nada se
trunca.

A los efectos de probar la existencia de solucién del problema modificado
6.2.0.4 planteamos el siguiente problema T-periédico asociado:

ity — Aug = filt, P(w)) — AP,(w)
wi(0) = uy(T) (6.2.0.7)

;(0) = (7).
donde w € C(]0,T],R") se considera fija y A > 0.

Observemos, en primer lugar, que este sistema es lineal y que tiene so-
lucién tnica dado que A > 0. Para simplificar la notaciéon escribimos para
i=1,2,..,nyweC([0,T],R"),

¢i(t) = fi(t, P(w(t))) = AP(w(t))

¥y ponemos
—Au = §(t)
u(0) = u(7) (6.2.0.8)
(0) = a(7T).

Ahora sabemos que para cada w existe una tnica solucién

T
u(t) = / G(t, 5)p(s)ds (6.2.0.9)
0
donde G es la funcién de Green correspondiente.

Luego podemos definir el operador K : C([0,T],R") — C([0,T],R")
de la siguiente manera: para cada u € C([0,7T],R")

K(u)(t) = /0 G(t, s)[f (s, P(u(s))) — AP (u(s))]ds (6.2.0.10)
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Esto permite considerar al problema 6.2.0.4 como un problema de punto
fijo.

Comprobaremos en primer lugar que el operador K es compacto.

Para ello debemos comprobar que si A C C([0,7],R") es un conjunto
acotado entonces K (A) es relativamente compacto.

Por Arzela Azcoli, para probar que K es compacto es suficiente probar
quesi A C C([0,T],R™) es acotado entonces K (A) C C([0,T],R") es acotado
y equicontinuo.

1. K(A) C C([0,T],R") es acotado.
En primer lugar observamos que existen constantes My, My > 0 positivas,
independientes de u, tal que:

i|lf(s,P(u(s))) — AP(u(s))|| < M; para todo u € R".
ii ||G(t,s)]] < My para todo (t,s) € [0,7] x [0,T].

Luego existe una constante M > 0 tal que para cualquier u € C([0, 7], R")
se tiene que

[ K (u)(t)[| < TM; My = M.

Esto significa que S C Be(0, M) y en particular que para cualquier A C
C([0, T],R™) acotado se tiene que K(A) es acotado.

2. K(A) C C(]0,T],R™) es equicontinuo.
Como G es uniformemente continua en [0, 7] x [0, 7] entonces dado € > 0
existe 0 > 0 tal que si [|(t1,s) — (t2, s)|| < & entonces |G(t1,s) — G(ta, s)|| <

. :
7o - Luego si u € A entonces

. 1 (u)(t1) — K (u)(t2)]] <
< Jo IG(tr,s) = G(ta, s)I[ [1f (s, P(u(s))) — AP(u(s))[| ds < Tz My = &

(6.2.0.11)

de manera que K(A) es equicontinuo.
De los puntos 1 y 2 se deduce que K es compacto.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema de punto de fijo de
Schauder.

Consideramos A = B¢ (0, M)). Entonces A es cerrado acotado y convexo
y ademas es claro, por la cuenta realizada en el punto 1 que

K(Bg(0,M)) C Be(0, M),
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Luego el teorema de Schauder asegura que existe u € Bg(0, M) C
C([0,7],R™) tal que

K(u)(t) = u(t) = /0 G(t, $)[f(s, P(u)) — \P(u)]ds. (6.2.0.12)

La conclusion es que el problema auxiliar 6.2.0.4 tiene al menos una so-
lucién.

IT. Ahora veremos que cualquier solucién del problema auxiliar 6.2.0.4
satisface 6.2.0.3, es decir para cada i = 1,2,...,n y t € [0,7] se cumple que
r; < w;(t) < rf. Escribiremos esta condicién omitiendo la variable ¢, es decir
r, <u; < r;r .

Probaremos s6lo una desigualdad, por ejemplo u; < 7", la otra es andloga.

Supongamos que no, esto es que, u; > r; para algin ty. Entonces podemos
considerar el maximo de la funcién w;(t) — r;" definida en [0,7] y suponer
que existe tg € [0,7] tal que Vt € [0,T] : wu;(to) — ri” > w;i(t) — r con
ui(to) —rif > 0.

Distinguimos dos casos:
1. t€(0,T)

2. tg=0o0 bienty="1T.

Caso 1. Siendo u solucién del problema tenderemos que

iia(to) — uito) = fi(to, P(ulto))) — AP, (ulto)). (6.2.0.13)

Teniendo en cuenta que P;(u(ty)) = r; se obtiene la siguiente igualdad:

iii(to) = fi(to, P(u(to))) + Mus(to) — r7]- (6.2.0.14)

Por hipétesis A[u;(to) — r;"] > 0y de acuerdo a (6.2.0.6) f;(to, P(u(to))) > 0
entonces se concluye que
i;(to) > 0

lo cual es absurdo puesto que supusimos que en ty la funciéon u; tiene un
maximo.
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Caso 2. En este caso tg = 0 o bien tg = T'; ahora siendo la solucion
T-periédica en particular se tiene que w;(T") = u;(0) de manera que es indis-
tinto considerar un borde o el otro. Supondremos entonces que el maximo se
alcanza en ty = 0 y que u;(0) > r;'.

Teniendo en cuenta que
£:(0,P(u(0))) + Au;(0) — ] >0 (6.2.0.15)
por continuidad, existe § > 0 tal que si ¢t € [0,9) C [0, 7] entonces

(fi(t,P(u(t)) + Mui(t) — r;f]) > 0.

Por otro lado la ecuacién 6.2.0.7 dice que
ii(t) = fi(t, P(u(t))) + Mu;(t) — /] (6.2.0.16)

para t € (0,7). Luego deducimos de inmediato que si ¢t € (0,d) entonces
i (t) > 0.

Ahora bien, el miembro derecho es continuo y positivo en [0,d), luego
existe la derivada segunda lateral derecha de u; en 0 y ademéds ;(07) > 0.
Pero esto contradice el supuesto de que en tg = 0 la funciéon u; tiene un
méximo, pues %(0) = 0 por la condicién de periodicidad.

Finalmente teniendo en cuenta la observacion 6.2.0.63 y que los argumen-
tos son validos para cualquier indice ¢+ = 1,2, ..., n se concluye que cualquier
solucion u del problema 6.2.0.4, también es solucién del problema 6.2.0.2 y
ademads satisface 6.2.0.3. El teorema de Schauder garantiza que efectivamente
existe al menos una soluciéon en esas condiciones. ll

Ahora consideramos otra condicién bajo la cual un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias T-periddicas de segundo orden tiene al menos una
solucién.

Teorema 6.2.0.64 Consideremos el problema periddico de sequndo orden

a(t) = f(t, u(t))
u(0) = u(7) (6.2.0.17)
u(0) = u(T)

conT >0y feC(0,T] x R",R™) tal que para todo u € R™ con ||ul| = R
se cumple que para todo t € [0,T]

Fltu) - u> 0. (6.2.0.18)
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Entonces dicho problema periddico tiene al menos una solucion en B¢ (0, R) C
C([0, T],R™).

Demostracion. Consideraremos una familia de problemas auxiliares aso-
ciada al problema original 6.2.0.17.

Para cada u € C([0,T],R"), A € [0,1] A,B € R" fijos consideremos el
problema Dirichlet siguiente

(6.2.0.19)

Fijados A, u, A y B este problema es lineal y tiene una tnica solucién

V(t):t-B_A

+ A+ /0 G(t,s)[Af(s,u(s))]ds

donde el nicleo G es la funciéon de Green asociada al problema de Dirichlet
homogéneo.

Luego podemos definir para cada A € [0, 1] el operador
Ty : C([0,T],R") x R*™ — C([0, T],R™)
definido
Th(u,A,B) =v.

De manera analoga a como lo hemos hecho en la demostracién del teorema
6.2.0.61 se prueba que el operador T es compacto.

Ahora se ve que la existencia de solucién del problema periédico original
6.2.0.17 es equivalente a la existencia de una funcién u € C([0,7],R") tal
que T1(u, A, B) = u bajo las siguientes condiciones de borde:

{ u(é?:fm (6.2.0.20)

o equivalentemente un cero de la funcién

dTy(u(t),A,B),_ dTi(u(t), A, B)
SRR T)-

F(u,A,B) = (u-Ti((u,A,B)),A—B o
(6.2.0.21)

Ahora podemos poner en juego la teoria de Leray-Schauder para probar
la existencia de un cero de F.

(0)).
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Consideramos la homotopia continua
H:[0,1] x Q — C([0,1],R") x R*"
definida

H(\ (u,A,B)) = Hy(u,A,B)

— (W= Ty(u, A, B), A — B\ { DDA 1) _ LEOAB) ()} 4 (1 \)(A +B))

— (u,A,B) — (Tx(u,A,B), B, —\ {Wm - W(O)} —(1— M)A + \B)
=1I(u,A,B) — K)(u,A,B)
(6.2.0.22)
para todo A € [0,1] y (u, A, B) € Q donde

Q= B¢(0,R) x Q

con

Q=Q(0,R) C R™

el cubo cerrado de centro 0 € R*" y radio R.

Es claro que Hy = F 'y Hy = (u—¢a B, A —B, A+ B) donde pa g(t) =
t- % + A =1-D+ A es la solucion lineal del problema modificado con

A=0.

Para que el grado esté definido debemos mostrar que para cada A € [0, 1]
se tiene Hy € Kro(2), es decir que H) es una perturbacién compacta de
la identidad admisible para todo A € [0,1]. Ya hemos visto que para todo
A € [0,1], Hy = I — K. Ahora, como T) es compacto para cada A también lo
es K. Falta probar que 0 ¢ H)(92) para todo A € [0, 1]. Luego aplicaremos
la propiedad de invariancia bajo homotopias.

En primer lugar observemos que (u, A, B) € 0{ sii
lullc =R, obien max{[|A[;[B} = R.
Para A = 0 es claro que Hy = (u — pa B, A —B, A+ B) = 0 implica que
u=0y A =B =0 de manera que 0 ¢ Hy(0f).

Ademéds si A =1y (u,A,B) € 90 con 0 = Hy(u,A,B) = F(u,A,B)

entonces no hay nada que probar.

Podemos suponer entonces que si A = 0 o bien A = 1 entonces 0 ¢
H)(092). Luego bastara probar que si A € (0, 1) entonces 0 ¢ H,(012).
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Supongamos que A € (0,1), (u,A,B) € 90 y que H)(u,A,B) = 0.
Ahora teniendo en cuenta la definicion del operador Ty y de la homotopia
H) se sabe que u es solucién del problema

{ u(0 <)) T ?TH(Q)B (6.2.0.23)

Teniendo en cuenta que (u, A, B) € 02 consideramos dos casos:

1. Existe ty € (0,7) tal que |Ju(ty)|| = R. Definimos 4 (t) = |Ju(t)|*, de
forma tal que v tiene un maximo en ty. Entonces derivando dos veces
obtenemos

i;f = 2u(t) - u(t)

= 20[a(0)]| +u(t) - () = (6.2.0.24)

a2 T

2(la@] + u(#) - Af (¢, u(t))).

Luego evaluando en t; obtenemos de acuerdo a la hipétesis 6.2.0.18 que

W (to) = 2([[a(to) || + ulto) - Af(fo, ulto))) = 2(ulto) - Af (o, ulte))) > 0
(6.2.0.25)
lo cual contradice que 1 tenga un maximo en tg.

2. Supongamos que |[ul|, < R en (0;7). Si Hy(u,A,B) = 0 entonces
A=u(0)=u(T)=ByAXu(T)—u(0))+(1—X)(A+B)=0. Ademés
|A|l = |IB]| = R y tomando producto interno de ambos miembros
contra A se obtiene A\((T) - u(T) —u(0) -u(0)) +2(1 — A\)R* = 0. Por
ser ¢ convexa se tiene que ¢'(T') > 0 > ¢'(0) es decir a(T)-u(7) > 0 >
1(0)-u(0). Luego como u(T")-u(T) —0(0)-u(0) > 0y R > 0 para todo
A € (0,1) se tiene que A(a(T) - u(T) — a(0) - u(0)) +2(1 — A\)R* £ 0.

En definitiva se probé que para todo A € [0, 1] se tiene que 0 ¢ H,(052)
de manera que el grado esta definido a lo largo de la deformacién definida
por H,y.

Ahora para finalizar la demostracién observamos que por la invariancia
bajo homotopias compactas

d(Ho, Q,0) =d(H,,0)

o bien

d(G,9,0) = d(F,©,0)
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donde

B) =
u(t) —pas A — B A + B; (6.2.0.26)

(
u(t),A,B) — (gpAB,B —A
=I(u(t),A,B) — K(()AB).

Ahora observamos que K es de rango finito. Si identificamos V' = {t -
D+ A: DA € R™} ~ R™ entonces G|yygen >~ R de manera que se
trata en verdad del grado de Brouwer. Luego siendo G inversible se tiene
d(G,0,0) = £1 y por la propiedad de solucién se concluye que existe un
cero de . H

6.3. La teoria del grado topolégico y su rela-
cion con las sub y supersoluciones.

En esta seccion presentamos el método de super y subsoluciones para
probar existencia de soluciones de un problema T-periddico de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo grado. El valor del periodo podemos fijarlo
en T' = 27 que surge habitualmente en el contexo del movimiento armonico.
En particular se destacan los teoremas 6.3.1.2, 6.3.2.8 y 6.3.2.9.

6.3.1. Teorema de existencia de soluciones 27 periodi-
cas de clase C2.

Consideremos, en primer lugar el siguiente problema 27-periddico:

{ i+ f(t,u) 2

(6.3.1.1)

u(0) = u(2r), i(0) = i(2r)

con f continua.

Para establecer el teorema de existencia necesitamos precisar las nociones
bésicas de sub y supersoluciones.

Definicién 6.3.1.1 Se dice que o € C*((0,27))NC* ([0, 27]) es una subsolucidn
del problema periédico 6.3.1.1 si

1. Vte(0,2n), at)+ f(t,2m) >0
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2. a(0) = a(2r), &(0) > a(2r).

Se dice que 3 € C?((0,2m)) N C([0,27]) es una supersolucidn del pro-
blema 6.3.1.1 si

1. Ve (0,21), B(t)+ f(t,27) < 0.

2. 5(0) = 5(2m), B(0) < B(2m).

El resultado fundamental que expondremos a continuacién es una suer-
te de toerema del valor intermedio: si existe una subsolucién del problema
6.3.1.1 menor que una supersolucion entonces existe una solucion del mismo
problema acotada inferiormente por la subsolucién y superiormente por la
supersoluciéon. Como lo hemos observado anteriormente la estrategia para la
demostracion es parecida a la implementada en la secciéon anterior.

Teorema 6.3.1.2 Sean o y [ una sub y supersolucion de 6.3.1.1 respecti-
vamente tal que o < 3. Sea

E={(tu)el0,2r] xR: at) <u(t) < B(t)}

y [ continua en E. Entonces el problema 6.3.1.1 tiene al menos una solucion
u € C?0,2x] tal que ¥t € (0,27), at) < u(t) < B(t).

Demostracion. Consideramos el problema auxiliar

i —u+ f(t,y(tw) +(t,u) =0
{ u(0) = u(;w), (0) lu(gﬂ) (6.3.1.2)

donde 7 : [0,27] x R — R estd definida como en (6.2.0.5) de la siguiente
manera:

y(t,u) = u si a(t)_g g (6.3.1.3)

Primero probaremos que toda soluciéon u del problema 6.3.1.2 esta acota-
da, més precisamente Vt € (0,27), «(t) < u(t) < B(t). En segunda instancia
consideraremos la representacion integral de una solucién u del problema au-
xiliar y definiremos a partir de alli un operador compacto. Veremos que dicho
operador esta en las condiciones del teorema de Schauder y por lo tanto tiene
un punto fijo que resulta ser la solucién de nuestro problema.
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1.Vt € (0,27) : alt) < ult) < B(t).

Supongamos que existe algin ¢y € [0, 27] tal que mingejo o {u(t) —a(t)} =
u(ty) — af(to) < 0.

Si ty € (0,27) entonces teniendo en cuenta la definicién de v, 6.3.1.3, que
to es un minimo de u(t) — «(t) y que « es una subsolucién obtenemos la
siguiente contradiccion:

0 <ii(ty) — c(to)
= u(to) — a(to) — [f(to, (to)) + di(to)] < 0.

Si el minimo se alcanza en los puntos del borde, teniendo en cuenta que
u(0) = u(27) y a(0) = a(27) entonces obtenomos

min u(t) — a(t) = u(0) — «(0) = u(27) — a(27) < 0.

te[0,27]
Luego debe ocurrir que
w(0) — &@(0) > 0 > u(27) — &(2n).

Por otro lado siendo « subsolucién @(0) — &(0) < @(27) — &(27) de manera
que en definitiva 4(0) — &(0) = 0. Ahora teniendo en cuenta que [u(s) —
a(s) — f(s,a(s)) —d(s)] < 0para0 < s <t cont préximo a 0 si integramos
obtenemos

u(t) — a(t) = fot[u (s) — a(s)]ds =

(6.3.1.5)
Jolu(s) = als) = f(s.a (8)) i(s)]ds
lo cual contradice que 4(0) — &(0) = 0.
Con esto probamos que V¢ € (0,27), «(t) < u(t). De manera andloga se
prueba la otra desigualdad Vt € (0,27), 5(t) > u(t).

2. Existencia de una solucion del problema 6.3.1.2

Ahora integrando la ecuacién del problema auxiliar podemos escribir

2m
u(t) = / G(t,5)[f(s,7(s,u(s))) + (s, uls))]ds (6.3.1.6)
0
con G la funcién de Green correspondiente al problema

i—u+ f(t)=0
{U(O)ZU(QW), w(0) = u(27) (6.3.1.7)
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Consideramos el operador
T :C([0,27]) — C(]0, 27])

definido

27

(Tu)(t) = G(t,s)[f(s,v(s,u(s))) +v(s,u(s))]ds. (6.3.1.8)

0

Sabemos que T' es compacto y por el teorema de Schauder tiene un punto

fijo que es solucion del problema auxiliar 6.3.1.2 y por 1 solucion de 6.3.1.1,
[}

Observacién 6.3.1.3 El teorema 6.3.1.2 no sélo da informacion sobre exis-
tencia sino que permite tener cierta estimacion. Para ilustrar esto considere-
mos el siguiente problema periddico:

Ejemplo 6.3.1.4

(6.3.1.9)

{ e2ii — u? + sen?(t) = 0
u(0) = u(2m), 4(0) = u(2nm)

con € > ( un parametro pequeno.

Se verifica que a(t) = sen(t) — 2 y B(t) = sen(t) + 2¢ son sub y super-
soluciones del problema respectivamente. Entonces segin el teorema existe
una solucién u tal que

u(t) = sen(t) + O(e). A

Ejemplo 6.3.1.5

i + sen(t) = h(t)
{ u(0) = u(27), @(0) = i(2) (6.3.1.10)

con h € C|0,2n] tal que ||h]| < 1.
Consideramos la subsolucién a = 7 y la supersolucién § = 37” Entonces,
de acuerdo al teorema 6.3.1.2, existe una solucion u tal que

T 37
—<ut) < —. I
5 Sult) =5

También senalamos que el teorema no vale si @ > 3. Para esto conside-
ramos el siguiente problema:
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Ejemplo 6.3.1.6

w(0) = u(2r), @(0) = w(2r) (6.3.1.11)

{ i + u = sen(t)
Es facil ver que este problema no tiene solucién y sin embargo o« = 1y
B(t) = —1 son sub y supersoluciones respectivamente. ll

El teorema anterior se puede demostrar a través de la teoria de grado, de
manera analoga a como lo hemos hecho anteriormente. El esquema sigue los
pasos de la demostracién del teorema 6.2.0.61: Para o < 3 consideremos la
homotopia

H:[0,27] x Q — Q

definida

H(\u) = i+ A f(t ) = (1= 2) {R(u — 20320) 4 &0 ] (63.1.12)
u(0) —u(27) = 0; @(0) —u(2r) =0

para k suficientemente grande con Q = {u € C([0,1],R) : a < u < §}.

Ahora se verifica que el grado esta definido usanto las condiciones de que
a y ( son sub y supersoluciones con u en las condiciones que definen a (2.
Como d(H,$2,0) = d(Hy, 2,0) # 0 se concluye que H;(u) tiene un cero, de
forma tal que el problema 6.3.1.1 tiene al menos una solucién.

6.3.2. Teorema de existencia de soluciones 27 periodi-
cas de clase W2!

Se puede plantear el mismo problema en un contexto mas débil; para eso
damos las siguientes definiciones previas:

Definicién 6.3.2.1 Una funcion f : E C [a,b] x R — R se dice de
Caratheodory sobre E si

1. f(t,-) es continua para casi todo t € [a, b].
2. f(-,u) es medible para todo u € E.

y LP Caratheodory, con p > 1 si f es Caratheodory y ademds para todo
e > 0 existe h. € LP(a,b) tal que |f(t,u)| < h.(t) para todo u € [—¢,¢€] y casi
todo t € [a,b].
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Como siempre C*(I) = C*(I,R); ademas en esta seccién utilizamos las
siguientes notaciones: C5(I,J) = {u € C¥(I,J)/I = [a,b] u(a) = u(b) =0} y
Cor = {u € C(R)/u(t) = u(t +2m)} es decir las funciones de clase C* que se
anulan en el borde y las continuas de periodo 27 respectivamente. Asimismo
denotamos W*P(I) = {u € C*'(I)/u® ¢ LP(I)} y H*(I) = W*2(I).
Finalmente se debe tener presente la definicién de las cuatro derivadas de
Dini D_a(ty), Dta(ty), D_a(ty), D a(ty).

Ahora consideremos el problema

i+ f(t,u) =0
{ u(0) = u(27), u(0) = u(2m) (6.3.2.1)

con f una funcién de Caratheodory, de periodo 27 extendida por periodicidad
a todo R. En este contexto definimos sub y supersoluciones débiles:

Definicién 6.3.2.2 Se dice que una funcion o € Cy, es una Wt -subsolucion
del problema 6.3.2.1 si

i D_a(ty) < Dra(ty) para todo ty € R o bien

i’ Para cada ty existe un intervalo Iy, con ty € Iy, tal que o« € W(I;) y
ademds para casi todo t € Iy, se tiene que &(t) + f(t, a(t)) >0

Anélogamente se define:

Definicién 6.3.2.3 Se dice que una funcion 3 € Cy, es una W' -supersolucion
del problema 6.5.2.1 si

i D_pB(ty) > DT 3(to) para todo ty € R o bien

i’ Para cada ty existe un intervalo Iy, con ty € Iy, tal que B € W2L(L,) vy
ademds para casi todo t € Iy, se tiene que B(t) + f(t,a(t)) <0

Se puede dar una version mas débil de la proposicién de existencia de
soluciones del problema 27-periddico, 6.3.1.2, en el contexto de las W?!-sub
y supersoluciones. La demostraciéon es analoga salvo con respecto al hecho
de que u — « alcanza su minimo en (0, 27) o en algin borde.

Teorema 6.3.2.4 Sean o y 3 W*'-una sub y supersolucion de 6.3.2.1 res-
pectivamente tal que o < 3. Definimos

E={(t,u) € [0,2n] x R: a(t) <ult) < B(t)}
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y f: E — R L'-Caratheodory. Entonces el problema 6.5.2.1 tiene al menos
una solucion u € W2(0,2) tal que ¥Vt € [0,27], aft) < u(t) < B(t).

Demostracion. Procedemos de manera analoga demostrando que el pro-
blema modificado tiene al menos una solucion.

Ahora veremos que dicha solucién satisface a(t) < u(t) < G(t).

Nuevamente consideremos sélo una de las desigualdades. Supongamos lo
contrario, esto es que existe ty € R tal que min{u(t)—a(t)} = u(to) —al(ty) <
0. Entonces esto implica que u(ty)—D_a(ty) < u(tg)— DT a(ty) de manera que
D_a(ty) > Dta(ty). Ahora por la definicién de W21(0, 27) también vale que
D_a(tg) < Dta(ty) y de ahi que existe @(to) y por lo tanto u(ty) — &(te) =0

Por otro, también por definicién, existe un intervalo I, tal que ty € Iy, con
a € W(I,) tal que para casi todo t € Iy, se tiene que &(t) + f(t, a(t)) > 0.
Luego integrando sobre ¢ > t; obtenemos

'(t) a(to) = J,, (ii(s) — é(s))ds
< fto 8)) +u(s) —a(s) = dfs))ds = (6.3.2.2)
= J, (u(s) = a(s) = [é(s) + f (s, a(s))])ds < 0

lo cual implica que u — « decrece a derecha de t(; pero es absurdo puesto que
en to tiene un minimo. M

A los efectos de poder utilizar la teoria de grado necesitamos garantizar
que las sub y supersoluciones no sean tangentes a las soluciones del problema
original. Esto se consigue para el caso de soluciones C? a través de la siguiente
proposicion:

Proposicién 6.3.2.5 Sea [ continua y o € C?(0, 27| tal que
ia(t)+ f(t,a(t)) > 0 para todo t € [0, 27].
ii a(0) =a(27) y &(0) > &(2).

St u € C*([0,27]) es una solucion del problema original con u > « sobre
0, 27] entonces se cumple una condicion mas exigente: todo t € [0, 2m| u(t) >
aft).

Demostracién. Supongamos que no, esto es que existe to tal que min{u(t)—
a(t)} = u(ty) — alty) = 0. Luego se tiene que u(ty) — &(ty) = 0 Ahora por
ser un minimo en cualquier caso se llega a un absurdo pues en tal caso
0 <ifto) — a(to) = —f(to, alty)) — d(to) <O M
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Es claro que una propiedad andloga vale para 3 C?- supersolucién. Pero
la propiedad puede no ser cierta si f es L'-Caratheodory en vez de continua.
Para garantizar la condiciéon de no tangencia definimos las sub y supersolu-
ciones estrictamente débiles.

Definicién 6.3.2.6 Se dice que una funcion o € Cym es una W' -subsolucidn
estricta del problema débil 6.3.2.1 si no es una solcuion sobre [0,2w] y
ademds

i D_a(ty) < DT a(ty) para todo ty € R o bien

i’ Para cada to existe un intervalo I, con ty € Iy, y o tal que o« € W>1(I,,)
y ademds para todo u tal que a(t) < u(t) < a(t) +e9 t € Iy, se tiene
que G(t) + £(t,u(t)) > 0

También es claro como definir una supersolucion estrictamente débil.
Ahora probaremos que efectivamente con esta definicién se tiene una
propiedad completamente analoga a la dada antes para funciones f con-
tinua 6.3.2.5.

Proposicién 6.3.2.7 Sea f L'-Caratheodory y o € Co, una W3-
subsolucidon estricta. Entonces siu € W*'((0,27)) es una solucidn del
problema débil 6.3.2.1 con u > « sobre [0, 27| entonces se cumple una
condicion mds exigente: todo t € [0,2m] u(t) > a(t).

Demostraciéon. Siendo que a no es solucién entonces existe un punto
t* tal que a(t*) # u(t*). Ahora supongamos que no se cumple la tesis,
entonces existe ty = inf{t > t*/u(t) = a(t)} y como en t, la funcién
u — « tiene un minimo entonces se tiene que D_«(tg) > Dt a(ty).

Entonces por la definicién de subsolucién W!-estricta existe un entor-
no Iy, g y un punto t; <ty con t; € Iy, y (u(ty) — &(t1)) < 0 tal que
para todo t € (t1,to) se tiene que u(t) < a(t) + go y ademds para casi
todo t € (t1,tg) vale a(t) + f(t,u(t)) > 0.

Ahora se concluye que

0 < (u—a)(ty) — (t—a&)(ty) =

- ftf)(f(t, u(t)) + é(t))ds <0 M (6.3.2.3)

Ahora podemos probar, a través de la teoria de grado, la versién del
teorema 6.3.1.2 para el problema débil 6.3.2.1, observamndo que se
obtiene una acotaciéon més precisa.
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Teorema 6.3.2.8 Sean o y 3 W' estrictas sub y supersolucion de
6.3.2.1 respectivamente tal que o < 3 en [0, 2w| Definimos

E={(tu)e0,2n] xR: a(t) <ult) < B(t)}

y f: E — R L'-Caratheodory. Entonces el problema 6.5.2.1 tiene al
menos una solucién u € W1(0,27) tal que ¥Vt € [0,27], a(t) < u(t) <

(1)
Demostracion. Probaremos que
d(l —T7,9,09,0) =1

donde
Q={ueC(0,2,R): at) <u(t) <5(t)}

vy T : C([0,27]) — C([0,27]) es el operador integral definido

T(u)(t) = / "Gt ) (5 u(s)) + u(s))ds

con G el nicleo de Green del problema de referencia. Es claro que si
probamos que I — T tiene un cero en €2, habremos probado que T tiene
un punto fijo en €2 y con esto la tesis.

Para ello consideramos el operador integral T : C([0, 27]) — C/([0, 27])
definido

T(uw)(t) = /0 ' G(t, s)[f(s,7(s,uls))) + (s, u(s))]ds

con G el mismo ntcleo de Green que define al operador 7'y v la funcién
truncamiento inducida por o y 3.

Observamos que S+ C B(0, R) para R > 0 suficientemente grande y
todo A € [0, 1]. Luego concluimos que

d(I —T,B(0,R),0) = d(I — X

a(I, B(0, R),0) = 1 (6.3.2.4)

De los resultados anteriores se sigue que cada solucién u del problema
de referencia satisface a(t) < u(t) < f(t) para todo t € [0,27] lo que
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prueba que la solucion esta en 2. Ahora como Ty T coinciden sobre

(2 entonces teniendo en cuenta la propiedad de escision se concluye
a(l — T,AQ, 0)=4d(/ —T,Q,0) (6.3.2.5)
d(/ —T,B(0,R),0)=1. 1

Para finalizar probaremos un teorema de existencia referido a ecuacio-
nes del tipo péndulo forzado considerado en 6.3.1.10; la técnica en la
que se basa su demostraciéon justifica el nombre que recibe esta clase
de resultados "teorema de las tres soluciones.”

Teorema 6.3.2.9 Teorema de las tres soluciones

St h € C([0,27]) tal que ||h|, <1 entonces el problema 2m-periddico

i + sen(u) = h(t)
{ w(0) = u(27), w(0) = u(2n) (6.3.2.6)
tiene al menos dos soluciones, u y u tal que para todo k € Z existe

t €10,27] con u(t) # u(t) + 2kmw

Demostracién. En primer lugar podemos observar que

ar(t) = g v as(t) = g +or (6.3.2.7)

son subsoluciones W?2!- estrictas y que

Gi(t) =5 y Go(t) =% + 27 (6.3.2.8)

son supersoluciones W?2!- estrictas del problema.

Ahora intercalamos las sub y supersoluciones y consideramos los si-
guientes conjuntos:

O ={ueC0,2r]: Ve0,2n], ar(t) <u(t) < pi(t)}

0 = {u € Cl0,2r): Ve 2], axlt) <ult) <A} oo

Q= {ueC0,27]: Ve 0,2, al@ <ult) < By OO
Q3 =0 -,

De acuerdo a lo demostrado en el teorema 6.3.2.8 vemos que

Al —T,01,0) = d(] — T,Q,0) = 1
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de manera que existen dos soluciones u; y us tal que u; € 27 y us € €2s.
Ademas teniendo en cuenta la aditividad del grado y que

Al —T,9,0) =1

se tiene:

1=4({ -7,9,0) =d({ = T,,0)+d({ —T,9,,0) +d(I —T,Q3,0) =
244d(I —T,9Q3,0).
(6.3.2.10)
En consecuencia d(I —T,3,0) = —1 y por la propiedad de solucién del
grado se garantiza la existencia de una tercera solucién: ug € {13.

Finalmente observamos que la tercera solucién no puede ser igual a u,
modulo 27 y por lo tanto concluimos que existen dos soluciones, u = u,
y u = us, que satisfacen la propiedad de la tesis. l
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