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Caṕıtulo 1

Introducción.

El objetivo de esta tesis consiste en hacer una presentación más o me-
nos sintética de los elementos básicos de la teoŕıa del grado topológico de
Brouwer y su extensión a espacios vectoriales normados de dimensión infini-
ta. Asimismo destacamos una serie de consecuencias y aplicaciones de dicha
teoŕıa en las ramas de la topoloǵıa y el análisis.

La bibliograf́ıa relativa al tema en cuestión es muy extensa y los primeros
art́ıculos pueden ubicarse a fines del siglo xix; en particular sus antecedentes
se refieren al trabajo de Kronecker [Kronecker,1878]. No obstante, el primer
autor que dió una definición del grado de una función continua fue Brouwer
en un art́ıculo publicado en el año 1911 [Brouwer, L. E. J. 1911], a partir
de alĺı fue denominado grado topológico de Brouwer. El enfoque que uti-
lizó Brouwer fue el de la topologı́a simplicial [Alexandroff P. and H.
Hopf, 1935]. En el texto de Alexandroff se trata la teoŕıa de grado como
un caso particular de la teorı́a de la intersección y presenta conse-
cuencias ligadas con los resultados de Kronecker.

En un célebre trabajo realizado por Leray y Schauder [Leray L. and
Schauder, 1934] se define el grado topológico para ciertas funciones defini-
das sobre conjuntos abiertos y acotados de un espacio de Banach arbitrario.
La clase de funciones para las cuales se definió fueron llamada a posterio-
ri transformaciones de Leray-Schauder (L-S) y resultan ser perturbaciones
compactas de la identidad, es decir f = I − F con F compacta. Este tema
será tratado en el caṕıtulo 5 de la presente tesis. La idea central de la defi-
nición 5.1.0.27 referida al grado de Leray-Schauder consiste en aproximar la
transformación compacta mediante transformaciones de rango finito y pos-
teriormente utilizar la teoŕıa del grado topológico de Brouwer, válida para
un espacio de Banach de dimensión finita.
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4 Caṕıtulo 1.

En 1951 Nagumo presenta un nuevo enfoque para definir el grado to-
pológico de una función continua. Este tratamiento del tema suele llamarse
enfoque diferencial y nosotros lo desarrollaremos en el caṕıtulo 2, si-
guiendo en general los lineamientos dados por Lloyd y Amman [Lloyd N.
G. 1978; Amann H. 1990.] El enfoque simplicial, y en particular el cómputo
directo del grado, para el caso de polinomios en una y dos variables reales,
puede encontrarse en el texto de Cronin [Cronin, J. 1964]. También destaca-
mos siguiendo a Rothe, observación 5.1.0.29, que es posible definir el grado
para una clase de funciones más generales aún, las llamadas transformaciones
de Leray-Schauder generalizadas [Rothe, E. H. 1984, pag. 69]. Este texto, que
aborda el tema a través del enfoque diferencial, cuenta además con una muy
buena introducción. con notas y referencias históricas de interés.

El segundo caṕıtulo comienza con la sección 2.1 en la que se dan una
serie de definiciones y notaciones básicas, en particular en las definiciones
2.1.0.5 y 2.1.0.6 se fija la clase de funciones y de puntos para los cuales se
definirá el grado. Se aborda en primera instancia el caso X = Rn. El resto del
caṕıtulo se destina a la construcción del concepto. Organizaremos esa tarea, a
través de cuatro fases; en la primera fase se define el grado para funciones de
clase C1 y para valores regulares (definición 2.2.0.9); en la segunda, sección
2.3, se presenta una serie de resultados auxiliares que permiten levantar la
restricción de que el punto sea regular, a condición de introducir funciones
de clase C2, en la tercera se define el grado para funciones de clase C1 y para
cualquier tipo de valores (definicición 2.4.0.24) y en la cuarta se define, via el
proceso de ĺımite, el grado para las funciones continuas (definición 2.5.0.4 ).
De esta forma la diferenciabilidad resulta ser un recurso auxiliar para abordar
un concepto esencialmente topológico: el grado de Brouwer.

De acuerdo a este comentario y con las notaciones que introduciremos en
la primer sección del siguiente caṕıtulo, organizamos el trabajo a través del
siguiente esquema:

1. Subsección 2.2. Definición del grado topológico para funciones φ ∈ Ar
p,1.

2. Subsección 2.3. Resultados auxiliares previos a la definición el grado
para funciones φ ∈ Ap,1.

3. Subsección 2.4. Definición del grado topológico para funciones φ ∈ Ap,1.

4. Subsección 2.5. Definición del grado topológico para funciones φ ∈ Ap,0.
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La hipótesis de que p /∈ φ(∂Ω) es esencial, no aśı el hecho de que p sea
un valor regular de φ.

La definición permite considerar al grado, denotado d, como una función
de las variables φ,Ω y p. Más aún, se verá que fijado Ω, la función d es
continua en las variables φ y p. Esta función continua, bajo determinadas
condiciones, da una cota inferior de la cantidad de ceros de la ecuación φ(x) =
p, teorema 2.6.1.10 y corolario 2.6.1.11.

Por otro lado señalamos que la definición del grado puede darse para
dominios Ω no necesariamente acotados [Nagumo, M. 1951].

En las sección 2.6 presentaremos las principales propiedades que resultan
ser fundamentales para las aplicaciones de la teoŕıa de grado; destacamos
en particular los teoremas: 2.2.0.10 (normalización), 4.4.1.7 (propiedad de
solución), 2.6.1.3 (punto 1: d(·,Ω,p) es localmente constante en la primer
variable y punto 2: invariancia bajo homotopias), 2.6.1.5 (la función d(φ,Ω,p)
es localmente constante), 2.6.1.6 (dependencia de los valores sobre el borde),
2.6.1.7 (Poincaré-Bölh), y 2.6.1.8 (traslación).

En en la sección 2.7 definimos el ı́ndice de Poincaré, (definición 2.7.0.6)
y en la sección 2.8 una generalización del concepto de grado para funciones
continuas definidas sobre conjuntos abiertos y acotados de espacios de Banach
de dimiensión finita y destacamos el teorema 2.8.0.15 de existencia y unicidad
de la función grado aśı definida [Amann H. and Weiss, 1973].

En el tercer caṕıtulo daremos una interpretación geométrica del concepto
de grado. Más precisamente en la sección 3.1 hacemos presentes algunos con-
ceptos referidos a formas diferenciales y resultados fundamentales necesarios
para la tarea posterior. En la sección 3.2 tratamos la relación entre formas
cerradas, exactas e integrales 1-formas. En ambas secciones se omitirán en
general las demostraciones y su lectura podrá omitirse si se recuerdan los
resultados fundamentales.

En la sección 3.3 definiremos el número de vueltas para curvas continuas
en R2. Para ello comenzaremos definiendo una función ángulo asociada
a una curva diferencial como la solución de un problema de valores iniciales,
(3.2.2.3). Luego establecemos la definición 3.2.2.3, referida a la variación

total del ángulo de una curva diferenciable . A continuación se de-
fine el número de vueltas alrededor de un punto para una curva diferenciable
a trozos (definición 3.2.4.1). Finalmente a través de los conceptos de función
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ángulo y sector angular abordamos la definición 3.2.4.2, relativa al número

de vueltas alrededor de un punto para una curva continua. Como an-
ticipación del ı́ntimo v́ınculo que existe entre los conceptos de número de
vueltas y grado, se descata que el número de vueltas tiene, entre otras,
las propiedades de invariancia bajo homotoṕıas, traslación, constancia sobre
componentes conexas, y además vale en ese contexto el teorema de Poincaré-
Böhl, etc. Todas estas propiedades son análogas a las del grado demostradas
en el segundo caṕıtulo.

En la sección 3.4 generalizamos el concepto de número de vueltas de

un campo de Clase C1 definido sobre el borde ∂Ω de un conjunto Ω abierto y
acotado de Rn, (definición 3.3.0.13). Eligiendo ω|Sn−1 un elemento de volúmen
de la esfera Sn−1 ⊂ Rn y su pull-back via la retracción r = x

‖x‖ , teorema
3.1.5.2, el número de vueltas del campo φ relativo al borde ∂Ω y alrededor
del origen, mide la cantidad de veces que ∂Ω envuelve a Sn−1 via el pull-back
de r ◦ φ.

Esta definición se realiza mediante una integral denominada integral

de Kronecker , (definición 3.3.0.14). A continuación se prueba el resulta-
do mas importante del caṕıtulo, a saber la coincidencia de las nociones de
número de vueltas de una campo y grado topólógico, teorema 3.3.0.15. Esta
igualdad pone de manifiesto, en forma directa, que el grado sólo depende de
los valores que el campo asume sobre el borde ∂Ω. La propiedad de depen-
dencia del grado respecto de los valores que asume el campo sobre el borde
permite definir el grado global del campo, denotado deg, como se indica
en la observación 3.3.0.16 y se formaliza en el cuarto caṕıtulo.

Por último en la sección 3.5, luego de una serie de resultados preliminares
referidos al ı́ndice de curvas continuas definidas en un abierto U ⊂ C, se
establece el grado para un campo identificado con una función holomorfa,
teorema 3.4.2.1.

En la primera sección del cuarto caṕıtulo se establece la completa analoǵıa
de la definición del grado topológico, y por lo tanto del número de vueltas,
de un campo dada por el enfoque diferencial y el cohomológico de Rham. En
la definición 4.3.3.1 se pone de manifiesto dicha coincidencia.

En la segunda se trata de la noción del grado módulo 2 (definición
4.2.2.2), propiedad de congruencia análoga a la establecida con anterioridad
en el corolario 2.6.1.11 pero en el contexto de las variedades; además se realiza
la extensión del grado de Brouwer a funciones C∞ definidas sobre variedades
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compactas, conexas, finito dimensionales (definción 4.1.0.4), completamente
análoga a la definición 2.2.0.9.

El desarrollo de las dos primeras secciones se hace en forma esquemática y
no es central en esta tesis. Los asteŕıscos que llevan estas secciones en el ı́ndice
general indican que el tratamiento de los temas respectivos es sumario. No
obstante, constituyen lineas fundamentales de estudio e investigación. En los
todos los demás casos el asteŕıstico siempre indica que se trata de preliminares
y que su lectura puede eventualmente omitirse.

La sección 4.3 tiene por objeto probar algunos teoremas clásicos de pun-
to fijo, usando teoŕıa de grado, en particular el teorema 4.4.1.6 del punto
fijo de Brouwer. En la sección 4.4 retomamos la relación teoŕıa de grado e
integración compleja y veremos algunas aplicaciones al cálculo de variable
compleja: el principio del argumento, (teorema4.5.0.4), teoremas 4.5.0.6 y
4.5.0.7 de Rouche, el teorema fundamental del álgebra (teorema 4.5.0.8), etc.

Finalizamos el caṕıtulo con la sección 4.5 en la que aplicaremos la teoŕıa de
grado para probar la existencia de soluciones T-periódicas de sistemas
asintóticamente lineales, teorema 4.6.2.1 y corolario 4.6.2.2 y el método de

guiding para probar la existencia de soluciones T-periódicas de sistemas
de ecuaciones ordinarias de primer orden ẋ = f(t,x), fundamentalmente a
través de teorema 4.6.3.15 de Krasnosel’skii. Finalmente se hacen algunos
comentarios referidos a la utilización de la teoŕıa de grado para probar la
no existencia de órbitas periódicas no cŕıticas de flujos planos, proposición
4.6.3.20.

El quinto caṕıtulo está orientado a construir la extensión del grado de
Brouwer a campos definidos sobre abiertos y acotados de espacios vectoria-
les normados de cualquier dimensión. A través del clásico ejemplo 5.0.3.22
de Leray; se muestra que tal extensión no puede realizase sobre la clase
de las funciones continuas y como lo hemos anunciado anteriormente esta
extensión se hace para perturbaciones compactas de la identidad, las deno
minadas transformaciones de Leray-Schauder. Para realizar la definición se
utiliza algunos resultados clásicos de análisis funcional tal como que toda
transformación compacta definida sobre un conjunto abierto y acotado se
aproxima mediante transformaciones de rango finito, teorema 5.1.0.25 y la
teoŕıa del grado de Brouwer desarrollada en el segundo caṕıtulo. En la sec-
ción 5.2 veremos que esta extensión preserva esencialmente las propiedades
que habremos desarrollado en el segundo caṕıtulo.
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En el último caṕıtulo, el sexto, veremos algunas aplicaciones al análisis
de la teoŕıa del grado Leray-Schauder. En la sección 6.1 se probarán algunos
teoremas de punto fijo, entre los cuales se encuentran el clásico teorema del
punto fijo de Schuader. En la sección 6.2 demostraremos, bajo diferentes con-
diciones, la existencia de soluciones T-periódicas para sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden. En la sección 6.3 vincularemos la
teoŕıa de grado con las nociones de sub y supersoluciones para probar la
existencia de soluciones T-periodicas de problemas de valores iniciales del
tipo 6.3.1.1 y 6.3.2.1 en los contextos de funciones de clase C2 y W 2,1(0, 2π)
respectivamente a través de los teoremas 6.3.1.2 y 6.3.2.8. Finalmente apli-
camos la teoŕıa del grado al caso del péndulo forzado en el teorema 6.3.2.9
denominado teorema de las tres soluciones.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa del grado topológico de
Brouwer: enfoque diferencial.

En el presente caṕıtulo abordaremos la teoŕıa de grado topológico desde
una perspectiva anaĺıtica, debida fundamentlamente a Naguno y seguiremos
en ĺıenas generales el texto de Lloyd N.N. [Lloyd N.N., 1978]. En primer
lugar se definirá el grado para funciones diferenciables con continuidad y para
valores regulares, luego levantaremos la restricción de la hipótesis relativa a
que el valor sea regular a expensas de suavizar las funciones y finalmente a
través de un proceso de aproximación definiremos el grado para funciones
continuas. Comenzaremos estudiando el caso X = Rn con la norma ‖x‖ .

=
‖x‖∞ = máx1≤i≤n{|xi|}. Los resultados se podrán interpretar en el contexto
de cualquier espacio normado de dimensión finita. Para espacios de dimensión
finita el grado topológico se denomina de grado de Brouwer.

2.1. Notaciones y definiciones previas.

Comnezamos con una serie de definiciones previas, precisando cierto len-
guaje con el objeto de simplificar la notación.

Trabajaremos con funciones definidas sobre la clausura de conjuntos abier-
tos y acotados de Rn.

Designamos esas clases mediante i .
= {Ω ⊂ Rn/Ω es un conjunto abierto }

y ic
.
= {Ω ∈ i/Ω es un conjunto acotado}.

Definición 2.1.0.1 Definimos el conjunto

C1(Ω)
.
= C1(Ω,Rn) .

= {φ : Ω −→ Rn : ∃φ̃ ∈ C1(Ω1,Rn)
tal que Ω1,Ω ∈ ic, Ω ⊂ Ω1 y φ̃|Ω = φ}. (2.1.0.1)

9
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Definición 2.1.0.2 Sea φ ∈ C1(Ω). Definimos la norma ‖·‖1 en C1(Ω) de
la siguiente manera

‖φ‖1

.
= sup

x∈Ω,1≤i≤n
{‖φi(x)‖}+ sup

x∈Ω,1≤i,j≤n
{
∥∥∥∥
∂φi
∂xj

∥∥∥∥}. (2.1.0.2)

La bola correspondiente a la norma ‖·‖1 con centro en φ y radio δ la
denotaremos B1(φ, δ)

.
= {ψ ∈ C1(Ω) : ‖ψ − φ‖1 < δ}.

En ocasiones utizaremos la siguiente notación: si φ ∈ C1(Ω,R) entonces
φ,i o φxi

designará la i-ésima derivada parcial de φ y si φ ∈ C1(Ω) entonces
como es usual φi,j

.
= ∂φi

∂xj
designará la derivada j-ésima del componente φi.

Análogamente podemos definir para cada k natural mayor que 1 el con-
junto Ck(Ω) y a posteriori Ck

0 (Ω) como el subconjunto de las funciones
pertenecientes a Ck(Ω) con soporte compacto en Ω. En el caso particular
que consideramos aqúı, Ω acotado, el soporte es compacto de inmediato si
sop(φ) = {x : φ(x) 6= 0} ⊂ Ω. También podemos definir para los espacios
Ck(Ω) la norma ‖.‖k de manera análoga.

Definición 2.1.0.3 Sea φ ∈ C1(Ω).

1. Se dice que x ∈ Ω es un p-punto de φ sii φ(x) = p, sii x ∈ φ−1({p}).
2. Se dice que x ∈ Ω es un punto crı́tico de φ sii Jφ(x) = detDφ(x) =

0. Un punto x ∈ Ω se dice regular si no es cŕıtico.

3. Se dice que p ∈ Rn es un valor regular de φ si ∀x ∈ φ−1({p})
Dφ(x) es sobre. Un punto p ∈ Rn que no es valor regular se llama
valor crı́tico de φ.

A continuación le daremos nombre a una serie de conjuntos con los cuales
trabajaremos a lo largo de toda la construcción.

En primer lugar denotamos el conjunto de todos los puntos cŕıticos de φ
de la siguiente manera:

Cφ
.
= Cφ(Ω)

.
= {x ∈ Ω : x es un punto crı́tico de φ} (2.1.0.3)

A los efectos de hacer más compacta la notación a utilizar, damos la
siguiente:
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Definición 2.1.0.4 Si k ∈ N≥0 diremos que φ es "Ck p-admisible " si
φ ∈ Ck(Ω) y además p 6∈ φ(∂Ω).

En la definición previa podemos centrarnos en la función φ, su dominio
Ω, o bien en el valor p ∈ Rn; en este sentido definimos.

Definición 2.1.0.5 Sea φ ∈ Ck(Ω) con k ∈ N0. Definimos los conjuntos:

Ap,k(Ω)
.
= {φ ∈ Ck(Ω)/ φ es p− admisible} y si k ≥ 1

Ar
p,k(Ω)

.
= {φ ∈ Ap,k(Ω)/ p es un valor regular de φ} (2.1.0.4)

Siempre que el contexto lo permita omitiremos la referencia al dominio Ω
escribiendo:

Ap,k
.
= Ap,k(Ω) y Ar

p,k
.
= Ar

p,k(Ω) (2.1.0.5)

Además para k = 0 podemos escribir Ap
.
= Ap,0 omitiendo la referencia a

la clase; sin embargo en alguna ocasión recordaremos la continuidad de la
función con el sub́ındice 0.

Definición 2.1.0.6 Para k ∈ N0, φ ∈ Ck(Ω) fijos definimos los conjuntos:

Rnφ,k
.
= Rnφ(∂Ω),k

.
= {p ∈ Rn/ φ es Ck p - admisible }

= {p ∈ Rn/ φ ∈ Ap,k} y si k ≥ 1
Rnr,φ,k

.
= Rnr,φ(∂Ω),k

.
= {p ∈ Rnφ(∂Ω),k/p es un valor regular de φ}

= {p ∈ Rn/ φ ∈ Ar
p,k}

(2.1.0.6)
Nuevamente, si el contexto lo permite, simplificaremos la notación escri-

biendo:

Rnr,φ,k
.
= Rnr,φ(∂Ω),k y Rnφ,k

.
= Rnφ(∂Ω),k (2.1.0.7)

Además también podremos omitir el sub́ındice k que se refiere a la clase de
φ si el contexto lo permite.

Observemos que

Rnφ,k = [φ(∂Ω)]c

y

Rnr,φ,k = Rnφ(∂Ω),k − φ(Cφ) = [φ(∂Ω)]c ∩ [φ(Cφ)]
c = [φ(Cφ) ∪ φ(∂Ω)]c.

También es claro que para k ≥ 1

Ar
p,k ⊂ Ap,k ⊂ Ck(Ω) y Rnr,φ,k ⊂ Rnφ,k ⊂ Rn.
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Asimismo se ve que si k = 0 entonces

Ap ⊂ C0(Ω) y Rnφ ⊂ Rn.

Con esta notación enunciados tales como: pSea Ω ⊂ Rn abierto y acotado. Si φ :
Ω −→ Rn es de clase Ck(Ω) y p /∈ φ(∂Ω) entonces Pq. se simplifican es-
cribiendo pSi φ ∈ Ap,k entonces P.q, etc.

Para nuestros fines la referencia a la diferenciabilidad es auxiliar y traba-
jeremos con k = 1 y k = 2 para abordar el caso k = 0.

Ahora comenzamos a desarrollar el esquema (1) de las cuatro fases que
hemos presentado en la introducción para definir el grado de una función
φ ∈ Ap,0.

2.2. Definición del grado topológico para fun-

ciones φ ∈ Ar
p,1.

La primera fase es directa y se basa en el siguiente hecho: si p es un valor
cŕıtico entonces el conjunto de los p-puntos puede ser infinito, pero si p es
un valor regular, entonces el conjunto de los p-puntos es finito.

Teorema 2.2.0.7 (La preimagen de un valor regular es finita).

Sea φ ∈ C1(Ω) y p un valor regular de φ. Entonces el conjunto φ−1({p})
es finito.

Demostración. Puesto que φ−1(p) es cerrado en Ω que es compacto
bastará con ver que que si x0 ∈ φ−1(p) entonces x0 es un punto aislado.
Supongamos que no; entonces existe una sucesión {xn} ⊂ φ−1(p) tal que
xn −→ x0. El desarrollo de Taylor de orden uno permite escribir:

0 = φ(xn)− φ(x0) = Dφ(x0)(xn − x0) + o(‖xn − x0‖)
esto significa que

Dφ(x0)(xn − x0) = o(‖xn − x0‖)
y por lo tanto para todo r > 0 existe n0 tal que si n ≥ n0 entonces

‖Dφ(x0)(xn − x0)‖ < 1

2
r ‖xn − x0‖

Ahora bien, siendo p un valor regular Dφ(x0) es inversible de manera que
existe r > 0 tal que para todo u ∈ Rn vale que ‖Dφ(x0)(u)‖ ≥ r ‖u‖ y esto
contradice lo anterior. ¥
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Observación 2.2.0.8 Más brevemente, el resultado del teorema 2.2.0.7 se
obtiene como consecuencia del teorema de la función inversa. Para cada
x ∈ φ−1(p) existe un entorno Vx difeomorfo a Wp

.
= φ(Vx), de forma tal

que en cada entorno Vx existe un sólo p-punto de φ; esto demuestra que los
p-puntos son aislados. Luego se observa que {Vx}x∈φ−1(p) cubre a φ−1(p) ⊂ Ω.

Finalmente siendo Ω compacto lo es φ−1(p) y podemos extraer un subcubri-
miento finito de φ−1(p).

Ahora estamos en condiciones de definir el grado relativo a Ω para fun-
ciones C1 p-admisibles con p un valor regular.

Definición 2.2.0.9 Si φ ∈ Ar
p,1 definimos el grado topológico de φ

relativo a Ω en p de la siguiente manera

d(φ,Ω,p) =
∑

x∈φ−1({p})
sigJφ(x), (2.2.0.8)

donde sig designa la función signo y Jφ(x)
.
= detDφ(x).

Aunque su demostración es elemental la siguiente propiedad es de suma
importancia para establecer la existencia de soluciones de la ecuación φ(x) =
p. Posteriormente se verá el lugar que ocupa en la teoŕıa y sus aplicaciones.

Teorema 2.2.0.10 (Propiedad de normalización).

Si φ = I es la función identidad entonces.

d(φ,Ω,p) =

{
1 si p ∈ Ω
0 si p /∈ Ω

(2.2.0.9)

Demostración. Es claro que si p /∈ Ω entonces φ−1({p}) = ∅ y por
lo tanto d(φ,Ω,p) = 0. Por otro lado si p ∈ Ω entonces φ−1({p}) = {p} y
Jφ(p) = 1; luego d(φ,Ω,p) = 1. ¥

Algunos ejemplos elementales.
Finalizamos esta sección con una serie de comentarios básicos. Desde

luego que excluiremos el cálculo del grado en los valores cŕıticos; pero esta
limitación será superada en las subsecciones siguientes.

Ejemplo 2.2.0.11 Sea Ω = (−1, 1) y φ : Ω −→ R definida f(x) = x2. En
este caso ∂Ω = {−1, 1} y φ(∂Ω) = {1}; por otro lado Cφ = {0} y por lo tanto
φ(Cφ) = {0}. Entonces Rr,φ,1 = R/{0, 1} y la función grado está definida,
de acuerdo a 2.2.0.9, para todo valor p /∈ {0, 1}. Luego extenderemos la
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definición de modo que el grado también estará definido en el valor 0. Se ve
fácilmente que para dichos valores d(φ,Ω, p) = 0.

Notemos, por ejemplo, que la ecuación φ(x) = 1
2

tiene exactamente dos
soluciones: φ−1{1

2
} = {− 1√

2
, 1√

2
}; sin embargo

0 = d(φ,Ω,
1

2
) = sig(φ′(− 1√

2
)) + sig(φ′(− 1√

2
)) = −1 + 1 = 0.

Los signos se compensan y el grado pierde la noción de cantidad de soluciones,
puesto que su cálculo es una medida orientada.

Ejemplo 2.2.0.12 Sea Ω = (0, 1) y φ : Ω −→ R definida φ(x) = x2. Por
un lado Cφ = ∅ de manera que φ(Cφ) = ∅ Por otro lado ∂Ω = {0, 1} y
por lo tanto φ(∂Ω) = {0, 1}. Luego en este caso para todo p ∈ Rr,φ,1 =
(−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,∞) está definido el grado de φ y se ve fácilmente que

d(φ,Ω, p) =

{
1 si p ∈ (0, 1)
0 si p ∈ (−∞, 0) ∪ (1,∞)

(2.2.0.10)

Es claro, a partir del hecho de que la función φ : (0, 1) −→ (0, 1) es
biyectiva, que para cada p ∈ (0, 1) la ecuación φ(x) = p tiene una única
solución. Esto se ve reflejado en el valor del grado. Ahora si fijamos p ∈ (0, 1),
es fácil observar en este caso que tras una pequeña perturbación de la función
φ, digamos φε con ε¿ 1 de forma tal que permanezca cerca de φ, la ecuación
φε(x) = p también tiene una única solución.

Veremos más adelante que el grado es invariante bajo pequeñas pertur-
baciones de la variable φ. Esta propiedad se utiliza estratégicamente para
obtener información acerca de la existencia de soluciones de una ecuación
φε = p y eventualmente de la unicidad. Si de alguna manera pudieramos
calcular d(φ,Ω, p) aunque no aśı d(φε,Ω, p) entonces con base en la invarian-
cia bajo perturbaciones, es decir en el hecho de que d(φ,Ω, p) = d(φε,Ω, p) se
puede obtener la información buscada. Bajo determinadas condiciones, que
precisaremos más adelante, esto es lo que sucede. Uno de nuestros objetivos
es establecer esta propiedad en un contexto más general y menos restrictivo,
es decir para φ ∈ Ap,0.

También señalamos que estos dos ejemplos triviales muestran que el grado
es efectivamente relativo al dominio Ω. Para ciertos valores p, más precisa-
mente para p ∈ (0, 1), en el primer ejemplo el grado vale 0 y en el segundo
vale 1.
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Otra cuestión que trabajaremos en la próxima sección y que resulta funda-
mental es el hecho de que el grado permanece invariante en las componentes
conexas del complemento de los valores criticos.

Ejemplo 2.2.0.13 Sea Ω = (−1, 1√
3
) y φ : Ω −→ R definida φ(x) = x3 −

x+ 2
3
√

3
.

Entonces ∂Ω = {−1, 1√
3
} y φ(∂Ω) = {0, 2

3
√

3
}. Por otro lado Cφ = {− 1√

3
}

y φ(Cφ) = { 4
3
√

3
}. Luego para p /∈ {0, 2

3
√

3
, 4

3
√

3
} está definido el grado. En

este caso

Rφ = (−∞, 0) ∪ (0, 2
3
√

3
) ∪ ( 2

3
√

3
,∞) y

Rr,φ = Rφ − φ(Cφ) = Rφ − { 4
3
√

3
} =

(−∞, 0) ∪ (0, 2
3
√

3
) ∪ ( 2

3
√

3
, 4

3
√

3
) ∪ ( 4

3
√

3
,∞)

(2.2.0.11)

y aplicando la definición se ve que

d(φ,Ω, p) =





0 si p ∈ (−∞, 0) ∪ ( 4
3
√

3
,∞)

−1 si p ∈ (0, 2
3
√

3
)

0 si p ∈ ( 2
3
√

3
, 4

3
√

3
)

(2.2.0.12)

El conjunto Rr,φ tiene 4 componentes conexas, y en cada uno de elllos el
valor del grado es constante. Por otro lado Rφ tiene sólamente tres. Desde
luego que el grado aún no lo tenemos definido en p = 4

3
√

3
pero si la exten-

sión de la función grado fuera constante en las componentes conexas de Rφ
entonces el grado en p = 4

3
√

3
debiera ser 0 y en efecto esto es lo que sucede.

En la próxima sección trataremos precisamente ese tema.

También resulta inmediato de la definición dada que si la función φ es
regular e inyectiva entonces el valor del grado es ±1 o bien 0; si p está en la
imagen entonces el grado vale exactamente 1 si preserva la orientación y −1
si la invierte, en el otro caso, cuando p no está en la imagen, el grado vale
cero. Ahora proseguimos la tarea de la construcción del grado para funciones
continuas.

Para extender la noción de grado a una función continua necesitamos
establecer tres resultados fundamentales:

1. Si φ ∈ Ar
·,1 entonces existe δ ¿ 1 tal que d(φ,Ω, ·)|B1(φ,δ) es constante.

La constante δ depende en general tanto de p como de φ.

2. Si φ ∈ Ar
·,1 entonces d(φ,Ω, ·) es constante sobre los valores regulares

de cada componente conexa de Rnφ,1.
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3. Si φ ∈ A·,1 entonces d(φ,Ω, ·) es constante sobre cada componente
conexa de Rnφ,1.

Observación 2.2.0.14 Luego de establecer el segundo resultado fundamen-
tal podremos definir el grado para funciones φ ∈ Ap,1 y luego de establecer
el tercero podremos definir el grado para funciones φ ∈ Ap,0.

2.3. Resultados auxiliares previos a la defini-

ción del grado para funciones φ ∈ Ap,1.

Primer y segundo resultados fundamen-

tales.

De acuerdo al comentario anterior esta sección es una etapa de transición
pues acerca los resultados necesarios para la definición del grado de una
función φ ∈ Ap,1; para ello demostraremos los dos primeros resutaldos.

La demostración del primer resultado no requiere de resultados previos.
Para el segundo se necesitarán además del clásico teorema de Sard de tres
lemas y una representación integral de la función grado.

Teorema 2.3.0.15 (Primer resultado fundamental.)
Sea φ ∈ Ar

p,1. Existe δ = δ(φ,p) > 0 tal que si ψ ∈ B1(φ, δ) entonces
ψ ∈ Ar

p,1 y
d(ψ,Ω,p) = d(φ,Ω,p). (2.3.0.13)

Demostración. En primer lugar consideraremos el caso en el que φ−1(p)
es vaćıo y luego el caso correspondiente a φ−1(p) no vaćıo.

1. Supongamos que φ−1(p) = ∅. En tal caso elegimos δ = 1
2
ρ(p;φ(Ω))

donde ρ designa la distancia asociada a la norma infinito en Rn notada ‖·‖,
de manera que para todo x ∈ Ω se tiene que

‖φ(x)− p‖ ≥ 2δ.

Por otro lado si ψ ∈ B1(φ, δ) entonces para todo x ∈ Ω se tiene

‖φ(x)− ψ(x)‖ ≤ ‖φ− ψ‖1 < δ.

Ahora de la desigualdad

‖φ(x)− p‖ ≤ ‖φ(x)− ψ(x)‖+ ‖ψ(x)− p‖
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se deduce que para todo x ∈ Ω vale

‖ψ(x)− p‖ ≥ ‖φ(x)− p‖ − ‖φ(x)− ψ(x)‖ > 2δ − δ = δ.

Esto muestra que ψ ∈ Ar
p,1 y en particular que ψ no tiene p-puntos en Ω

y en consecuencia vale el resutado:

d(ψ,Ω,p) = d(φ,Ω,p) = 0.

2. Si la preimagen no es vacia entonces de acuerdo al teorema 2.2.0.7
podemos suponer que

φ−1(p) = {x1,x2,x3, ...,xn}.

Elegimos r de forma tal que las bolas B(xi, r) sean disjuntas y no corten
al conjunto ∂Ω ∪ Cφ

Consideramos ahora la unión de todas las bolas B(r)
.
=

⋃n
i=1B(xi, r),

Li = |Jφ(xi)| y
L = mı́n

{1≤i≤n}
{Li}.

Podemos elegir r tal que si x ∈ B(r) entonces

|Jφ(x)| ≥ 2

3
L

de la siguiente manera: por la conservación del signo de la función |Jφ| para
cada i = 1, 2, ..., n existe ri tal que si x ∈ B(xi, ri) entonces

|Jφ(x)| ≥ 2

3
Li ≥ 2

3
L,

luego basta con elegir r = mı́n1≤i≤n ri.

También teniendo en cuenta la definición de la norma ‖·‖1, la compacidad
de Ω y la continuidad de J·, podemos elegir δ1 de forma tal que si ψ ∈
B1(φ, δ1) entonces para todo x ∈ Ω se tenga

|Jφ(x)− Jψ(x)| ≤ 1

3
L.

De lo anterior concluimos que si x ∈ B(r) y ψ ∈ B1(φ, δ1) entonces

|Jψ(x)| ≥ |Jφ(x)| − |Jφ(x)− Jψ(x)| ≥
(

2

3
− 1

3

)
L =

1

3
L.
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En particular se deduce que para todo i = 1, 2, ..., n ψ(B(xi, r)) es un con-
junto de valores regulares.

El resto de la prueba consiste en aplicar el teorema de contracción para
probar que efectivamente ψ tiene un solo p-punto en cada B(xi, r).

Es claro que basta con probarlo para una bola B(xi, r) arbitraria, de
manera que fijamos un ı́nidice i y hacemos los siguientes cambios de variables

x0
.
= xi, z

.
= x− x0, y h

.
= φ(x0)− ψ(x0)

para simplificar la notación.
Queremos estudiar las soluciones de la ecuación ψ(x) = p es decir

ψ(x) = φ(x0) = φ(x0)+ψ(x0)−ψ(x0) = ψ(x0)+φ(x0)−ψ(x0) = ψ(x0)+h

o equivalentemente las soluciones de

ψ(x)− ψ(x0) = h (2.3.0.14)

en B
.
= B(x0, r).

Veremos que esta ecuación representa un problema de punto fijo.
En primer lugar reescribimos la ecuación (2.3.0.14) de la siguiente forma

ψ(z + x0)− ψ(x0)−Dψ(x0) · z +Dψ(x0) · z = h

y poniendo
T (z)

.
= ψ(z + x0)− ψ(x0)−Dψ(x0) · z

podemos expresarla aśı

T (z) +Dψ(x0) · z = h.

Dψ(x0) es un operador lineal inversible puesto que |Jψ| ≥ 1
3
L en B(r). Si

denotamos a su inversa con U entonces la ecuación se transforma en

U(h− T (z)) = z

y si ponemos
W (z) = U(h− T (z))

la ecuación (2.3.0.14) representa en definitiva un problema de punto fijo

W (z) = z. (2.3.0.15)
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Ahora veremos que W (B) ⊂ B y más aún que W es una contracción,
luego por el teorema de la contracción habrá un único punto fijo y ψ tendrá un
único p-punto.

Veamos que W es una contracción y que B es invariante. Consideremos
la identidad

d
dθ
ψi(x0 + θz + (1− θ)y) = Dψi(x0 + θz + (1− θ)y)(z− y)

=
∑n

j=1(zj − yj)ψi,j(x0 + θz + (1− θ)y)
(2.3.0.16)

e integremos sobre el segmento [0, 1]

ψi(x0 + z)− ψi(x0 + y)

=
∫ 1

0
d
dθ
ψi(x0 + θz + (1− θ)y)dθ

=
∑n

j=1(zj − yj)
∫ 1

0
ψi,j(x0 + θz + (1− θ)y)dθ.

(2.3.0.17)

Ahora teniendo en cuenta la definición de T obtenemos

(T (z)− T (y))i = Ti(z)− Ti(y)
= ψi(z + x0)− ψi(x0)−Dψi(x0) · z− ψi(x0 + y) + ψi(x0) +Dψi(x0) · y

= ψi(z + x0)− ψi(x0 + y)−Dψi(x0) · (z− y)

= ψi(z + x0)− ψi(x0 + y)−∑n
j=1(zj − yj)

∫ 1

0
ψi,j(x0)dθ

=
∑n

j=1(zj − yj)
∫ 1

0
ψi,j(x0 + θz + (1− θ)y)dθ −∑n

j=1(zj − yj)
∫ 1

0
ψi,j(x0)dθ

=
∑n

j=1(zj − yj)
∫ 1

0
[ψi,j(x0 + θz + (1− θ)y)− ψi,j(x0)]dθ.

(2.3.0.18)
Consideremos el operador lineal acotado U inverso de Dψ(x0), con norma

‖U‖ = {‖U(h)‖ : ‖h‖ = 1}. Entonces ‖U(h)‖ ≤ ‖U‖ · ‖h‖ . En particular
considerando ψ ∈ B1(φ, δ1) se verifica que ‖U(h)‖ = ‖U(φ(x0)− ψ(x0))‖ ≤
‖U‖ ‖(φ(x0)− ψ(x0))‖ < ‖U‖ δ1. Luego si ψ ∈ B1(φ, δ) con δ < δ1 y ‖z‖ , ‖y‖ ≤
r podemos acotar la ecuación (2.3.0.18) y obtener:

‖T (z)− T (y)‖ ≤ ‖z− y‖ [O(δ) +O(r)] ≤ ‖z− y‖K[δ + r]

donde K = K(x0, φ) es una constante positiva independiente de δ y r.
Entonces

‖W (z)−W (y)‖ ≤ ‖z− y‖K[δ + r] ‖U‖ (2.3.0.19)

y con y = 0 obtenemos

‖W (z)‖ ≤ K[δ + r] ‖U‖ ‖z‖ ≤ {Kδ ‖U‖+Kr ‖U‖} ‖z‖ ≤ C ‖z‖ (2.3.0.20)

donde C = Kδ ‖U‖+Kr ‖U‖ es constante.
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Ahora eligiendo r suficientemente pequeño de forma tal que Kr ‖U‖ <
1
3
, δ ≤ δ1 y Kδ ‖U‖ < 1

3
se deduce que C < 1. Luego de acuerdo a las

ecuaciones (2.3.0.19) y de (2.3.0.20) se concluye B es invariante y que W
es una contracción. Finalmente observando que Jφ(xi) = Jψ(xi) y que el
argumento no depende del ı́ndice i se obtiene el resultado buscado. ¥

Observación 2.3.0.16 De este resultado se deduce que d(φ,Ω, ·) es cons-
tante en cada componente conexa de Rnr,φ,1. En ocasiones aplicaremos el re-
sultado en este sentido.

Ahora comenzamos el trabajo preliminar a la demostración del segundo
resultado fundamental.

Los tres lemas que siguen son técnicos, aunque en śı mismos de in-
terés.

Lema 2.3.0.17 Sea φ ∈ C2(Ω) y ψ ∈ C1
0(Rn) tal que sopψ ∩ φ(∂Ω) = ∅.

Entonces existe una función ϕ ∈ C1
0(Ω) tal que

div(ϕ)(x) = Jφ(x)(div(ψ))(φ(x)) (2.3.0.21)

Demostración. Consideremos la matriz M = {φi,j}1≤i,j≤n y el cofac-

tor asociado al elemento φi,j, es decir Aij(x) = (−1)i+j det(M(i|j)), donde
M(i|j) designa la matriz obtenida de M suprimiendo la fija i y la columna
j.

Para cada j = 1, 2, ..., n se define

ϕj(x) =
n∑
i=1

ψi(φ(x))Aij(x)

y se propone la función ϕ = (ϕ1, ϕ2, ..., ϕn).

Con esta definición se tiene que ϕ ∈ C1
0(Ω) puesto que φ tiene soporte en

Ω y cada ψi es de soporte compacto.

Ahora probaremos el lema

div(ϕ)(x) =
∑n

j=1 ϕj,j =∑n
j=1

∑n
i=1

∂(ψi(φx)Aij(x))

∂xj
=∑n

j=1 {
∑n

i=1 {
∑n

k=1 ψi,k(φ(x))φk,j(x)Aij(x)}+ ψi(φ(x))Aij,j(x)} =∑n
i,j,k=1 ψi,k(φ(x))φk,j(x)Aij(x) +

∑n
i,j=1 ψi(φ(x))Aij,j(x)}

(2.3.0.22)
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Por un lado se puede ver [Deimling K., 1980] que para cada i = 1, 2, ..., n

n∑
j=1

Aij,j(x) = 0,

de manera que se tiene

n∑
i,j=1

ψi(φ(x))Aij,j(x) =
n∑
i=1




ψi(φ(x))

n∑
j=1

Aij,j(x)

︸ ︷︷ ︸
=0





= 0.

Por otro lado si desarrollamos el determinante por la fila i obtenemos

n∑
j=1

φk,j(x)Aij(x) = δkiJφ

de forma tal que obtenemos en definitiva que vale (2.3.0.21)

div(ϕ)(x) =
∑n

i,j,k=1 ψi,k(φ(x))φk,j(x)Aij(x)

=
∑n

i=1

∑n
j=1

∑n
k=1{ψi,k(φ(x))φk,j(x)Aij(x)}

=
∑n

i=1

∑n
k=1{ψi,k(φ(x))

∑
j=1{φk,j(x)Aij(x)}}

=
∑n

i=1

∑n
k=1{ψi,k(φ(x))δkiJφ}

=
∑n

i=1 ψi,i(φ(x))Jφ(x) = Jφ(x)(divψ)(φx). ¥

(2.3.0.23)

Lema 2.3.0.18 Sea f ∈ C1
0(Ω,R), K = sopf y supongamos para algún

x0 ∈ Rn se tiene que el tubo

A
.
= {k + t · x0 : k ∈ K, t ∈ [0, 1]} =

⋃

t∈[0,1]

K + t · x0 ⊂ Ω.

Entonces existe ψ ∈ C1
0(Ω) tal que

div(ψ)(x) = f(x)− f(x− x0) (2.3.0.24)

Demostración. Definimos la función F : Ω −→ R,

F (x) =

∫ 1

0

f(x− t · x0)dt,
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y proponemos la función

ψ(x) = F (x) · x0 = (F (x) · x1
0, F (x) · x2

0, ..., F (x) · xn0 )

En primer lugar verificaremos que ψ ∈ C1
0(Ω) y para ello observamos que si

t ∈ [0, 1] y x − t · x0 /∈ K entonces f(x − tx0) = 0 pues K = sop f. Luego
si x /∈ ⋃

t∈[0,1]K + t · x0 entonces F (x) = 0 y por lo tanto sop F ⊂ A ⊂ Ω y

ψ ∈ C1
0(Ω).

Ahora verificaremos que se cumple la igualdad (2.3.0.24) a través del
cálculo

div(ψ)(x) =
∑n

i=1 F,i(x) · xi0
=

∑n
i=1(

∫ 1

0
f,i(x− t · x0)dt)x

i
0

=
∑n

i=1(
∫ 1

0
f,i(x− t · x0)x

i
0dt)

=
∫ 1

0
{∑n

i=1 f,i(x− t · x0)x
i
0} dt

=
∫ 1

0

[− d
dt
f(x− x0)

]
dt

= f(x)− f(x− x0). ¥

(2.3.0.25)

Lema 2.3.0.19 Sea f ∈ C1
0(Rn,R), K = sopf. Supongamos que para algún

arco γ se tiene que el tubo

A
.
= {k + γ(s) : k ∈ K, s ∈ [0, 1]} =

⋃

s∈[0,1]

K + γ(s) =
⋃

s∈[0,1]

Ks ⊂ Ω.

Entonces existe ψ ∈ C1
0(Ω) tal que

div(ψ)(x) = f(x− γ(0))− f(x− γ(1)) (2.3.0.26)

Demostración. Para s, t ∈ [0, 1] se define la siguiente relación de equi-
valencia: s ∼ t sii existe ψ ∈ C1

0(Ω) tal que

div(ψ)(x) = f(x− γ(s))− f(x− γ(t)).

Si se prueba que las clases son abiertas, por la conexión del conjunto [0, 1],
se tendrá que existe una sóla clase y en definitiva 0 ∼ 1. Finalmente de esto
se deduce la tesis.

Para probar que cada clase es abierta fijamos s y definimos la función
fs(x) = f(x − γ(s)) de manera que el sopfs = Ks ⊂ Ω. Además, para
dicho s, definimos el conjunto K ′

s = k + θ · ht : k ∈ Ks, θ ∈ [0, 1] donde ht =
γ(t)− γ(s).

Como Ks es un compacto de Ω entonces ρ(Ks, ∂Ω) > 0 y por lo tanto
existe ε > 0 tal que si |t− s| < ε entonces |ht| < 1

2
ρ(Ks, ∂Ω) y K ′

s ⊂ Ω.
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Ahora aplicando el lema 2.3.0.18 obtenemos que existe ψ ∈ C1
0(Ω) tal que

si |s− t| < ε entonces

div(ψ)(x) = fs(x)− fs(x− ht) = f(x− γ(s))− f(x− ht − γ(s)) =
f(x− γ(s))− f(x− γ(t) + γ(s)− γ(s)) = f(x− γ(s))− f(x− γ(t))

(2.3.0.27)
En definitiva las clases son abiertas y cerradas a la vez y de ah́ı el resultado.
¥

El próximo paso es dar una representación integral del grado. Señalamos
que tal representación puede ser utilizada como punto de partida para definir
el grado; este enfoque puede verse en el texto de Heinz [Heinz E. 1959].

Teorema 2.3.0.20 (Una repesentación integral del grado).

Sean φ ∈ Ar
p,1 y

fε : Rn −→ R

continua tal que Kε
.
= sopf ⊂ B(0, ε) y

∫

Rn

fε(x)dx = 1.

Entonces existe ε0 = ε0(φ,p), tal que si 0 < ε < ε0 entonces

d(φ,Ω,p) =

∫

Ω

fε(φ(x)− p)Jφ(x)dx (2.3.0.28)

Demostración. Observemos en primer lugar que existen funciones fε :
Rn −→ R continuas con sopf ⊂ B(0, ε) e

∫
Rn fε(x)dx = 1 [(1) Spivak,

M 1979]. Si p es un valor regular de φ entonces φ−1(p) = {x1,x2, ...,xn}.
Para ε > 0 suficientemente pequeño podemos elegir entornos abiertos de los
puntos xi, Ni

.
= Ni(xi, ε), i = 1, 2, ..., n disjuntos con ∂Ω de forma tal que

φ(Ni) = B(p, ε), y que φ|Ni
sea inyectiva. En consecuencia Jφ|Ni

6= 0.

Teniendo en cuenta que

sopfε(φ(·)− p) ⊂
n⋃
i=1

Ni

el resultado se sigue del cálculo pues en primer lugar

∫

Ω

fε(φ(x)− p)Jφ(x)dx =
n∑
i=1

∫

Ni

fε(φ(x)− p)Jφ(x)dx
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y luego haciendo un cambio de variable y teniendo en cuenta que Jφ es de
signo constante en cada Ni se tiene que

∫
Ω
fε(φ(x)− p)Jφ(x)dx =∑n

i=1

∫
Ni
fε(φ(x)− p)Jφ(x)dx =∑n

i=1 sigJφ(xi)
∫
Kε
fε(y)dy =∑n

i=1 sigJφ(xi) = d(φ,Ω,p). ¥

(2.3.0.29)

Finalmente estamos en condiciones de probar el segundo resultado funda-
mental. La pregunta a la cual responde este teorema es la siguiente: ¿Cómo
varia el grado si se perturba la variable referida al punto p sin escapar de
la componente conexa en Rnφ,1 a la que pertenece.? Mientras que el primer
resultado fundamental implica que la función grado d(φ,Ω, ·) es constante
en cada componente conexa del conjunto Rnr,φ,1 el segundo muestra que es
constante en cada componente conexo del conjunto Rnφ,1. Desde luego que
estamos considerando el grado en valores regulares, de manera que lo que
afirma el resultado es que el grado es constante sobre todos los valores regu-
lares que están en la misma componente de Rnφ,1. Además observemos que en
el contexto del teorema de representación recién demostrado puede ocurrir
que ε0 −→ 0 cuando p tiende a un punto del cunjunto φ(Cφ); esto muestra
que la demostración no es inmediata a partir de tal representación.

Teorema 2.3.0.21 (Segundo resultado fundamental).

Si φ ∈ Ar
p1,1

∩ Ar
p2,1

tal que p0,p1 son dos puntos que están en la misma
componente conexa de Rnφ,1 entonces

d(φ,Ω,p0) = d(φ,Ω,p1) (2.3.0.30)

Observación 2.3.0.22 Este teorema afirma que si Θ designa una compo-
nente conexa de Rnφ,1 y Θr el conjunto de todos los valores regulares de φ que
están en Θ entonces d(φ,Ω, ·)|Θr es constante.

Demostración. El teorema se probará en dos etapas.

1. Para una función φ ∈ Ar
p1,2

∩ Ar
p2,2

en las condiciones de la hipótesis.

Siendo que [φ(∂Ω)]c es abierto, sabemos que sus componentes conexos
son arcoconexos. Sea Θ el componente conexo de [φ(∂Ω)]c que contiene a
p0,p1 ∈ Θ y γ : [0, 1] −→ Θ un camino que los une, γ(0) = p0; γ(1) = p1.
Teniendo en cuenta que la traza de γ es compacta existe un Nε1-entorno en
Θ que contiente a γ([0, 1]).
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Ahora consideramos 0 < ε < ε1, y representaciones integrades de los
grados d(φ,Ω,p0), d(φ,Ω,p1) dadas por el teorema 2.3.0.20. Obsérvese que
puede elegirse la misma función fε para ambas representaciones.

Fijamos ε > 0 y consideramos para todo s ∈ [0, 1] Ks,ε
.
= {z + γ(s) : z ∈

sop(fε)} ⊂ Ω. Entonces
⋃
s∈[0,1]Ks,ε ⊂ Ω y de acuerdo al lema 2.3.0.19 existe

ψ ∈ C1
0(Ω) con sop(ψ) ⊂ Θ tal que

div(ψ)(x) = fε(x−γ(0))−fε(x−γ(1)) = fε(x−p0)−fε(x−p1) (2.3.0.31)

A su vez, por el lema 2.3.0.17 existe una función ξ ∈ C1
0(Ω) tal que

div(ξ)(x) = div(ψ)(φ(x))Jφ(x) (2.3.0.32)

con sopξ ∩ φ(∂Ω) = ∅.

Multiplicando por Jφ(x) ambos miembros de la ecuación (2.3.0.31) eva-
luada en φ(x) e integrando sobre Ω obtenemos

∫
Ω
div(ψ)(φ(x))Jφ(x)dx =

∫
Ω
fε(φ(x)− p0)Jφ(x)dx− ∫

Ω
fε(φ(x)− p1)Jφ(x)dx =

= d(φ,Ω,p0)− d(φ,Ω,p1)
(2.3.0.33)

Finalmente reoordenando los términos y usando la ecuación (2.3.0.32) se
obtiene el resultado

d(φ,Ω,p0) = d(φ,Ω,p1) +
∫
Ω
div(ψ)(φ(x))Jφ(x)dx =

= d(φ,Ω,p1) +
∫
Ω
div(ξ)(y)dy = d(φ,Ω,p1).

(2.3.0.34)

La última igualdad se justifica teniendo en cuenta que por el teorema de la
divergencia

∫
Ω
div(ξ)(y)dy = 0. Esto concluye la prueba de la primer etapa.

2. Para funciones φ ∈ Ar
p1,1

∩ Ar
p2,1

en las condiciones de la hipótesis.

En este caso consideramos una sucesión de funciones {φn}n≥1 ⊂ C2(Ω)
tal que ‖φn − φ‖1 −→ 0 en C1(Ω). Consideremos γ como antes y δ =
ρ(γ[0, 1], φ(∂Ω)) > 0. Entonces si tomamos ‖φn − φ‖1 <

1
2
δ, x ∈ ∂(Ω) y s ∈

[0, 1] entonces dado que ‖φ(x)− γ(s)‖ ≤ ‖φ(x)− φn(x)‖ + ‖φn(x)− γ(s)‖
se tiene que

‖φn(x)− γ(s)‖ ≥ ‖φ(x)− γ(s)‖ − ‖φ(x)− φn(x)‖ > δ − 1

2
δ =

1

2
δ.
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Entonces para n suficientemente grande por el primer resultado funda-
mental, teorema 2.3.0.15, vale que

d(φ,Ω,p0) = d(φn,Ω,p0)

y
d(φn,Ω,p1) = d(φ,Ω,p1).

Ahora por la primera parte del presente teorema se tiene que:

d(φ,Ω,p0) = d(φ,Ω,p1). ¥ (2.3.0.35)

Por ultimo para continuar con la construcción necesitamos del importante
teorema de Sard cuya demostración puede verse en los textos de Spivak y
Milnor [(2) Spivak M. 1979; Milnor J. W. 1965,]

Teorema 2.3.0.23 (Teorema de Sard.) Si φ ∈ C1(Ω) entonces φ(Cφ) tie-
ne medida cero.

Es claro que este teorema afirma que el conjunto de valores regulares de
una función C1(Ω) es denso en Rn y en este sentido utilizaremos en ocasiones
el teorema de Sard.

2.4. Definición del grado topológico para fun-

ciones φ ∈ Ap,1.

Ahora podemos levantar la restricción de que p sea un valor regular.

Usaremos la siguiente notación: η
.
= ρ(p, φ(∂Ω)) donde ρ denota la dis-

tancia asociada a la norma ‖·‖∞ . Cuando existan más de un punto p en
juego, notaremos para cada pi correspondiente ηi = ρ(pi, φ(∂Ω)).

Definición 2.4.0.24 Sea φ ∈ Ap,1. Elegimos q ∈ B(p, η) valor regular de φ
de forma tal que ψ ∈ Ar

p,1 y definimos el grado de φ en p relativo a Ω de la
siguiente forma:

d(φ,Ω,p)
.
= d(φ,Ω, q).

Teorema 2.4.0.25 La definición 2.4.0.24 es correcta.

Demostración. Por el teorema de Sard 2.3.0.23 cada bola B(0,p) con-
tiene puntos q que resultan ser valores regulares de la función φ. Por ser
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conexa, la bola B(p, η) está contenida en la componente conexa de p en
Rnφ,1 y de acuerdo al segundo resultado fundamental 2.3.0.21 la definición no
depende del punto q elegido. ¥

En la siguiente subsección probaremos el tercer resultado fundamental
de la construcción; este teorema muestra que la extensión preserva dos pro-
piedades ya probadas para el grado de funciones φ ∈ Ar

p,1 y además que la
función grado es efectivamente invariante bajo homotoṕıas, es decir el grado
permanece constante a través de deformaciones continuas en la variable φ.

2.4.1. Algunas propiedades fundamentales del grado
de una función φ ∈ Ap,1 para la extensión del
concepto. Tercer resultado fundamental.

En primer lugar precisamos el concepto de homotopóia.

Definición 2.4.1.1 (Homotopı́as de clase Ck p-admisibles). Una ho-
motoṕıa de clase Ck entre las funciones φ, ψ ∈ Ck(Ω) es una función

H : [0, 1]× Ω −→ Rn

tal que si denotamos Ht(x) = H(t,x) entonces para todo t ∈ [0, 1] se tiene
que Ht ∈ Ck(Ω),

H0 = φ, H1 = ψ

y además
‖Ht −Hs‖1 −→ 0, si |t− s| −→ 0

Además diremos que la homotoṕıa H es p-admisible si para todo t ∈ [0, 1]
vale que p /∈ Ht(∂Ω).

Seguiremos utilizando las notaciones establecidas en este caṕıtulo; es decir
p para todo t ∈ [0, 1], Ht ∈ Ap,1q indica que toda función Ht con 0 ≤ t ≤ 1
es Ck p-admisible. Análogas notaciones se usan para el complemento de los
valores p-admisibles, regulares o no, etc.

Teorema 2.4.1.2 (Tercer resultado fundamental.)

1. Si φ ∈ Ap,1 entonces d(φ,Ω, ·) es constante sobre cada componente
conexa de Rnφ,1.

2. Si φ ∈ Ap,1 entonces existe δ = δ(φ,p) > 0 tal que si ψ ∈ B1(φ, δ)
entonces ψ ∈ Ap,1 y además

d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p). (2.4.1.1)
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3. (Invariancia bajo homotopı́as para funciones en Ap,1) Si H es
una homotoṕıa entre las funciones φ y ψ tal que para todo t ∈ [0, 1]
Ht ∈ Ap,1 entonces para todo t ∈ [0, 1]

d(Ht,Ω,p) = d(φ,Ω,p). (2.4.1.2)

Observación 2.4.1.3 El primer punto dice que el segundo resultado fun-
damental vale para funciones φ ∈ Ap,1, y podemos expresarlo de la siguiente
manera: si Θ designa un componente conexa de Rnφ,1 entonces d(φ,Ω, ·)|Θ es
constante. El segundo punto dice que el primer resultado fundamental vale
asimismo para funciones φ ∈ Ap,1 y yl tercer que el grado es independiente
de la deformación continua producida por la homotoṕıa H.

Demostración.

1. Consideremos p1,p2 ∈ Θ una componente conexa de Rnφ,1. Elegimos qi
para i = 1, 2 valores regulares de φ tal que ‖qi − pi‖ < ηi. Con esta elección
se tiene que qi ∈ Θ para i = 1, 2. Luego por la definición 2.4.0.24 se tiene
para cada i = 1, 2

d(φ,Ω,pi) = d(φ,Ω,qi). (2.4.1.3)

Ahora observamos que φ ∈ Ar
q1,1

∩Ar
q2,1

y que q1,q2 son dos puntos que están
en la misma componente conexa Θ de Rnφ,1, luego por el segundo resultado
fundamental 2.3.0.21 d(φ,Ω,q1) = d(φ,Ω,q2) y de ah́ı el resutlado

d(φ,Ω,p1) = d(φ,Ω,p2).

2. Por el teorema de Sard 2.3.0.23 podemos elegir q valor regular de φ tal
que ‖p− q‖ < 1

2
η = δ.

Ahora si ψ ∈ B1(φ, δ) entonces por el primer resultado fundamental
2.3.0.15 se tiene que d(φ,Ω,q) = d(ψ,Ω,q).

Por la elección del punto q se observa que p y q están en la misma
componente conexa Θ de Rnφ,1 y por el primer punto del presente teorema
d(φ,Ω,p) = d(φ,Ω,q) y d(ψ,Ω,p) = d(ψ,Ω,q).

Finalmente combinando ambos resultados se obtiene

d(ψ,Ω,p) = d(ψ,Ω,q) = d(φ,Ω,q) = d(φ,Ω,p) ¥ (2.4.1.4)

3. Por el punto 2 del presente teorema, la función u : [0, 1] −→ Z definida
u(t) = d(Ht,Ω,p) es continua de manera que debe ser constante. ¥
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2.5. Definición del grado topológico para fun-

ciones φ ∈ Ap,0.

Ahora completaremos el esquema (1). La idea es definir el grado de una
función continua φ sobre Ω a través de una función ψ ∈ C1(Ω) que esté sufi-
cientemente cerca en la norma (2.1.0.2).

Se debe notar que independizándonos de la diferenciabilidad, abordamos
el concepto de grado en términos topológicos; esto significa que en el enfoque
anaĺıtico la diferenciabilidad aparece, en verdad, como un recurso auxiliar.

Definición 2.5.0.4 Sea φ ∈ Ap,0. Elegimos ψ ∈ C1(Ω) ∩ B(φ, η) de forma
tal que ψ ∈ Ap,1 y definimos el grado de φ en p relativo a Ω de la siguiente
manera:

d(φ,Ω,p)
.
= d(ψ,Ω,p)

Teorema 2.5.0.5 La definición 2.5.0.4 es correcta.

Demostración. En primer lugar observemos que η > 0 y C1(Ω) ∩
B(φ, η) 6= ∅. Ahora cosideremos dos funciones ψ1, ψ2 ∈ C1(Ω) ∩ B(φ, η)
y la homotoṕıa inducida por la combinación convexa

Ht(x) = tψ1(x) + (1− t)ψ2(x)

para todo x ∈ Ω y t ∈ [0, 1].

Se comprueba fácilmente que para todo t ∈ [0, 1] se tiene Ht ∈ Ap,1.
Luego por el punto 3 del tercer resultado fundamental 2.4.1.2 se verifica que
d(ψ1,Ω,p) = d(ψ2,Ω,p).

En definitiva hemos visto que el grado es constante en B(φ, η)∩C1(Ω) y
por lo tanto la definición no depende de la elección de ψ. ¥

El proceso de aproximación utilizado en la construcción del concepto se
puede realizar simultáneamente en las dos variables φ y p; más precisamente
se tiene el siguiente:

Teorema 2.5.0.6 En la definición 2.5.0.4 podemos elegir ψ ∈ Ar
p,1.

Demostración. Consideramos ϕ ∈ C1(Ω) ∩ B(φ, 1
2
η); con esta elección

ρ(p, ϕ(∂Ω)) > 1
2
η > 0, de manera que p /∈ ϕ(∂Ω) y el grado de ϕ está bien

definido. Ahora elegimos q ∈ B(p, 1
2
η) ∩ [ϕ(Cϕ)]

c y consideramos

ψ = ϕ+ p− q.
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Entonces
‖φ− ψ‖ ≤ ‖φ− ϕ‖+ ‖ϕ− ψ‖ ≤
‖φ− ϕ‖+ ‖ϕ− (ϕ+ p− q)‖

= ‖φ− ϕ‖+ ‖p− q‖ < η.
(2.5.0.5)

Ahora bien
ψ(x) = p sii ϕ(x) = q

y por construcción si x ∈ ψ−1(p) entonces Jψ(x) = Jϕ(x) 6= 0 de manera
que p no es un valor cŕıtico de ψ. ¥

2.6. Algunas propiedades de la función grado

topológico: d(φ,Ω,p).

En esta sección estudiaremos cómo se comporta la función grado respecto
de los parámetros de los cuales depende: la función φ, el dominio Ω y el punto
p.

2.6.1. Perturbación de la función grado respecto de la
variable φ y p.

De acuerdo a la construcción es fácil ver que se cumple la propiedad de
normalización enunciada en el teorema 2.2.0.10 y su demostración en este
contexto es inmediata.

La siguiente propiedad, aunque elemental, es clave en muchas aplicaciones
de la teoŕıa del grado al análisis.

Teorema 2.6.1.1 (Propiedad de solución).

Sea φ ∈ Ap,0. Si d(φ,Ω,p) 6= 0, entonces existe q ∈ Ω tal que φ(q) = p.

Demostración. Si p /∈ φ(Ω) entonces podemos elegir ψ ∈ C1(Ω) tal que
‖φ− ψ‖ < ρ(p, φ(Ω)) < η. Luego se deduce que p /∈ ψ(Ω) de manera que
d(φ,Ω,p) = 0 y esto contradice la hipótesis. ¥

Observación 2.6.1.2 Los dos teoremas siguientes muestran que el tercer
resultado fundamental se extiende a funciones φ ∈ Ap,0.

Teorema 2.6.1.3 (La función d(·,Ω, p) es localmente constante en la

primer variable e invariante bajo homotopı́as).

Sean φ ∈ Ap,0
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1. Existe δ = δ(φ,p) > 0 tal que si ψ ∈ B(φ, δ) entonces ψ ∈ Ap,0 y
además

d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p). (2.6.1.1)

2. Si H es una homotoṕıa y para todo t ∈ [0, 1], Ht ∈ Ap,0 entonces

d(Ht,Ω,p) = d(H0,Ω,p). (2.6.1.2)

Demostración. 1. Si p /∈ φ(∂Ω) y ψ ∈ B(φ, 1
2
η) entonces p /∈ ψ(∂Ω),

pues ‖ψ − p‖ ≥ ‖φ− p‖ − ‖ψ − φ‖ ≥ η − 1
2
η = 1

2
η > 0. Luego el grado,

d(ψ,Ω,p) está bien defindo.

Si definimos δ = η−‖ψ − φ‖ y elegimos una función χ ∈ B1(ψ, δ) entonces
‖φ− χ‖ ≤ ‖φ− ψ‖+ ‖ψ − χ‖ ≤ η − ‖ψ − φ‖+ ‖ψ − φ‖ = η.

Luego se tiene simultáneamente que ‖χ− ψ‖ < η, ‖χ− φ‖ < η y usando
la definición 2.5.0.4 se deduce que d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p).

2. De acuerdo a la hipótesis el grado d(Ht,Ω,p) está definido para todo
t ∈ [0, 1]. La demostración es análoga a la que dimos en el teorema 2.4.1.2
para funciones de clase C1(Ω). Nuevamente es suficiente con observar que
por el punto 1 del presente teorema la función u : [0, 1] −→ Z definida
u(t) = d(Ht,Ω,p) es continua y por lo tanto debe ser constante. ¥

Observación 2.6.1.4 Geométricamente el segundo punto del teorema 2.6.1.3
muestra que si no existen p-puntos en el borde de Ω entonces a lo largo de
la deformación los p-puntos aparecen y desaparecen de a pares de forma tal
que se compensan los signos y no aportan al grado.

Teorema 2.6.1.5 (La función d(φ,Ω, p) constante en cada compomente

conexa de Rnφ,0).
Sea φ ∈ Ap,0. Si p0 y p1 están en la misma compomente conexa de Rnφ,0

entonces

d(φ,Ω,p0) = d(φ,Ω,p1).

Demostración. Sean p0, p1 ∈ Θ componente conexa de Rnφ,0. Por ser
arcoconexo existe una curva continua γ : [0, 1] −→ Θ que los une, es decir
γ(0) = p0, γ(1) = p1. Siendo que τ = ρ(γ[0, 1], ∂Ω) > 0 se puede elegir
ψ ∈ Ar

p0,1
∩ Ar

p1,1
tal que para i = 1, 2 d(φ,Ω,pi) = d(ψ,Ω,pi). Ahora

teniendo en cuenta que los puntos p0 y p1 están en la misma componente
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conexa de Rnψ,1 el resultado se sigue del tecer resultado fundamental, teorema
2.4.1.2. ¥

El siguiente resultado, como veremos más adelante en el tercer y cuarto
caṕıtulo, resulta fundamental para definir el grado global de una función.

Teorema 2.6.1.6 (Dependencia del grado respecto de los valores del

campo sobre el borde).

Supongamos que φ, ψ ∈ Ap,0 tal que φ|∂Ω = ψ|∂Ω. Entonces

d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p) (2.6.1.3)

Demostración. Consideramos la homotoṕıa C0-p-admisible inducida
por las combinaciones convexas de φ y ψ, es decir para todo x ∈ Ω y t ∈ [0, 1]
definimos

H(t,x) = tφ(x) + (1− t)ψ(x).

Observemos que de acuerdo a la hipótesis como ambas coinciden sobre el
borde de Ω se tiene que si x ∈ ∂Ω y t ∈ [0, 1] entonces H(t,x) = φ. Luego
para todo t ∈ [0, 1] vale que p /∈ H(t, ∂Ω) y el grado está bien definido a lo
largo de la deformación. El resultado se sigue ahora por la invariancia de la
homotoṕıa establecida en el segundo punto del teorema 2.6.1.3. ¥

Teorema 2.6.1.7 (Poincaré-Bohl).

Sean φ, ψ ∈ C(Ω) y supongamos que para todo x ∈ ∂Ω se tiene que
p /∈ [φ(x);ψ(x)] donde [φ(x);ψ(x)] denota el segmento que une el punto φ(x)
con ψ(x). Entonces d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p).

Demostración. Se trata esencialmente de la misma demostración dada
para el teorema 2.6.1.6. Nuevamente, consideramos la homotoṕıa continua
inducida por las combinaciones convexas de φ y ψ, es decir para todo x ∈ Ω
y t ∈ [0, 1] definimos

H(t,x) = tφ(x) + (1− t)ψ(x).

Es fácil comprobar que la hipótesis pp /∈ [φ(x);ψ(x)] para todo x ∈ ∂Ωq
implica que para todo t ∈ [0, 1] vale que p /∈ H(t, ∂Ω) y el resultado se sigue
nuevamente por la invariancia de la homotoṕıa 2.6.1.3. ¥

El próximo teorema establece la invariancia bajo traslación.
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Teorema 2.6.1.8 (Invariancia bajo traslaciones).

Sea φ ∈ Ap,0. Entonces para todo q ∈ Rn se tiene que

d(φ,Ω,p) = d(φ− q,Ω,p− q) (2.6.1.4)

Demostración. Cosideremos la función Φ : [0, 1] −→ Z definida Φ(t) =
d(φ− t ·q,Ω,p− t ·q). Observemos en primer lugar que Φ está bien definida
puesto que si p /∈ φ(∂Ω) entonces para todo t ∈ [0, 1] se tiene que p− t · q /∈
(φ−t ·q)(∂Ω). Ahora resulta que Φ es continua por 2.6.1.3 y a valores enteros
por lo tanto constante y de ah́ı el resultado. ¥

Como consecuencia del teorma de la invariancia bajo traslaciones po-
demos dar una primer generalización de la invariancia bajo homotoṕıa que
establece que el grado se mantiene constante bajo deformaciones simultáneas
e independientes de la función y el punto; más precisamente:

Teorema 2.6.1.9 Sea p : [0, 1] −→ Rn un camino continuo y H una homo-
toṕıa C0 pt-admisible para todo t ∈ [0, 1], es decir para todo t ∈ [0, 1] se tiene
pt /∈ Ht(∂Ω). Entonces d(Ht,Ω,pt) es independiente de t ∈ [0, 1].

Demostración. ConsideremosK la homotoṕıa inducida porH y la curva
p definida para todo t ∈ [0, 1] y x ∈ Ω como K(t,x) = H(t,x) − pt. Ahora
para cada t ∈ [0, 1] se aplica la invariancia bajo traslaciones, teorema 2.6.1.8,
y se obtiene

d(Kt,Ω,0) = d(Ht − pt,Ω,0) = d(Ht,Ω,pt)

Finalmente por el teorema (2.6.1.3), invariancia bajo homotoṕıa, el grado
d(Kt,Ω,0) es independiente de t y por lo tanto d(Ht,Ω,pt) es independiente
para todo t ∈ [0, 1]. ¥

Cerramos esta subsección indicando en qué sentido la función grado da
una cota inferior de la cantidad de ceros de la ecuación φ(x) = p. La infor-
mación que brinda el teorema 2.6.1.10 se volverá a encontrar en el cuarto
caṕıtulo en el contexto de las variedades, teorema 4.2.2.1.

Teorema 2.6.1.10 Sea φ ∈ Ap,0. Sea Θ ⊂ Rnφ,0 una componente conexa.
Existe un conjunto C = φ(Cφ ∩Θ) ⊂ Θ de medida cero tal que si p ∈ Θ−C
entonces φ−1({p}) es un conjunto finito que consta de m puntos, con m ≥
d(φ,Ω,p) y además

d(φ,Ω,p) = m (mod. 2)

A veces se utiliza el teorema en la versión del siguiente
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Corolario 2.6.1.11 En el contexto del teorema 2.6.1.10 si p ∈ Rnφ,0 entonces
existe un entorno N(p, ε) del punto p y un conjunto C ⊂ N(p, ε) de medida
cero tal que si p′ ∈ N(p, ε)− C entonces

d(φ,Ω,p′) = d(φ,Ω,p)

y además φ−1(p′) es un conjunto finito de m puntos con m ≥ d(φ,Ω,p′) y

m = d(φ,Ω,p) (mod. 2)

2.6.2. Perturbación de la función grado respecto de la
variable Ω.

La propiedades más importantes al respecto son dos; la primera dice que el
grado es aditivo respecto de la variable Ω y la segunda que es invariante, bajo
determinadas condiciones, respecto de la sustracción de conjuntos cerrados.

Teorema 2.6.2.1 (Aditividad respecto del dominio y propiedad de

escisión).

Sea φ ∈ Ap,0

1. Sea {Ωi}1≤i≤n ⊂ Ω una sucesión finita de abiertos disjuntos de a dos
tal que Ω =

⋃
1≤i≤n Ωi y para todo i, φi

.
= φ|Ωi

. Entonces

d(φ,Ω,p) =
∑

1≤i≤n
d(φi,Ωi,p) (2.6.2.1)

2. Si K ⊂ Ω es cerrado y p /∈ φ(K). Entonces

d(φ,Ω,p) = d(φ,Ω−K,p) (2.6.2.2)

Observación 2.6.2.2 La propiedad de escisión dice que en tal caso el con-
jutno K no aporta p puntos.

Demostración. 1. En primer lugar veamos que para todo i = 1, 2, ..., n
se tiene que ∂Ωi ⊂ ∂Ω.

Para ello supongamos que no, es decir que existe x ∈ ∂Ωi tal que x /∈ ∂Ω.
Entonces teniendo en cuenta que ∂Ωi ⊂ Ωi ⊂ Ω debe ser que x ∈ Ω. Por la
hipótesis existe algún j 6= i tal que x ∈ Ωj y por lo tanto alguna bola tal
que x ∈ B(x, r) ⊂ Ωj. Luego como x ∈ ∂Ωi entonces Ωi ∩ B(x, r) 6= ∅ y
aśı existen i, j tal que i 6= j y Ωi ∩ Ωj 6= ∅ lo cual es una contradicción.
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Elegimos una función ψ ∈ Ap,1 con ‖φ− ψ‖ < η. Luego como ∂Ωi ⊂ ∂Ω
se tiene que p /∈ ψ(∂Ωi) y para todo x ∈ Ωi que ‖φ(x)− ψ(x)‖ < η. Luego
por definición 2.5.0.4 se tiene d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p).

Ahora si designamos ψi
.
= ψ|Ωi

entonces para todo i tenemos que d(ψi,Ωi,p) =
d(φi,Ωi,p) y el resultado se sigue del cálculo directo:

d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p) =
∑

x∈ψ−1{p} sig(Jψ(x)) =∑n
i=1

∑
x∈ψ−1

i {p} sig(Jψi
(x)) =∑n

i=1 d(ψi,Ωi,p) =∑n
i=1 d(φi,Ωi,p) ¥.

(2.6.2.3)

2. Teniendo en cuenta que K es compacto entonces φ(K) es compacto
y podemos considerar una función ψ ∈ Ap,1 que cumple simultaneamoente
con las dos desigualdades siguientes ‖φ− ψ‖ < η y ‖φ− ψ‖ < ρ(p, φ(K)).
Observemos que por hipótesis p /∈ ψ(K) de manera que ψ−1{p} ∩K = ∅.

Comprobaremos en primer lugar que d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω−K,p) y luego
que d(ψ,Ω−K,p) = d(φ,Ω−K,p).

La primer igualdad se sigue del cálculo

d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p) =
∑

x∈ψ−1{p} sig(Jψ(x))

=
∑

x∈ψ−1{p}∩(Ω−K) sig(Jψ(x))

= d(ψ,Ω−K,p).

(2.6.2.4)

Para la segunda sencillamente observemos en primer lugar que φ(∂Ω) ⊃
φ(∂Ω − K) y por lo tanto ρ(p, φ(∂Ω)) ≤ ρ(p, φ(∂Ω − K)). Luego por la
elección de ψ vale que ‖φ− ψ‖ < ρ(p, φ(∂Ω−K)) y por definición 2.5.0.4 se
tiene que d(ψ,Ω−K,p) = d(φ,Ω−K,p) de ah́ı el resultado. ¥

Ahora damos una segunda generalización de la invariancia bajo homo-
toṕıas. Fijamos el punto p para una familia de funciones de clase C0 p-
admisibles y en segundo lugar para el grado definido para puntos a lo largo
de un camino y para una familia de funciones de clase C0 pt admisibles para
todo t. Estas generalizaciones resultan ser consecuencias de la invariancia
bajo homotoṕıas 2.6.1.3 y del teorema 2.6.2.1 referido a las propiedades de
aditividad del dominio y escisión.

Teorema 2.6.2.3 Sea Ω ⊂ [0, 1]× Rn un conjunto abierto y acotado y φ ∈
C(Ω,Rn). Para cada t ∈ [0, 1] definimos las funciones φt : Ωt ⊂ Rn −→ Rn,
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φt(x)
.
= φ(t,x) donde Ωt

.
= {x : (t,x) ∈ Ω} ⊂ Rn es un conjunto abierto

y acotado. Observemos que Ω
.
=

⋃
t∈[0,1] Ωt. Luego si para todo t ∈ [0, 1],

φt ∈ Ap,0(Ωt) entonces d(φt,Ωt,p) es independiente de t.

Finalmente combinando las hipótesis y resultados de los teormas 2.6.2.3
y 2.6.1.9 tenemos:

Teorema 2.6.2.4 Invariancia generalizada bajo homotopı́as).

Sea Ω ⊂ [0, 1]× Rn un conjunto abierto y acotado y φ ∈ C(Ω,Rn). Para
cada t ∈ [0, 1] definimos las funciones φt : Ωt ⊂ Rn −→ Rn, φt(x)

.
= φ(t,x)

donde Ωt
.
= {x : (t,x) ∈ Ω} ⊂ Rn es un conjunto abierto y acotado. Sea

p : [0, 1] −→ Rn un camino continuo. Entonces, si para todo t ∈ [0, 1],
φt ∈ Apt,0(Ωt) entonces d(φt,Ωt,pt) es independiente de t.

2.7. El ı́ndice de Poincaré.

El teorema 2.6.1.5 afirma que la función grado es constante en cada com-
ponente conexa del conjunto de los puntos de Rn que hacen C0 p-admisible a
φ. A partir de este resultado podemos dar la siguiente definición que usaremos
en breve:

Definición 2.7.0.5 Si B ⊂ Rnφ,0 es conexo definimos

d(φ,Ω, B)
.
= {d(φ,Ω,p) : p ∈ B}

Ahora podemos definir el ı́ndice de un campo y su relación con el grado,
usalmente llamado ı́ndice de Poincaré.

Definición 2.7.0.6 (Indice de Poincaré).

Sea φ ∈ C(Ω) y x0 ∈ Ω un p-punto de φ aislado. Consideremos la co-
lección Γx0 todos los abiertos que contienen x0 y a ningún otro p-punto de
φ. Claramente si U1, U2 ∈ Γx0 entonces U1 ∪ U2 ∈ Γx0 . Por la propiedad
de escisión establecida en el teorema 2.6.2.1 se comprueba que d(φ, U1,p) =
d(φ, U2,p) de manera que d(φ, U,p) es el mismo para todo U ∈ Γx0 . Se de-
fine el indice del campo φ en el punto x0, denotado i(φ,x0,p) como
d(φ, U,p) para algún U ∈ Γx0 .

Observación 2.7.0.7 Para verificar que la definción es correcta sólo de-
bemos comprobar que d(φ, U1,p) = d(φ, U2,p). Teniendo en cuenta que U1

y U2 son abiertos podemos considerar una bola U = B(x0, r) ⊂ U1, U2 y
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los cerrados K1 = U1 − U ⊂ U1, y K2 = U2 − U ⊂ U2. Es fácil ver que
U = U1−K1 = U2−K2 de manera que por la propiedad de escisión se tiene
que

d(φ, U1,p) = d(φ, U1 −K1,p) = d(φ, U2 −K2,p) = d(φ, U2,p).

Si la preimagen de φ del punto p es finita entonces sus puntos son ais-
lados y podemos expresar el grado a través de la suma de sus ı́ndices; más
precisamente se tiene el siguiente teorema:

Teorema 2.7.0.8 (El grado como suma de ı́ndices).

1. Si φ ∈ Ap,0 y φ−1{p} finito entonces

d(φ,Ω,p) =
∑

x∈φ−1{p}
i(φ,x,p) (2.7.0.5)

2. Si φ ∈ C1(Ω), x ∈ φ−1{p} y Jφ(x) 6= 0 entonces i(φ,x,p) = (−1)m,
donde m es el número de autovalores reales negativos de la diferencial
Dφ(x), contados con su multiplicidad algebraica.

Demostración. 1. Supongamos que φ−1{p} = {x1,x2, ...,xn}. Conside-
remos entornos abiertos disjuntos de a dos {Uj}1≤j≤n de los p-puntos tal que
d(φ, Uj,xj) = i(φ,xj,p) para j = 1, 2, ..., n. Ahora el resultado se sigue de
la aditividad y la esición, teorema 2.6.2.1.

2. Consideremos la matrizDφ(x) no singular y sus autovalores λ1, λ2, ..., λn
no necesariamente distintos. Entonces Jφ(x) = λ1 ·λ2 · ... ·λn. Los autovalores
complejos aparecen de a pares conjugados y por lo tanto sigJφ(x) = (−1)m

y de ah́ı el resultado puesto que i(φ,x,p) = sigJφ(x). ¥

Observación 2.7.0.9 El cálculo del grado de una composición, bajo deter-
minadas condiciones, hace uso de la invariancia del grado en los componentes
conexos. La demostación requiere de cierto trabajo técnico y puede verse en
el texto de LLoyd [LLoyd N. G, 1978]. En algún sentido nos recuerda la regla
de la cadena.

Teorema 2.7.0.10 (El teorema de la multiplicación).

Sea φ ∈ C(Ω) y Ω1 ⊃ φ(Ω) acotado. Sea Θ = Ω1 − φ(∂Ω) y supogamos
que sus componentes conexos son Θi, i ∈ N. Entonces si ψ ∈ C(Ω1) y
p /∈ ψ(φ(∂Ω)) ∪ ψ(∂Ω1) se cumple que

d(ψ ◦ φ,Ω,p) =
∑
i

d(ψ,Θi,p)d(φ,Ω,Θi). (2.7.0.6)
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2.8. Definición del grado para funciones φ C0

p-admisibles definidas sobre conjuntos abier-

tos y acotados de un R (o C) espacio de

Banach finito dimensional.

A continuación veremos la cuestión de como definir la función grado sobre
funciones C0 p admisibles definidas en abiertos y acotados de un R (o C)
espacio de Banach finito dimensional. Trataremos en primer lugar el caso X
R-espacio de Banach y luego X un C-espacio de Banach.

El siguiente resultado muestra que la función grado es invariante bajo
cambios de coordenadas de clase C1, es decir bajo difeomorfismos.

Teorema 2.8.0.11 (Invariancia del grado bajo un cambio de coordenadas).

Sea φ : Ω ⊂ Rn −→ Rn tal que φ ∈ Ap,0. Entonces d(φ,Ω,p) es invariante
bajo un cambio de coordenadas de clase C1.

Demostración. Comprobemos en primer lugar la invariancia para una
función φ ∈ Ar

p,1.

Dado f : Rn −→ Rn un difeo de clase C1, existen abiertos U, V ⊂ Rn
tal que f : U −→ V con U ⊃ Ω y V ⊃ φ(Ω). Esto se puede lograr dado
que Ω y φ(Ω) son compactos. Entonces podemos considerar las restricciones
f1

.
= f |Ω : Ω −→ f(Ω) y f2

.
= f |φ(Ω) : φ(Ω) −→ f(φ(Ω)) que resultan ser de

inmediato difeos de clase C1.

Ahora tomamos la expresión local de φ, via f1 y f2, es decir

φf1,f2
.
= f2 ◦ φ ◦ f−1

1

y observamos que los jacobianos Jf−1
1

y Jf2 son no nulos y del mismo signo.

Luego si x ∈ Ω es un punto regular de φ entonces Jφ(x) y Jφf1,f2
(f1(x)) son

no nulos y del mismo signo. Entonces por la definición de grado se tiene que

d(φ,Ω,x) = d(φf1,f2 , f1(Ω), f1(x))

Por último teniendo en cuenta la construcción del concepto de grado, se
concluye lo mismo si φ ∈ Ap,0 y se cambia el sistema de coordenadas. ¥

Ahora consideremos φ : Ω ⊂ X −→ X una función continua con X un
R-espacio de Banach de diminsión finita, n ∈ N y Ω un conjunto abierto y
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acotado. Seguiremos utilizando las notaciones que hemos empleado para el
caso Rn con las modificaciones del espacio ambiente que corresponden. En
primer lugar seguiremos diciendo que φ es C0 p- admisible si φ : Ω ⊂ X −→
X es continua y p /∈ φ(∂Ω) y luego notamos:

AX
p,0(Ω) = {φ : Ω ⊂ X −→ X : φ es C0 p - admisible}. (2.8.0.7)

De nuevo si el contexto lo permite omitimos la referencia al dominio AX
p
.
=

AX
p,0(Ω). En primer lugar damos la siguiente:

Definición 2.8.0.12 Sea φ ∈ AX
p . Si T : X −→ Rn un isomorfismo lineal,

T ∈ L(X,Rn), definimos el grado de φ en el punto p relativo a Ω de la
siguiente manera:

d(φ,Ω,p)
.
= d(φT , T (Ω), T (p)) (2.8.0.8)

donde φT
.
= T ◦ φ ◦ T−1

Debemos probar que la definición es independiente del isomorfismo T
utilizado. Haremos la cuenta para p = 0 de manera que probaremos que

d(φ,Ω,0) = d(φT , T (Ω),0).

Proposición 2.8.0.13 La definición 2.8.0.12 es correcta.

Demostración. Consideremos otro isomorfismo lineal S ∈ L(X,Rn).
Entonces usando la misma notación φS

.
= S ◦ φ ◦ S−1 podemos escribir

φT = {T ◦ S−1} ◦ φS ◦ {S ◦ T−1} =
R ◦ φS ◦R−1 (2.8.0.9)

donde R
.
= S ◦ T−1 : Rn −→ Rn es un automorfismo de Rn, es decir R ∈

GL(Rn).

Ahora se aplica el teorema 2.8.0.11, referido a la invariancia del grado
bajo un cambio de coordenadas de clase C1. Más precisamente si φ : Ω ⊂
Rn −→ Rn es C1 p-admisible y R ∈ GL(Rn) entonces:

d(φ,Ω,0) = d(φR, R(Ω),0).

Observemos que en este caso, si φ ∈ Ar
p,1, entonces se tiene nuevamente

d(φR, R(Ω),0) =
∑

x∈(R◦φ◦R−1)−1{0} sigJR◦φ◦R−1(x) =∑
x∈φ−1{0} sigJφ(x) = d(φ,Ω,0)

(2.8.0.10)
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En definitiva la independencia de los isomorfismos lineales es una con-
secuencia de la invariancia bajo cambios de coordenadas suaves. y por lo
tanto

d(φT , T (Ω),0) = d(φS, S(Ω),0). ¥

Observación 2.8.0.14 1. Considerando isomorfismos adecuados es claro co-
mo se puede definir el grado de una función φ C0 p-admisible φ : Ω ⊂ X −→
Y con Ω un conjunto abierto y acotado, X e Y espacios de Banach de di-
mensión n.

2. Si elX es un C-espacio de Banach de dimensión finita entonces se puede
extender la definición. En primer lugar se observa que X es topológicamente
isomórfico a Cn y como lo hemos hecho para caso Rn basta probar que

d(φ,Ω,0) = d(φT , T (Ω),0)

para T ∈ L(Cn) y φ ∈ Ar
p,1 donde φ : Ω ⊂ Cn −→ Cn. Ahora como

Cn = Rn+ iRn ∼ R2n podemos considerar el homeo h : Cn −→ R2n definido
h(z) = (x, y) si z = x + iy y el homeo inducido sobre el espacio de las
transformaciones lineales H : L(Cn) −→ L(Rn) definido

H(T ) =

(
R −S
S R

)

si T (x) = R(x) + iS(x) para todo x ∈ Rn con S,R ∈ L(Rn) automorfismos.
Luego se define para toda φ : Ω ⊂ C −→ C C0 0-admisible

d(φ,Ω, 0) = d(φH , H(Ω), 0).

Cerramos este caṕıtulo señalando que se puede demostrar [Amann H. and
Weiss, 1973, Deimling K., 1980] que existe una única función, llamada grado
topológico de Brower, que satisface un conjunto determinado de propieda-
des. En este sentido el siguiente teorema pone de manifiesto cuales son las
propiedades fundamentales que cumple la función grado.

Teorema 2.8.0.15 (Unicidad y existencia de la función grado).

Sean X un R (o C)- espacio de Banach finito dimensional, Ω ⊂ X un
conjunto abierto y acotado y p ∈ X. Entonces existe una única función

d, llamada grado de Brouwer

d(·,Ω,p) : AX
p (Ω) −→ Z (2.8.0.11)

con las siguientes propiedades
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1. (Propiedad de Normalización). Si p ∈ Ω entonces d(I,Ω,p) = 1

2. (Propiedad de Aditividad respecto del dominio). Sea {Ωi}1≤i≤n
una partición de Ω de abiertos disjuntos tal que p /∈ φ(Ω−⋃

1≤i≤n Ωi)

con φ ∈ C(Ω). Entonces si escribimos φi = φ|Ωi
entonces para cada

i = 1, 2, ..., n φi ∈ AX
p (Ωi) y además

d(φ,Ω,p) =
∑

1≤i≤n
d(φi,Ωi,p).

3. (Continuidad de la función grado). La función d(·,Ω,p) es con-
tinua

4. (Invariancia bajo traslaciones). Para toda φ ∈ AX
p (Ω) se tiene

que
d(φ,Ω,p) = d(φ− p,Ω,0).

En primer lugar observemos que estas propiedades fundamentales son
satisfechas por la función grado definida sobre funciones C0 p admisibles,
relativa a conjuntos abiertos y acotados de Rn de acuerdo a nuestra cons-
trucción. También se puede verificar que las cumple la función grado definida
sobre funciones C0 p-admisibles, relativa a conjuntos abiertos y acotados de
espacios de Banach finito dimensionales, de acuerdo a la extensión recién
realizada.

Ahora las propiedades de escisión, solución, invariancia bajo homotoṕıas
y dependencia de los valores sobre el borde resultan ser consecuencias del
teorema de existencia y unicidad.

En el próximo caṕıtulo daremos cierta interpretación geométrica de la
función grado y en el cuarto algunas consecuencias topológicas y aplicaciones
al análisis.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa de grado y número de
vueltas de un campo

En este caṕıtulo definiremos el número de vueltas de un campo en Rn
generalizando el concepto usual de número de vueltas de una curva en R2

tal generalización resulta ser la integral de Kronecker. Luego veremos que los
conceptos de número de vueltas de un campo y grado topológico coinciden.
En particular se pondrá de manifiesto de manera evidente, un resultado que
ya hemos probado en el caṕıtulo anterior, esto es, que el grado topológico
de un campo sólo depende de sus valores sobre el borde del conjunto abierto
y acotado en el que está definido. A posteriori, basándonos en ese hecho,
definimos el grado global de un campo y lo interpretaremos geométricamente
como una medida de la cantidad de veces que ∂Ω gira alrededor de Sn−1 via
φ, es decir la cantidad de veces que φ(∂Ω) envuelve a la esfera Sn−1 de Rn.
Al final de este caṕıtulo abordamos el número de vueltas y por tanto el grado
de un campo en R2 en el contexto del cálculo de variable compleja.

Para abordar la integral de Kronecker será necesario fijar alguna termino-
loǵıa espećıfica acerca de integrales de formas, como asimismo tener presente
una serie de conceptos y propiedades básicas y puede omitirse si se tiene pre-
sente el tema. Nosotros no daremos las demostraciones de estos resultados
previos que pueden encontrarse en cualquier texto de geometŕıa diferenccial,
por ejemplo en Spivak o Boothy [Spivak, M. 1979; Boothby, W. M. 1975]. Asi-
mismo señalamos que los resultados referidos a integrales de 1-formas en R2

y en especial las consideraciones realizadas acerca de la relación entre formas
cerradas y exactas pueden consultarse en los textos de referencia [Alhlfors L.
V., 1966; Cartan H. 1995; Lang S. 1993].

En la primer sección se realiza la tarea preliminar y en la segunda se
recuerda la definición del número de vueltas de una curva continua en R2

43
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y en las subsiguientes, tercera y cuarta, se da la generalización del número
de vueltas a un campo, su relación con la función grado y se trata el caso
particular en el que un campo se identifica con una función holomorfa.

3.1. ∗ Formas e Integrales de formas. Defini-

ciones previas y propiedades básicas.

3.1.1. Definición de k-formas diferenciales en Rn.

Sea V un R-e-v y
∏k

i=1V
.
= V× ...V el producto cartesiano de k-factores

iguales a V.

Definición 3.1.1.1 Un tensor de orden k es una función T :
∏k

i=1 V →
R multilineal, es decir lineal en cada una de sus variables. Denotamos al
conjunto de k-tensores

Ik(V)
.
= {T :

k∏
i=1

V → R : T es multilineal }.

La suma y el producto por un escalar en Ik(V) se definen de la ma-
nera ususal. Si T ∈ Ik(V) y G ∈ I l(V) se define el producto tensorial
T ⊗ G(v1, ...vk, vk+1, ..., vk+l) = T (v1, ..., vk) · G(vk+1, ..., vk+l) de forma tal
que T ⊗G ∈ Ik+l(V).

Con base en las propiedades fundamentales de la función determinante,
necesitamos considerar funciones que son multilineales y alternadas.
Mas precisamente

Definición 3.1.1.2 Un tensor T ∈ Ik(V) de orden k se dice alternado

si T (v1, v2, ...,−vi, ..., vn) = −T (v1, v2, ..., vi, ..., vn) para todo i = 1, 2, ..., n.
Denotamos al conjunto de todos los tensores alternados, funciones multili-
neales y alternadas, de la siguiente manera:

k∧
(V )

.
= {T ∈ Ik(V) : T es alternada }.

Para alternar un tensor se recurre al operador alternación, denotado Alt,
y definido aśı:

Definición 3.1.1.3 si T ∈ Ik(V) entonces

Alt(T )(v1, ..., vk)
.
=

1

k!

∑
σ∈Sk

sig(σ) · T (vσ(1), vσ(2), ..., vσ(k))
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donde Sk es el grupo de permutaciones de la sección inicial {1, 2, ..., k} y
sig(σ) designa el signo de la permutación definido como el número (−1)m

con m el número de transposiciones de σ.

Con esta definición se prueba que Alt(T ) ∈ ∧k(V) y que Alt(Alt(T )) =
Alt(T ). En adelante utilizaremos las letras ω, η, etc, para denotar los ele-
mentos del conjunto

∧k(V). Es fácil ver también que si ω ∈ ∧k(V) entonces
Alt(ω) = ω.

Definición 3.1.1.4 Si ω ∈ ∧k(V) y η ∈ ∧l(V) se define el producto

exterior de ω con η de la siguiente manera

ω ∧ η .
=

(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η).

Con esto se tiene que ω ∧ η ∈ ∧k+l(V).

Destacamos algunas de las propiedades más empleadas del producto ex-
terior

Proposición 3.1.1.5 (Propiedades del producto exterior). Si ω1, ω2 ∈∧k(V), η1, η2 ∈
∧l(V), θ ∈ ∧m(V) y a ∈ R entonces:

i. (ω1 + ω2) ∧ η = ω1 ∧ η + ω2 ∧ η.
ii. ω ∧ (η1 + η2) = ω ∧ η1 + ω ∧ η2.

iii. aω ∧ η = ω ∧ aη = a(ω ∧ η).
iv. ω ∧ η = (−1)k·lη ∧ ω.
v. (ω ∧ η) ∧ θ = ω ∧ (η ∧ θ).

Otro resultado que se sigue de las definiciones dadas es el siguiente

Teorema 3.1.1.6 (Base de k-formas).

Si B = {v1, v2, ..., vn} es una base de V y B′ = {ϕ1, ϕ2, ..., ϕn} la base
asociada al dual, es decir para todo i, j, ϕi(vj) = δij, entonces una base de∧k(V) viene dada por el conjunto {ϕi1 , ϕi2 , ..., ϕik} con 1 ≤ i1 < i2 < ... <

ik ≤ n. Luego la dimensión de
∧k(V) es n!

(n−k)!k! .

Si U es un abierto de Rn y p ∈ U denotamos con Tp(U) el espacio
tangente a U en p que resulta ser isomorfo a Rn. Los puntos de dicho espacio
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serán denotados cuando sea necesario vp. Consideramos ahora V = Tp(Rn)
y definimos

k∧
(U)

.
=

⋃
p∈U

{
{p} ×

k∧
(Tp(U))

}
.

Este conjunto tiene estructura de variedad diferencial y podemos definir un
campo de k formas exteriores o diferenciales, de la siguiente manera:

Definición 3.1.1.7 Un campo de k-formas exteriores de clase Cm sobre

U es una función ω : U → ∧k(U), diferenciable de clase Cm tal que para
cada p ∈ U se tiene ω(p) = (p, ωp) ∈

∧k(U) con ω ◦ π = id|U . En tal caso

escribiremos ω ∈ ∧k
m(U).

Si el contexto lo permite identificaremos ω(p) con ωp.

Si ω es una k-forma diferencial de clase Cm y para cada p ∈ U conside-
ramos una carta (V, φ) alrededor de p y

{dφ1(p), dφ2(p), ..., dφn(p)}
la base dual asociada a la base {v1,p, v2,p, ..., vk,p} del espacio tangente Tp(U),
entonces localmente ω se escribe de la siguiente manera:

ω =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
ai1,i2,...,ikdφi1 ∧ dφi2 ∧ ...dφik

para ciertas funciones ai1,i2,...,ik ∈ Cm(V ) con 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n. Esta
caracterización es local pero siendo U una variedad abierta se puede elegir
una única carta para dar una representación global.

En lo que sigue denotaremos la proyección j-ésima πj : Rn → R mediante
xj y vp = (v1, v2, ..., vj, ..., vn). Con esta notación su diferencial dxj(p)(vp) =
vj. Si consideramos {e1,p, e2,p, ..., en,p} la base canónica de Tp(U) entonces
el conjunto de diferenciales {dx1(p), dx2(p), ..., dxn(p)} forman una base de
(TpU)∗. Luego la forma puede escribirse de la siguiente manera

ω =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
ai1,i2,...,ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ ...dxik

para ciertas funciones ai1,i2,...,ik ∈ Cm(U) con 1 ≤ i1 < i2 < ... < ik ≤ n.

Destacamos en particular que si f : U ⊂ Rn → R entonces df = ∂f
∂x1
dx1 +

∂f
∂x2
dx2 + ...+ ∂f

∂xn
dxn define un campo de 1-formas de la clase correspondiente

a la de f.
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El teorema 3.1.1.6 muestra que
∧n(Rn) tiene dimensión 1, de manera que

una n-forma no nula constituye una base. A partir de esto se ve que la n-forma
det es una base de

∧n(Rn). De alguna manera la medida de la distorsión
que sufre la n-forma al cambiar la base viene dada por el determinante en el
sentido del siguiente teorema, de utilidad para establecer algunas propiedades
referidas a elementos de volúmen, como veremos más adelante.

Teorema 3.1.1.8 (relacion fundamental n-formas y determinante).

Sea B = {v1, v2, ..., vn} una base de V y ω ∈ ∧n(V). Dados n vectores
wi =

∑n
j=1 aijvj, i = 1, 2, ..., n en V entonces

ω(v1, v2, ..., vn) = det(aij) · ω(w1,w2, ...,wn).

3.1.2. Los operadores f∗ y f ∗.

Sea f : Rn → Rm diferenciable y consideremos su diferencial en p notada
f∗,p : TpRn → Tf(p)Rm y definida f∗,p(vp) = df(p)(vp). El operador lineal
f∗,p induce otra transformación lineal f ∗p que permite definir el pullback de
formas. Más precisamente:

Definición 3.1.2.1 (Definición de pullback). Se define la transforma-
ción lineal f ∗p :

∧k(Tf(p)Rm) → ∧k(TpRn) de la siguiente manera: si ω(p) ∈∧k(Tf(p)Rm) se define

f ∗(ω)(p)(v1,p, v2,p, ..., vk,p) =
(ω)(f(p))(f∗,p(v1,p), f∗,p(v2,p), ..., f∗,p(vk,p)).

(3.1.2.1)

Es fácil ver que f ∗(ω)(p) ∈ ∧k(TpRn).
Ahora teniendo en cuenta la diferenciabilidad del fibrado podemos definir

un morfismo

f ∗ :
k∧

(Rm) →
k∧

(Rn)

de clase Ck, de manera que si ω ∈ ∧k(Rm) entonces f ∗(ω) ∈ ∧k(Rn). La
forma f ∗(ω) se llama el pull-back de la forma ω.

Este morfismo satisface las siguientes propiedades que se deducen de la
definición:

Proposición 3.1.2.2 (Propiedades del pullback).

Sean ω1, ω2, η ∈
∧k(Rm) entonces
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i f ∗(ω1 + ω2) = f ∗(ω1) + f ∗(ω2)

ii f ∗(g · ω) = (g ◦ f) · f ∗(ω)

iii f ∗(ω ∧ η) = f ∗(ω) ∧ f ∗(η)

iv f ∗(dxi) =
∑n

j=1
∂fi

∂xj
dxj.

Para definir el número de vueltas de una curva diferenciable en R2 nece-
sitaremos calcular el pull back de una 1-forma ω(x, y) = p(x, y)dx+q(x, y)dy
de claes C1 definida en un abierto U ⊂ R2.

Si γ : [a, b] ⊂ R → U , es un camino diferenciable con continuidad (salvo
en los extremos en los que se toman las derivadas laterales correspondientes),
con γ(t) = (x(t), y(t)) entonces sobre la base {dx, dy} el pull back viene dado
por γ∗(dx) = x′(t)dt, y γ∗(dy) = y′(t)dt. Luego

γ∗(ω) = γ∗(pdx+ qdy) = γ∗(pdx) + γ∗(qdy)
(p ◦ γ)γ∗(dx) + (q ◦ γ)γ∗(dy)

(p ◦ γ)dx+ (q ◦ γ)dy.
(3.1.2.2)

En definitiva si vt ∈ Tt(I) se tiene γ∗(ω)(t)(vt) = ω(γ(t))(dγ(t)(vt)) =
{p(x(t), y(t))x′(t) + q(x(t), y(t))y′(t)}dt.

El siguiente teorema, también es consecuencia de la definición

Teorema 3.1.2.3 Si f : Rn → Rn es un campo vectorial entonces

f ∗(g · dx1 ∧ dx1 ∧ ... ∧ dxn) = (g ◦ f)(detDf)dx1 ∧ dx1 ∧ ... ∧ dxn.

3.1.3. Diferenciación exterior.

En los textos de referencia se prueba la existencia de un operador llamado
diferenciación exterior. Nosotros sólamente recordaremos su caracteri-
zación y algunas propiedades fundamentales.

Definición 3.1.3.1 (Operador diferenciacion).

Dada la k-forma

ω =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
pi1,i2,...,ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ ...dxik
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se define la diferencial exterior de ω como la k + 1 forma dω:

dω
.
=

∑
1≤i1<i2<...<ik≤n dpi1,i2,...,ik ∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ ...dxik =∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
{∑n

j=1

∂pi1,i2,...,ik

xj
· dxj

}
∧ dxi1 ∧ dxi2 ∧ ...dxik .

(3.1.3.1)

El operador diferenciación satisface las siguientes propiedades:

Proposición 3.1.3.2 (Propiedades del operador diferenciacion).

Sen ω ∈ ∧k(Rnp), η ∈
∧l(Rnp) y f : Rn → Rm diferenciable, entonces:

i d(ω + η) = d(ω) + d(η).

ii d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)klω ∧ dη.

iii d2(ω)
.
= d(dω) = 0.

iv f ∗(dω) = d(f ∗(ω)).

3.1.4. N-cubos, cadenas y bordes.

A los efectos de establecer los elementos básicos para la definición de
integrales de formas damos los conceptos de n-cubos y n-cadenas singulares.

Definición 3.1.4.1 Un n-cubo singular en U es una función c : [0, 1]n →
U donde [0, 1]n

.
= [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]× ...[0, 1].

Por ejemplo un 0-cubo singular en U resulta ser un punto y un 1-cubo
singular en U una curva en U. El concepto generaliza la noción de un cubo
t́ıpico en Rn, pues si se toma In : [0, 1]n → Rn definido In(x) = x se ve que
un cubo en Rn es efectivamente un n-cubo singular en Rn. Consideraremos
solamente n cubos diferenciables.

Definición 3.1.4.2 Una n-cadena singular es una suma formal de n-
cubos singulares ponderada con enteros, es decir expresiones de la forma

n1c1 + n2c2 + ...+ nkck (3.1.4.1)

donde n1, n2, ..., nk ∈ Z y c1, c2, ..., ck son n-cadenas.

Las n-cadenas pueden sumarse y multiplicarse por enteros de ”manera
natural”: se define n · (nici) = (n · ni)ci y n1ci + n2ci = (n1 + n2)ci y luego se
extiende linealmente.
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Definición 3.1.4.3 Dada la n-cadena c se define una (n-1)-cadena asociada,
llamada borde de la cadena c, y denotada ∂c, como suma de (n-1)-
cubos singulares de la siguiente manera.

En primer lugar definiremos el borde del n-cubo singular t́ıpico In, es
decir ∂In; para ello considerados dos tipos de n-1 cubos singulares asociados

In(i,0)(x) = In(x1, x2, ..., xi−1, 0, xi+1, ..., xn) y

In(i,1)(x) = In(x1, x2, ..., xi−1, 1, xi+1, ..., xn).
(3.1.4.2)

El n-1 cubo In(i,0) se llama la (i, 0)-cara de In y In(i,1) la (i, 1)-cara de In.
Definimos el borde del cubo t́ıpico

∂In
.
=

n∑
i=1

∑
j=0,1

(−1)i+jIn(i,j) (3.1.4.3)

En segundo lugar definimos el borde de un n-cubo c : In → U via la
composición c(i,j) = c ◦ In(i,j) para j = 0, 1 de manera que

∂c
.
=

n∑
i=1

∑
j=0,1

(−1)i+jc(i,j) (3.1.4.4)

Finalmente definimos el borde de una n-cadena ∂(
∑n

i=1 nici)
.
=

∑n
i=1 ni∂(ci)

de forma tal que el operador borde, ∂, resulte ser lineal. Se puede probar que
el operador ∂, satisface ∂2 = 0, propiedad análoga a la del operador diferen-
ciación exterior d2 = 0.

3.1.5. Elemento de volúmen.

Recordemos que para orientar a un V R-espacio vectorial se requiere de
una base ordenada B = {v1,v2, ...,vn}. Ahora bien si B′ = {v′1,v′2, ...,v′n}
es otra base ordenada entonces existen escalares aij con 1 ≤ i, j ≤ n tal
que para todo j = 1, 2, ...n se tiene v′j =

∑n
i=1 aijvi. La matriz, C(B′, B) =

(aij) 1≤i,j≤n, del cambio de base de B′ a B, es no singular y por lo tanto
detC(B′, B) 6= 0. En este contexto se dice que ambas bases dan la misma
orientación si detC(B′, B) > 0. Esto permite establecer una relación de equi-
valencia definida sobre el conjunto de todas las bases ordenadas y observar
que existen sólamente dos clases. De las dos orientaciones posibles se elige
una como postiva.

Este proceso está construido a partir de la n-forma determinante, det ∈∧n(V). La orientación a la que pertenece {v1,v2, ...,vn} se nota [v1,v2, ...,vn] =
µ y la contraria −[v1,v2, ...,vn] = −µ.
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Por el teorema 3.1.1.8 una n-forma no nula (arbitraria) ω tiene el mismo
signo sobre dos bases con la misma orientación; esto sugiere que para definir
una oritenación sobre V es suficiente elegir una n-forma suave no nula, ω 6= 0.

En el caso de Rn existe una única n-forma no nula tal que sobre la ba-
se ortonormal B = {e1, e2, ..., en} vale 1; esta forma es por definición det .
Ahora supongamos que V es un R-espacio vectorial con producto interno Φ
arbitrario y que B = {v1,v2, ...,vn} y B′ = {v′1,v′2, ...,v′n} son dos bases
ortonormales con respecto a Φ. Entonces

δij = Φ(v′i;v
′
j) =

n∑

k,l=1

akialjΦ(vi;vj) =
n∑

k,l=1

akialj.

Luego At · A = I y det(A) = ±1. Aśı, de acuerdo al teorema 3.1.1.8 se
tiene que si ω ∈ ∧n(V) y ω(v1,v2, ...,vn) = ±1 entonces ω(v′1,v

′
2, ...,v

′
n) =

±1 y por lo tanto si se ha dado una orientación µ para V se deduce que
existe una única ω ∈ ∧n(V) tal que ω(v1,v2, ...,vn) = 1 siempre que B =
{v1,v2, ...,vn} sea tal que [v1,v2, ...,vn] = µ.

Esta única n-forma ω suave y no nula se llama elemento de volúmen de
V determinado por el producto interno Φ y la orientación µ. En este sentido
det es el elemento de volúmen en Rn determinado por el producto interno
ususal y la base canónica. El hecho de ser llamado elemento de volúmen
queda justificado por el hecho de que |det(v1,v2, ...,vn)| es el volúmen del
paraleleṕıpedo formado por vectores {v1,v2, ...,vn}

Observación 3.1.5.1 Se verifican algunos hechos básicos:
1. Cada ω ∈ ∧n(Rn) suave no nulo es el elemento de volúmen determinado

por algún producto interno Φ y alguna orientación µ
2. Si f : V → V es una transformación lineal entonces f ∗ :

∧n(V) →∧n(V) es la multiplicación por la constante, más precisamente por k = det f.
3. Sea f : Rn → V un isomorfismo y ω el elmento de volúmen de V

asociado al producto interno Φ y la orientación µ. Si [f(e1), f(e2), ..., f(en)] =
µ entonces f ∗(ω) = det

4. Sea ω ∈ ∧n(Rn) el elemento de volúmen determinado por Φ y µ.
Si w1;w2, ...,wn ∈ V entonces |ω(w1;w2, ...,wn)| =

√
det gij donde gij =

Φ(wi;wj).

Ahora podemos relacionar el elemento de volúmen con el producto vecto-
rial usual de R3 generalizado a Rn. Si v1,v2, ...,vn−1 ∈ Rn entonces definimos
una función φ -producto vectorial en Rn- de la siguiente manera; para todo
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v ∈ Rn ponemos φ(v) = det




v
v1

.

.

.
vn−1



. De acuerdo a la definición, φ es una

1-forma o funcional, φ ∈ ∧1(R), y por lo tanto existe un único vector z tal

que φ(v) = 〈v; z〉 = det




v
v1

.

.

.
vn−1



. Luego se puede definir un elemento de

volúmen a partir del producto vectorial en Rn.

Elemento de volúmen de la esfera Sn−1.

Para el trabajo posterior es clave definir un elemento de volúmen de la
esfera.

Sea p ∈ Sn−1 ⊂ Rn/{0} y consideramos una baseB = {v1,p, ...,vn−1,p,vn,p}
del espacio tangente de la bola unitaria en el punto p con orientación positiva
y la base inducida B′ = {v1,p,v2,p, ...,vn−1,p} del espacio tangente Tp(Sn−1).

Sea ω′ la (n-1)-forma modelizada sobre el producto vectorial en Rn, es
decir

ω′(p)(v1,p,v2,p, ...,vn−1,p) = det




p
v1,p

v2,p

...
vn−1,p



. (3.1.5.1)

La forma ω′ > 0 da una orientación positiva de la esfera Sn−1. Desarro-
llando el determinante por la última fila se ve que ω′ es la restricción a Sn−1

de la forma

ω =
n∑
i=1

(−1)i−1xidx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn

definida sobre Rn es decir ω′ .= i∗(ω) siendo i : Sn−1 ↪→ Rn la inclusión.
Notaremos ωSn−1

.
= ω′

Ahora consideremos la retracción radial r : Rn/{0} → Sn−1 definida
r(x) = x

‖x‖ . ¿Cómo es el pull back via r de la forma ωSn−1?
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Podemos hacer un cálculo directo de r∗(ωSn−1) para n = 2 y n = 3.

Para n = 2 se tiene la retracción radial r : R2/{O} → S1 definida
r(x) = x

‖x‖ con r = (r1, r2). En este caso ω = −x2dx1 + x1dx2 y ωS1 =

i∗(−x2dx1 + x1dx2) es el elemento de volúmen de la 1-esfera S1 ⊂ R2. Luego
teniendo en cuenta que dri = dxi

‖x‖ − xi

‖x‖3
∑2

j=1 xjdxj para i = 1, 2 y las

propiedades de cálculo del pull back, la proposición 3.1.2.2, se sigue que

r∗(ωS1) = −r2dr1 + r1dr2 =
−x1dx2 + x2dx1

x2
1 + x2

2

(3.1.5.2)

Una cuenta análoga, un poco más laboriosa, muestra que para n = 3 el
resultado es

r∗(ωS2) = xdy∧dz−ydx∧dz+zdx∧dy
(x2+y2+z2)

3
2

=

1
ν3 {xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy} (3.1.5.3)

El próximo teorema generaliza estas ideas caracterizando la forma r∗(ωSn−1)

Teorema 3.1.5.2 Pullback de la retraccion.

Sea ω =
∑n

i=1(−1)i−1xidx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn definida sobre Rn y
ωSn−1

.
= i∗(ω) la restricción de ω a Sn−1. Si r : Rn/{0} → Sn−1 es la

retracción radial, entonces

r∗(ωSn−1)(p) =
ω(p)

‖p‖n .

Luego

r∗(ωSn−1) =
1

νn

n∑
i=1

(−1)i−1xidx1 ∧ ... ∧ d̂xi ∧ ... ∧ dxn (3.1.5.4)

donde νn(p)
.
= ‖p‖n .

A veces usaremos la notación ωO
.
= r∗(ωSn−1) dejando la lado la referencia

expĺıcita a la dimensión n.

3.1.6. Integrales de k-formas sobre n-cadenas.

En esta subsección damos la fefinición de intergral de formas y recordamos
el teorema de Stokes
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Definición 3.1.6.1 Si ω es una k-forma sobre Ik, entonces ω = f dx1 ∧
dx2 ∧ ...dxk y definimos

∫

[0,1]k
ω =

∫

[0,1]k
f dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxk .

=

∫

[0,1]k
f dx1dx2...dxk =

∫

[0,1]k
f.

(3.1.6.1)
Si ω es una k-forma definida en U y c : [0, 1]k → U es un k-cubo singular

en U entonces definimos
∫

c

ω =

∫

[0,1]k
c∗(ω) (3.1.6.2)

donde c∗(ω) es el pull back de la forma ω. Observemos que una 0 forma es
una función; en tal caso definimos

∫
c
ω = ω(c(0)).

Por último si ω es una k-forma definida en U y
∑n

i=1 nici una k-cadena
entonces en U se define ∫

c

ω =
n∑
i=1

ni

∫

ci

ω (3.1.6.3)

Clásicamente las integrales de 1-formas sobre 1-cadenas singulares se de-
nominan integrales de ĺınea; las integrales de 2-formas sobre 2-cadenas sin-
gulares se denominan integrales de superficie. Nosotros usaremos la siguiente
notación: si ω es una k-forma definida sobre U y c una k-cadena singular
entonces en U escribiremos la integral de ω sobre c aśı:

∫
c
ω
.
= Iγ(ω).

También recordamos la importante generalización del teorema fundamen-
tal del cálculo.

Teorema 3.1.6.2 (Teorema de Stokes).

Si M es una variedad orientada k-dimensional con borde ∂M , con la
orientación inducida y ω es una k − 1 forma en M con soporte compacto,
entonces

∫
M
dω =

∫
∂M

ω.

En particular si ω es una k − 1 forma en U y c es una k-cadena en U
entonces

∫
c
dω =

∫
∂c
ω. El teorema de la divergencia de Green es un caso par-

ticular de Stokes para n=2 y el de la divergencia de Gauss una consecuencia
directa del mismo:

Teorema 3.1.6.3 (Teorema de la divergencia).

Sean M ⊂ R3 variedad compacta con frontera, n la normal exterior uni-
taria en ∂M y F un campo vectorial diferenciable definido sobre M. Entonces∫
M
DivFdV =

∫
∂M

F · ndS.
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3.1.7. Formas cerradas y exactas.

Definición 3.1.7.1 Una k-forma ω se llama cerrada sii dω = 0 y exacta

sii existe una k − 1-forma η tal que dη = ω.

Si dη = ω en U entonces se dice que la función η es una primitiva de
ω en U . Teniendo en cuenta que d2 = 0 se ve que toda forma exacta es
cerrada. Es de interés caracterizar el tipo de conjuntos bajo los cuales una
forma cerrada resulta ser exacta; en esta subsección señalamos algunos tipos
fundamentales.

Si ω = pdx+qdy una 1-forma en R2, entonces de acuerdo a la proposición
referida a las propiedades del operador diferenciación exterior,

dω = d(pdx+ qdy) = (pxdx+ pydy) ∧ dx+ (qxdx+ qydy) ∧ dy =
pxdx ∧ dx+ pydy ∧ dx+ qxdx ∧ dy + qydy ∧ dy = pydy ∧ dx+ qxdx ∧ dy =

−pydx ∧ dy + qxdx ∧ dy = (qx − py)dx ∧ dy.
(3.1.7.1)

Luego ω es cerrada sii py = qx y se ve que una condición necesaria para
que ω sea exacta es que py = qx. Veremos que en general no es suficiente.

Análogamente, para que una 1-forma ω =
∑n

i=1 pidxi definida en Rn sea
cerrada es necesario y suficiente que se satisfagan las identidades pi,j = pj,i
para 1 ≤ i, j ≤ n. Luego si se quiere integrar la ecuación ω = df , es decir
encontrar una función f definida en el dominio de ω tal que fxi

= pi para
i = 1, 2, ..., n es necesario que se cumplan las relaciones pi,j = pj,i para
1 ≤ i, j ≥ n.

Para que una 2-forma ω sea exacta se requieren más condiciones sobre
las derivadas parciales de los coeficientes de la forma.

Por ejemplo si ω = Ady ∧ dz − Bdx ∧ dz + Cdx ∧ dy es una 2- forma
definida en R3 entonces una cuenta sencilla muestra que dω = 0 sii

Ax +By + Cz = 0.

Por otro lado ω = d(Pdx+Qdy+Rdz) para ciertas funciones suaves P,Q
y R sii

Ry −Qz = A, Pz −Rx = B, Rx −Qy = C.

Admás observamos que si se identifica la forma ω con el campo inducido
por sus componentes F1 = (A,B,C) y se pone F2 = (P,Q,R) entonces se ve
que ω es exacta sii F1 = ∇×F2 para cierto campo suave F2 y que es cerrada
sii ∇ · F1 = 0.
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Asimismo se verifica que si ω = pdx+qdy es una 1-forma cerrada definida
en todo R2, es decir satisface qy = px para todo (x, y) ∈ R, entonces se puede
encontrar una función h definida en R2 tal que ω = dh. Más aún, el teorema
de Poincaré, enunciado más adelante, muestra que toda forma definida sobre
Rn cerrada es exacta.

Sin embargo esto no ocurre en general. Usaremos la forma ωSn−1 para
mostrar que existe una (n-1)-forma cerrada sobre Rn/{0} que no es exacta.
Más precisamente la n-1 forma r∗(ωSn−1) definida en Rn/{0} es cerrada pero
no es exacta.

Por un lado sabemos que ωSn−1 es cerrada pero no exacta pues como
ωSn−1 > 0 se tiene que

∫
Sn−1 ωSn−1 > 0; luego por Stokes, teorema 3.1.6.2, se

tiene que ωSn−1 no es exacta.
Por otro lado si consideramos i : Sn−1 ↪→ Rn/{0} la inclusión entonces

r ◦ i = id : Sn−1 → Sn−1 es la identidad. Luego r∗(ωSn−1) es cerrada pues
d(r∗(ωSn−1)) = r∗d(ωSn−1) = 0 pero, si fuera exacta, se tendŕıa r∗(ωSn−1) = dη
luego tomando pull-back de la inclusión se llegaŕıa a la conclusión de que
ω|Sn−1 = i∗(dη) = d(i∗η) es exacta lo cual sabemos que no es cierto.

3.2. El número de vueltas para caminos en

R2.

Antes de abordar el concepto de número de vueltas en el plano enuncia-
remos una serie de resultados clásicos relacionados con integrales de ĺıneas,
formas exactas y cerradas.

3.2.1. * Integrales de 1-formas. Formas cerradas y exac-
tas en U ⊂ R2

Ahora definiremos un dominio en el que la 1-forma ωO definida en R2/{0}
resulta ser exacta y daremos expĺıcitamente una primitiva definida en dicho
dominio.

Para ello consideremos f : U
.
= R+ × (0, 2π) → R2 definida

f(r, θ) = (rcos(θ), rsen(θ)).

Se verifica fácilmente que la función f es inyectiva y Df(r, θ) 6= 0 para
todo (r, θ) ∈ U. Además se puede ver que f(R+ × (0, 2π)) = R2

+ donde
R2

+ = R2/{(x, y) ∈ R2 : y = 0, x ≥ 0} es el abierto definido como el plano al
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que se le sustrae el eje real no negtivo. Entonces la función f : U → R2
+ es

inversible y podemos definir

f−1 = p : R2
+ → U.

En este contexto la función p(x, y) = (r(x, y), θ(x, y)) se llama coordenadas
polares. Claramente se ve que la función radio está definida r(x, y) =√
x2 + y2. Además si elegimos arctan : R→ (−π

2
, π

2
) podemos definir expĺıci-

tamente

θ(x, y) =





arctan( y
x
) si x > 0, y > 0

π/2 si x = 0, y > 0
π + arctan( y

x
) si x < 0

3π/2 si x = 0, y < 0
2π + arctan( y

x
) si x > 0, y < 0.

(3.2.1.1)

Teniendo en cuenta que Dθ(x, y) = ( −y
x2+y

; x
x2+y2

) se ve que

dθ =
∂θ

∂x
dx+

∂θ

∂y
dy =

−ydx+ xdy

x2 + y2
= ωO. (3.2.1.2)

Luego θ es una primitiva de ωO en R2
+.

Observemos que la función θ se ha definido sólamente en el conjunto
R2

+ y que su valor está determinado salvo un múltiplo de 2π; además
cualquiera de esos números denota el ángulo del punto P. Por otro lado para
todo punto P ∈ R2

+ la función radio r, que designa la distancia de P al origen
O, está definida uńıvocamente.

Hemos visto en general que la n-1 forma r∗(ωSn−1) definida sobre Rn/{O}
es cerrada pero no exacta. Ahora podemos verificar, para el caso particular
n = 2, ese resultado a partir de la definición de θ. ¿Podŕıa existir una función
continua g : R2/{0} → R tal que dg = ωO.? De ser aśı g = θ + k y por lo
tanto el eje x positivo seŕıa de discontinuidad. Luego no es posible definir
una primitiva en todo su dominio natural.

La siguiente proposición da un criterio para desestimar la exactitud. Su
demostración es consecuencia inmediata del teorema de Stokes.

Proposición 3.2.1.1 Sean ω una 1-forma exacta en U y γ un camino dife-
renciable con traza en U. Entonces Iγ(ω) = f(γ(b))− f(γ(a)).

Usando este criterio nuevamente podemos corroborar que ωO no es exacta
en R2/{O}. Para ello basta considerar la circunsferencia CO,1 de radio 1
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centrada en el origen, parametrizada por γO,1(t) = (cos(t), sen(t)), con t ∈
[0, 2π], y hacer el cálculo IγO,1

(ωO) = 2π 6= 0.

El resultado previo afirma que las integrales de formas exactas sobre
curvas suaves son independientes del camino que une los puntos extremos,
Pa = γ(a) y Pb = γ(b).

Observación 3.2.1.2 También señalamos una serie de hechos elementales
de interés, que relacionan la propiedad de conexión y las formas cerradas:

1. Una función f definida en un abierto U es localmente constante sii es
constante en cada componente conexo. En particular es constante si U
es un abierto conexo.

2. Si f es una función diferenciable con continuidad en U entonces f es
localmente constante sii ∂f

∂x
= 0 y ∂f

∂y
= 0, es decir sii df = 0; en

particular si U es un abierto conexo entonces f es constante sii df = 0.

3. Del ı́tem anterior se deduce inmediatamente que df = dg sobre U sii
f − g es localmente constante.

4. Como corolario del punto anterior se obtiene que el conjunto U es
conexo sii toda función diferenciable con continuidad tal que df = 0 es
constante.

Más generalmente consideraremos integrales de 1-formas definidas sobre
caminos diferenciables de a trozos.

Definición 3.2.1.3 Sea {t0, t1, ..., tn−1, tn} una partición del intervalo [a, b].
Consideremos Ii = [ti−1, ti] i = 1, 2, .., n y γi : Ii → U caminos diferen-
ciables con continuidad en (ti−1, ti) de forma tal que γi(ti) = γi+1(ti) para
i = 1, 2, ..., n − 1. Definimos el camino diferenciable con continuidad

de a trozos γ : [a, b] → U de la siguiente manera: dado t ∈ [a, b] conside-
ramos un ı́ndice i tal que t ∈ Ii y ponemos γ(t) = γi(t).

Claramente la función γ está bien definida y es diferenciable con continui-
dad salvo tal vez en los puntos ti; i = 0, 1, 2, ..., n−1, n. Asimismo dada una
1-forma ω definida sobre U definimos su integral γ de la siguiente manera:

Iγ(ω)
.
=

n−1∑
i=1

Iγi
(ω) (3.2.1.3)
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Para un camino diferenciable con continuidad de a trozos escribiremos

γ =
n∑
i=1

γi.

Con esta notación se tiene

IPn
i=1 γi

(ω)
.
=

n−1∑
i=1

Iγi
(ω).

Observación 3.2.1.4 La proposición 3.2.1.1 se puede generalizar: si γ es un
camino diferenciable con continuidad de a trozos en U y ω es una 1-forma
exacta en U , ω = df , entonces Iγ(ω) = f(γ(b))− f(γ(a)), pues los términos
intermedios se cancelan.

La propiedad de que la integral de una 1-forma sea independiente del
camino caracteriza a las formas exactas. Este es un resultado clásico del
análisis en varias variables reales o de variable compleja y su demostración
puede consultarse en los textos de referencia.

Proposición 3.2.1.5 Sea ω una 1-forma definida en U . Son equivalentes
las siguientes afirmaciones:

1. Iγ(ω) = Iδ(ω) para todo par de caminos γ y δ diferenciables con conti-
nuidad de a trozos en U con iguales puntos extremos.

2. Iϕ(ω) = 0 para todo camino ϕ diferenciable con continuidad de a trozos
cerrado en U .

3. ω = df para alguna función f diferenciable con continuidad en U.

Observación 3.2.1.6 Recordemos también el criterio de exactitud enun-
ciado al comienzo de esta sección: ω = pdx+ qdy es exacta sii py = qx. Ahora
señalamos que frecuentemente se usa la equivalencia entre los puntos 2 y 3
de la proposición 3.2.1.5 como criterio de exactitud, es decir, ω es exacta en
el abierto U sii Iγ(ω) = 0 para todo camino γ con traza en U. En particular,
usando el teorema de Stokes se puede ver que las 1-formas cerradas en un
rectángulo U tienen integral nula sobre el borde del rectángulo:

Lema 3.2.1.7 Si ω es una 1-forma cerrada definida en un rectángulo U
entonces I∂R(ω) = 0.

Ahora veremos expĺıcitamente la construcción de una primitiva para for-
mas cerradas en algunos casos especiales.

Comenzamos viendo que eso puede realizarse al menos para rectángulos

en un sentido amplio, en particular para 1-formas cerradas en R2.
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Proposición 3.2.1.8 Sea U = [a, b]× [c, d] con −∞ ≤ a < b ≤ ∞,∞ ≤ c <
d ≤ ∞. Si ω = pdx + qdy es una 1-forma cerrada en U entonces es exacta
en U.

Demostración. Fijamos un punto P0 = (x0, y0) ∈ U.
En primer lugar consideremos cualquier P = (x, y) ∈ U con x ≥ x0,

y ≥ y0 y definimos la función

f(x, y) = Iγ(ω)

donde γ = γ1 + γ2 es el camino compuesto por el lado vertical izquierdo
y horizontal superior, es decir γ1(t) = (x0, y0 + t) con 0 ≤ t ≤ y − y0 y
γ2(t) = (x0 + t, y) con 0 ≤ t ≤ x− x0. Entonces se verifica que ∂f

∂x
= p.

Lo mismo es cierto si y < y0 reemplazando γ1 por γ1(t) = (x0, y0 − t)
con 0 ≤ t ≤ y0 − y y análogamente si x < x0 reemplazando γ2 por γ2(t) =
(x0 − t, y) con 0 ≤ t ≤ x0 − x.

De manera similar definimos la función

g(x, y) = Iγ∗(ω)

con γ∗ = γ∗1 + γ∗2 donde γ∗1 es el camino horizontal inferior que une (x0, y0)
con (x, y0) y γ∗2 el vertical derecho que une (x, y0) con (x, y). También se
verifica que ∂g

∂y
= q.

De acuerdo al lema 3.2.1.7, consecuencia de Stokes, se ve que f(x, y) =
g(x, y) y teniendo en cuenta que ∂f

∂x
= p y ∂g

∂y
= q se tiene que ω = df. ¥

Observación 3.2.1.9 La proposición 3.2.1.8 vale sobre una clase más am-
plia de conjuntos.

1. Si ω es una 1-forma cerrada definida sobre una bola abierta U arbitraria
entonces es exacta en U. Tambien sigue siendo válido para conjuntos abiertos
convexos.

2. Si ω es una 1-forma cerrada definida sobre el abierto U arbitrario
entonces, si bien no es necesariamente exacta, por la proposición 3.2.1.8, o
bien por el punto anterior, es localmente exacta.

3. No es dif́ıcil verlo para unión de dos rectángulos con intersección conexa.
Más precisamente:

Sean U1, U2 rectángulos abiertos en el sentido amplio tal que U = U1∩U2

es conexa. Si ω es una 1-forma cerrada en U entonces es exacta en U .

Para ver esto, observemos que existen de acuerdo a 3.2.1.8, funciones
diferenciables con continuidad fi, i = 1, 2 tal que ω|Ui

= dfi para i = 1, 2.
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Ahora como d(f1 + f2) = ω − ω = 0 sobre U1 ∩ U1 conexo entonces por el
punto 3 de la observación 3.2.1.2 existe una constante c tal que f1 = f2+c. En
particular podemos elegir de entrada f2 para que coincida con f1 sumándole
la constante adecuada. Luego si definimos f sobre U como f1 sobre U1 y f2

sobre U2, se verifica que df = ω sobre U.

Esta última observación permite probar con cierta facilidad los dos si-
guientes lemas.

Lema 3.2.1.10 Sean U1 y U2 abiertos y U1 ∩ U2 conexa. Sea U = U1 ∪ U2.
Si ω es una 1-forma definida sobre U tal que para i = 1, 2 ω|Ui

es exacta
entonces ω es exacta sobre U.

Además esta propiedad se puede generalizar para una unión finita de
abiertos.

Lema 3.2.1.11 Sean Ui i = 1, 2, ..., n abiertos, y U =
⋃n
j=1 Uj. Si ω es una

1-forma definida sobre U tal que ω|Ui
es exacta y

{⋃i
j=1 Uj

} ⋂
Ui+1 es conexo

para cada i = 1, 2, ..., n− 1, entonces ω es exacta en U.

Todos los casos anteriores son explicados por el teorema de Poincaré quien
ha descubierto una condición suficiente más general para que una forma ce-
rrada sea exacta; esta condición es que el conjunto en cuestión sea contractil.
En particular son contráctiles los conjuntos estrellados respecto de un punto,
digamos del origen.

Un abierto U con la propiedad de que si x ∈ U entonces el segmento
[0,x] ⊂ U se llama estrellado respecto del 0 y el teorema de Poin-
caré prueba que si ω es cerrada sobre un conjunto estrellado respecto del 0
entonces es exacta, es decir d(Iω) = ω para alguna forma Iω suave.

Podemos esbozar la heuŕıstica para el caso de una 1-forma. Supongamos
que ω =

∑n
i=1 pidxi es exacta, es decir ω =

∑n
i=1 pidxi = df =

∑n
i=1 fxi

dxi.
Para ello podemos suponer que f(0) = 0 y escribir

f(x) =
∫ 1

0
d
dt
f(tx)dt =∫ 1

0
{∑n

i=1 fxi
(tx)xi}dt =∫ 1

0
{∑n

i=1 pi(tx)xi}dt.
(3.2.1.4)

Esta cuenta sugiere que se busque una función f tal que

Iω(x) =

∫ 1

0

(
n∑
i=1

pi(tx)xi

)
dt.
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Notemos que la integral está bien definida pues U es un abierto estrellado.
La demostración es técnica [Spivack M, 1979] y la idea consiste en asociar a
cada l-forma

ω =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
pi1,i2,...,ikdxi1 ∧ dxi2 ∧ ...dxik

una l − 1-forma

Iω(x) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

l∑
j=1

(−1)j−1

{∫ 1

0

tl−1pi1,i2,...,ik(tx)dt

}
dxi1∧...∧d̂xij∧...∧dxik

donde d̂xij significa que el factor ha sido suprimido. Se prueba que la forma
Iω satisface que Iω(0) = 0 y además ω = I(dω) + d(Iω); luego se obtiene el
resultado teniendo en cuenta la hipótesis dω = 0.

También señalamos que la proposición 3.2.1.8 permite reducir el cálculo
de una integral de una 1-forma a una suma de diferencias. Más precisamente.

Proposición 3.2.1.12 Si ω es cerrada definida en un abierto U y γ : [a, b] →
U es un camino suave entonces existe una partición del intervalo [a,b], {t0, t1, ..., tn}
y una colección de abiertos Ui, i = 1, 2, ..., n tal que para cada i γ[ti−1, ti] ⊂ Ui
y ω|Ui

= dfi para ciertas funciones fi suaves. Luego

Iγ(ω) =
n∑
i=1

[fi(γ(ti))− fi(γ(ti−1))].

Demostración. Siendo U abierto, por la proposición 3.2.1.8 podemos
elegir para cada P ∈ U un entorno abierto UP tal que P ∈ UP ⊂ U sobre
el cual la 1-forma sea exacta. Luego los conjuntos {γ−1(UP)}P∈U forman un
cubrimiento por abiertos del compacto [a, b]. Por el lema de Lebesgue, dado
un cubrimiento por abiertos de un compacto existe ε > 0 tal que cualquier
subconjunto del compacto de diámetro menor que ε está contenido en algún
conjunto del cubrimiento, de manera que podemos construir una partición y
un cubrimiento finito por abiertos con la propiedad de que para i = 1, 2, ..., n
se tenga que γ[ti−1, ti] ⊂ Ui. Ahora fijada tales colecciones elegimos funciones
suaves fi i = 1, 2, ..., n tales que ω|Ui

= dfi y consideramos γi = γ|[ti−1,ti] de
manera que

Iγ(ω) =
n∑
i=1

Iγi
(ω) =

n∑
i=1

[fi(γ(ti))− fi(γ(ti−1))]. ¥
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Los siguientes lemas cuyas demostraciones se siguen de la proposición
3.2.1.8 serán utilizados en el próximo caṕıtulo para vincular el grado con el
grupo de cohomoloǵıa de Rham.

Lema 3.2.1.13 Sean U = R2/{P}. Si ω es una 1-forma cerrada defini-
da sobre el abierto U y si además IγP,r

(ω) = 0 para toda γP,r(t) = P +
(cos(2tπ), sen(2tπ)) con r > 0 entonces ω es exacta sobre U.

Lema 3.2.1.14 Sean U = R2/{P,Q}. Si ω es una 1-forma cerrada sobre
U y además IγP,r

(ω) = 0, IγQ,r
(ω) = 0 para todas las curvas γP,r y γQ,r con

r > 0 definidas como en el lema 3.2.1.13 entonces ω es exacta sobre U.

Finalmente cerramos esta subsección con el enunciado de una proposición
que vincula el concepto de homotoṕıas entre curvas con el de 1-formas cerra-
das. La demostración de esta proposición puede encararse en forma anaĺıtica o
topológica [Fulton, W., 1997]. Optamos por la demostración de tipo topológi-
co teniendo en cuenta que la misma técnica será utilizada posteriormente.

Proposición 3.2.1.15 Si γ y δ son dos caminos homotópicos (o bien como
caminos con iguales extremos o bien como caminos cerradas) y ω es una
1-forma cerrada entonces

Iγ(ω) = Iδ(ω).

Demostración. Damos la demostración correspondiente al caso de cur-
vas con iguales extremos fijos. Consideramos la homotoṕıa H definida so-
bre el rectángulo R = [0, 1] × [a, b]. Podemos considerar que cada punto
de la imagen H(R) tiene un entorno sobre el cual la 1-forma ω es exacta.
Ahora utilizando el lema de cubrimiento de Lebesgue consideramos parti-
ciones de los lados del rectángulo {ti}, {sj} con 1 ≤ i ≤ n y 1 ≤ j ≤ m
de forma tal que cada subrectángulo Rij = [ti−1, ti] × [sj−1, sj] es envia-
do por H en un abierto Uij sobre el cual ω = dfij para cierta función
suave fij. Luego I∂Rij

(ω) = 0. Ahora el resultado se sigue de la igualdad
Iγ(ω)− Iδ(ω) = I∂R(ω) =

∑
i,j I∂Rij

(ω) = 0. ¥

3.2.2. Variación total del ángulo para caminos suaves.

Con el trabajo realizado en la subsección anterior estamos en condiciones
de abordar la definición del número de vueltas; para ello comenzamos estu-
diando la variación total del ángulo que forma un camino suave cuando el
vector posición recorre su traza desde el punto inicial al final; esta medida
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es signada y el signo depende de la orientación. Posteriormenbte definiremos
el número de vueltas para caminos suaves y suaves de a trozos y finalmente
abordaremos el caso continuo.

Consideremos nuevamente la 1-forma ωO = −ydx+xdy
x2+y2

definida en R2/{O}.
Si tomamos, por ejemplo, P0 = (2, 2) y P1 = (1,−1) entonces para cualquier
arco diferenciable γ que une ambos puntos con traza en el dominio de θ
vale que

Iγ(ω0) = Iγ(dθ) = θ(1,−1)− θ(2, 2) =
2π + arctg(−1

1
)− arctg(2

2
) =

2π + arctg(−1) = 2π − π
2

= 3π
2
.

(3.2.2.1)

justamente la medida del ángulo que se forma entre el segmento inicial OP0

y el final OP1.

En primer lugar si γ : [a, b] → R2/{O} es un camimo suave que en
coordenadas cartesianas se expresa aśı γ(t) = (x(t), y(t)) deseamos expresar
la curva γ en coordenadas polares, esto es, a través de funciones suaves que
denotaremos r(t) y θ(t); más precisamente como

γ(t) = r(t)(cos(θ(t)), sen(θ(t))) (3.2.2.2)

para t ∈ [a, b].

Como ya lo hemos señalado la función radio está uńıvocamente definida
r(t) = ‖γ(t)‖ =

√
x2 + y2, no aśı la función ángulo θ(t) pues existen

infinitas elecciones módulo 2π. Si tomáramos el único valor que se encuentra
en el intervalo (0, 2π] entonces la elección seŕıa uńıvoca pero no continua al
atravesar el semieje no negativo correspondiente a x.

Con base en las observaciones anteriores podemos ahora encarar la de-
finición de la función ángulo mediante otro enfoque. Comenzamos eligiendo
arbitrariamente un ángulo inicial θ(a) = θa de manera que

γ(a) = r(a)(cos(θa), sen(θa)).

Ahora teniendo en cuenta la construcción de la primitiva de ωO y su inter-
pretación definimos la función ángulo como la única solución del siguiente
problema de valores iniciales (p.v.i):

{
θ′(t) = −y(t)x′(t)+x(t)y′(t)

x2(t)+y2(t)
= −y(t)x′(t)+x(t)y′(t)

r2(t)

θ(a) = θa.
(3.2.2.3)
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es decir, definimos la función ángulo integrando la ecuación diferencial ordi-
naria

θ(t) = θ(a) +

∫ t

a

−y(t)x′(t) + x(t)y′(t)
r2(t)

dt (3.2.2.4)

La siguiente proposición muestra la buena definición de las funciones r y
θ.

Proposición 3.2.2.1 Si γ es C∞(I) entonces las funciones r(t) y θ(t) son
C∞(I) y satisfacen la ecuación (3.2.2.2).

Demostración. Como γ es C∞(I) entonces r(t) es C∞(I) por ser com-
posición de funciones de esa clase y θ(t) es C∞(I) por ser la integral de una
función de esa clase.

Ahora comprobaremos que se cumple la ecuación (3.2.2.2). Sea

u(t) = (cos(θ(t)), sen(θ(t))).

Verificaremos que
1

r(t)
γ(t) = u(t).

En primer observamos que ambas funciones coinciden en t = a. Si ponemos

w(t) = (−sen(θ(t)), cos(θ(t)))

entonces resulta que w(t)⊥u(t) para cada t; en particular los vectores u(t) y
w(t) son linealmente independientes para cada t, de manera que si probamos
que la diferencia

z(t)
.
=

1

r(t)
γ(t)− u(t)

es ortogonal a u(t) y a w(t) para cada t entonces deberá ser cero y de ah́ı el
resultado. Ahora bien, se verifica directamente del cálculo que para todo t
vale z(t)⊥u(t) y z(t)⊥w(t). ¥

Observación 3.2.2.2 Si θ es la única función C∞(I) que satisface (3.2.2.2)
y si además se reemplaza el valor ángulo inicial θa por θa + 2nπ entonces la
única función C∞(I) que satisface el correspondiente p.v.i es θ + 2nπ.

Definición 3.2.2.3 Dada un camino suave γ : [a, b] → R2 − {O} se define
la variación total del ángulo formado por el vector radial r = (x, y)
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cuando recorre el traza del camino γ, designada como 4γang(r) mediante la
diferencia θ(b)− θ(a), o sea

4γang(r) =
∫
γ
ωO =∫ b

a
−ydx+xdy
x2+y2

=∫ b

a
−y(t)x′(t)+x(t)y′(t)

r2(t)
dt =

θ(b)− θ(a).

(3.2.2.5)

Observación 3.2.2.4 Teniendo en cuenta la definición de θ (3.2.2.4) es
claro que la definición de la variación total es independiente del valor inicial.

3.2.3. El número de vueltas de caminos suaves de a
trozos.

Motivados por el anterior desarrollo podemos dividir la variación total del
ángulo asociado a un camino suave por 2π para medir el número de vueltas
que da el camino alrededor del origen; es decir

Definición 3.2.3.1 Dado un camino suave γ : [a, b] → R2/{O} se define
el número de vueltas o ı́ndice de γ alrededor del origen O, y de-
notado W (γ,O), de la siguiente manera

W (γ,O) = 1
2π

∫
γ
ωO = 1

2π
4γang(r)

= 1
2π

∫
γ
−ydx+xdy
x2+y2

(3.2.3.1)

Además si γ es un camino suave por partes entonces existen caminos suaves
γi i = 1, 2, ..., n tal que γ =

∑n
i=1 γi y en tal caso se define el número de

vueltas de γ alrededor del O aśı:

W (γ,O) =
n∑
i=1

W (γi,O) (3.2.3.2)

Se espera que para el caso de caminos cerrados suaves por partes el núme-
ro de vueltas sea entero y efectivamente se tiene el siguiente:

Teorema 3.2.3.2 Si γ : [a, b] → R2/{O} es un camino cerrado suave de a
trozos entonces W (γ,O) ∈ N.

Demostración. Sea Pa = γ(a) y Pb = γ(b). En primer lugar elegimos
arbitrariamente un ángulo para el punto Pa, digamos θa.
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La demostración consiste en probar la siguiente: Afirmación: θb = θa+
2πW (γ,O) es un ángulo para el punto Pa.

Observemos que si esto es aśı se probará el resultado puesto que Pa = Pb

y dos ángulos deben diferir en un múltiplo entero de 2π, es decir como 2nπ =
θb − θa = 2πW (γ,O) entonces W (γ,O) = n. Por otro lado siendo γ suma
de caminos diferenciables con continuidad, podemos probar la afirmación
para caminos diferenciables con continuidad, pues en tal caso el número de
vueltas seŕıa una suma de números enteros. Supongamos entonces que γ es un
camino suave. Ahora, la afirmación se sigue inmediatamente de la definición
de función ángulo (3.2.2.4) con valor inicial θ(a) = θa, pues en tal caso

θb = θ(b) = θa + 2πW (γ,O). ¥

Desde luego que el origen O no cumple ningún papel esencial en la defi-
nición del número de vueltas. Dado un punto P = (x0, y0) arbitrario que no
pertenezca a la traza de un camino suave γ podemos dar la siguiente:

Definición 3.2.3.3 Sea γ : [a, b] → R2/{P}, γ = (x(t), y(t)) un camino
suave por partes y ωP la 1-forma

ωP =
−(y − y0)dx+ (x− x0)dy

(x− x0)2 + (y − y0)2
.

Se define el número de vueltas de γ alrededor del punto P aśı:

W (γ,P) = 1
2π

∫
γ
ωP =

1
2π

∫
γ
−(y−y0)dx+(x−x0)dy

(x−x0)2+(y−y0)2
(3.2.3.3)

3.2.4. El número de vueltas de caminos continuos.

El próximo paso consiste en definir el número de vueltas de un camino
continuo alrededor de un punto P arbitrario. Se verá que las propiedades
que cumple el número de vueltas de un camino continuo son, en principio,
análogas a las que hemos probado en el segundo caṕıtulo para el grado.
Más adelante, luego de la generalización del número de vueltas para campos,
veremos que en verdad ambos conceptos coinciden de forma tal que son las
mismas.

En primer lugar damos el concepto de sector angular sobre el cual la
función ángulo resulta ser continua por definición.
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Definición 3.2.4.1 Sea

S = {(r, θ) : r > 0, θ1 < θ < θ2} (3.2.4.1)

con 0 < θ2− θ1 ≤ 2π, y fP(r, θ) = P + (rcos(θ); rsen(θ)). El conjunto fP(S)
se llama un sector angular con vértice en el punto P.

Ahora daremos la definición del número de vueltas de un camino continuo
alrededor de un punto P.

Definición 3.2.4.2 Sea γ : [a, b] → R2/{P} un camino continuo.

1. Por el lema del cubrimiento de Lebesgue, elegimos una partición del
intervalo [a, b], {t0, t1, t2, ..., tn} tal que para todo i = 1, 2, ..., n la traza
restringida γ[ti−1, ti] ⊂ Ui con Ui un sector angular con vértice en P.

2. En segunda instancia elegimos una función ángulo θi, i = 1, 2, ..., n
definida en cada sector angular. Luego si denotamos Pi

.
= γ(ti) enton-

ces se define el número de vueltas de γ alrededor de P de la siguiente
manera:

W (γ, P ) =
1

2π

n∑
i=1

{θi(ti)− θi(ti−1)} (3.2.4.2)

El punto fundamental es probar que la definición no depende de la colec-
ción de los sectores angulares elegidos y de las funciones ángulo asociadas.

Proposición 3.2.4.3 En las condiciones anteriores se tiene que:

1. La definición 3.2.4.2 es correcta.

2. Si γ es un camino cerrrado entonces W (γ, P ) ∈ N.

Demostración. 1. Consideremos dos colecciones de sectores y funciones
ángulos asociadas {(Ui, θi)} i = 1, 2, ..., n y {(U ′i , θ′i)} i = 1, 2, ..., n. Entonces
θi y θ′i difieren en un múltiplo de 2π en la intersección de γ([ti−1, ti]) ⊂ Ui∩U ′i
de manera que esa diferencia no altera la suma de diferencias. Es suficiente
por lo tanto mostrar que la definición es independiente de la partición.

Supongamos que refinamos una partición dada intercalando un punto
t′ ∈ [ti−1, ti]. Entonces elegimos el par (Ui; θi) para los intervalos [ti−1, ti],
[ti−1, t

′] y [t′, ti]. Luego si γ(t′) = P′ entonces

[θi(ti)− θi(t
′)] + [θi(t

′)− θi(ti−1)] = θi(ti)− θi(ti−1)
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y por esto la suma no cambia. Lo mismo vale, es decir la suma no vaŕıa, para
un número finito de puntos intercalados. Pero entonces dada dos particiones
consideramos una que refine a ambas y esto muestra que la suma dada por
ellas no vaŕıa y aśı el número de vueltas.

Por otro lado la demostración del punto punto 2 es inmediata teniendo
en cuenta que para todo i = 1, 2, ..., n − 1 las diferencias θi(ti) − θi+1(ti) y
θn(tn)− θ1(t0) son múltiplos de 2π. ¥

Observación 3.2.4.4 1. Cuando el camino es suave, existen dos definiciones
del número de vueltas, 3.2.4.1 y 3.2.4.2, y ambas coinciden.

2. Si γ es un camino continuo cerrado en un abierto U ⊂ R2/{P} donde
la función ángulo es continua, entonces W (γ,P) = 0. Esto es inmediato pues
la suma en 3.2.4.2 es telescópica y los puntos extremos del camino coinciden.

3. Análogamente a las consideraciones hechas para caminos suaves señala-
mos que si γ : [a, b] → R2/{P} es un camino continuo entonces existen fun-
ciones r : [a, b] → R+ y θ : [a, b] → R continuas tal que γ(t) = P + (r(t) ·
cos(θ(t)), r(t) · sen(θ(t))) para todo a ≤ t ≤ b. La función r está uńıvoca-
mente determinada, r(t) = ‖γ(t)− P‖ y θ está definida salvo una constante
de integración múltiplo entero de 2π.

4. Si γt = γ|[a,t] y θ(a) = θa es un ángulo inicial para el punto Pa = γ(a)
entonces se puede tomar θ(t) = θa + 2πW (γt,P).

También es claro como a partir de esto se puede definir el número de
vueltas para una 1-cadena arbitraria.

Definición 3.2.4.5 Sea γ =
∑n

i=1 niγi un 1-cadena con P /∈ γ[0, 1]. Se defi-
ne el número de vuelta de la 1-cadena γ alrededor de un punto P

de la siguiente manera:

W (γ,P) =
n∑
i=1

niW (γi,P) (3.2.4.3)

3.2.5. Algunas propiedades del número de vueltas.

Es claro que la noción de número de vueltas todav́ıa no ha sido establecida
para campos, esto lo haremos en la próxima sección; por ello aún no podemos
estudiar la relación entre los conceptos de grado y número de vueltas. No
obstante, como ya adelantamos, en esta subsección estableceremos algunas
propiedades y consecuencias fundamentales de la definición del número de
vueltas 3.2.4.2 análogas a las propiedades que caracterizan la función grado
(teorema 2.8.0.15). En este sentido hay que interpretar los comentarios que
siguen.
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Definición 3.2.5.1 Si γ : [a, b] → R2/{P} y Q es un vector de R2 entonces
la curva desplazada γ+Q : [a, b] → R2/{P+Q} se define como (γ+Q)(t) =
γ(t) + Q.

El número de vueltas, tanto como el grado (teorema 2.6.1.8), es invariante
bajo traslaciones; más precisamente:

Proposición 3.2.5.2 (Invariancia bajo traslaciones para el número

de vueltas).

Si γ : [a, b] → R2/{P} es una curva continua y Q es un vector de R2

entonces

W (γ + Q,P + Q) = W (γ,P).

Demostración. Sea {(Ui, θi)} i = 1, 2, ..., n con Ui un sector angular con
vértice en P y una θi una función angular asociada conforme a 3.2.4.2 para
definir W (γ,P). Elegimos {(U ′i , θ′i)} i = 1, 2, ..., n con U ′i

.
= Ui + Q un sector

angular con vértice en P + Q de forma tal que si γ[ti−1, ti] ⊂ Ui entonces
(γ+Q)[ti−1, ti] ⊂ U ′i . Luego como U ′i para i = 1, 2, ..., n son sectores angulares
definidos por traslaciones, elegimos θ′i

.
= θi y el resultado es inmediato. ¥

Ahora veremos que el concepto de número de vueltas es también inva-
riante bajo homotoṕıas, como lo es el grado topológico.

Consideremos el rectángulo R = [a, b] × [c, d] y una función continua
Γ : R→ R2. La restricción de Γ sobre el borde ∂R determina cuatro caminos
en R2:

Γ(∂R) =





Γ(t, c) = Γ(γ1) = δ1 para a ≤ t ≤ b
Γ(b, t) = Γ(γ2) = δ2 para c ≤ t ≤ d
Γ(t, d) = Γ(γ3) = δ3 para a ≤ t ≤ b
Γ(a, t) = Γ(γ4) = δ4 para c ≤ t ≤ d.

(3.2.5.1)

Con el mismo procedimiento que se utiliza para demostrar 3.2.1.15 se
prueba el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5.3 (Número de vueltas del borde de un rectángulo W (Γ(∂R), P)
).

Si P /∈ Γ(∂R) entonces

W (δ1,P) +W (δ2,P) = W (δ3,P) +W (δ4,P) (3.2.5.2)
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Demostración. Se divide al rectángulo R = [a, b]× [c, d] en rectángulos
Rij de forma tal que Γ envie cada rectángulo Rij en un abierto Uij con
vértice en el punto P, en el cual exista una función ángulo continua θij. Luego
observamos que para todo i, j se tiene que W (Γ|Rij

,P) = 0. Finmalmente
teniendo en cuenta que W (Γ|R,P) = W (δ1,P) + W (δ2,P) − W (δ3,P) −
W (δ4,P) que W (Γ|R,P) =

∑
i,jW (Γ|Rij

,P) se deduce el resultado. ¥

Aśı como el grado resulta ser invariante bajo homotoṕıas (teorema 2.6.1.3),
también lo es el número de vueltas.

Corolario 3.2.5.4 (Invariancia bajo homotopı́as para el número de

vueltas.)

Dadas dos caminos γ y δ in R2/{P} homotópicos (o bien como caminos
con iguales puntos extremos o bien como caminos cerrados) entonces

W (γ,P) = W (δ,P) (3.2.5.3)

Demostración. Es una consecuencia del teorema 3.2.5.3 aplicado a la
homotoṕıa H = Γ. ¥

Observación 3.2.5.5 Es fácil probar los siguientes resultados referidos a
caminos homotópicos.

1. Sea U es abierto convexo entonces dos caminos con trazas en U , o bien
ambos cerrados o bien con iguales puntos extremos, son homotópicos.

2. Vale la rećıproca del corolario 3.2.5.4, es decir: Si γ y δ son dos cami-
nos con iguales puntos extremos en R2/{P} o bien ambos caminos cerrados
entonces son equivalentes:

i γ y δ son homotópicas en R2/{P}.
ii W (γ,P) = W (δ,P).

Una consecuencia de la invariancia bajo homotoṕıas es el comportamiento
del número de vueltas de un camino continuo bajo un cambio continuo del
parámetro, análogamente a lo que hemos planteado para caminos suaves.

Corolario 3.2.5.6 Sean γ : [a, b] → R2/{P} y ϕ : [c, d] → [a, b] continuas.
Entonces

1. Si ϕ(c) = a y ϕ(d) = b entonces

W (ϕ ◦ γ,P) = W (γ,P)
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2. Si ϕ(c) = b y ϕ(d) = a entonces

W (ϕ ◦ γ,P) = −W (γ,P)

En particular si γ−1(t) = γ(a + b − t) para t ∈ [a, b], es decir si γ−1

designa el camino γ con la orientación inversa, entonces

W (γ−1,P) = −W (γ,P).

Demostración. Para el primer punto consideramos la homotoṕıa Γ :
R → R2. definida Γ(s, t) = γ(mı́n{t + ϕ(s) − a, b}). En este caso δ1 = γ
y δ4 = γ ◦ ϕ, con δ2 y δ3 constantes iguales a γ(b). El resultado se sigue
alicando el teorema 3.2.5.3. El segundo punto se prueba de manera análoga
a través de la homotoṕıa definida Γ(s, t) = γ(máx{t + ϕ(s)− b, a}); en este
caso δ1 = γ y δ2 = γ ◦ ϕ, con δ3 y δ4 constantes. ¥

Otra consecuencia de la invariancia bajo homotoṕıas es el teorema de-
nominado ”Dog-on-a-Leash.”Este nombre se justifica a partir de la siguiente
interpretación del corolario 3.2.5.8: si un persona pasea un perro de forma
tal que su distancia al paseador es siempre menor o igual que su distancia
a un punto determinado entonces ambos dan la misma cantidad de vueltas
alrededor de dicho punto. Este teorema no es otro que el teorema 2.6.1.7 de
Poincaré-Böhl demostrado en el contexto de la teoŕıa de grado en el segundo
caṕıtulo.

Teorema 3.2.5.7 (Poincaré-Böhl:Dog-on-a-Leash.)

Supongamos que γ : [a, b] → R2/{P} y δ : [a, b] → R2/{P} son caminos
cerrados continuos tal que P /∈ [γ(t); δ(t)]a≤t≤b, es decir el punto P no está en
la unión de los segmentos determinados punto a punto por las trazas de γ y
δ. Entonces

W (γ,P) = W (δ,P)

Demostración. Consideramos la homotoṕıa H : [a, b] × [0, 1] → R2

como caminos cerrados definida por combinaciones convexas de los dos ca-
minos H(s, t) = (1 − s)γ(t) + sδ(t). El resultado se sigue de la invariancia
bajo homotoṕıas, corolario 3.2.5.4. ¥

La interpretación del teorema ”Dog-on-a-Leash”se pone de manifiesto en
la siguiente consecuencia inmediata.

Corolario 3.2.5.8 Si γ : [a, b] → R2 y δ : [a, b] → R2 son caminos cerrados
continuos tal que ‖δ(t)− γ(t)‖ ≤ ‖γ(t)−P‖ para todo t en [a, b]. Entonces

W (γ,P) = W (δ,P).
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Demostración. Por la desigualdad de la hipótesis el punto P /∈ [γ(t); δ(t)]a≤t≤b
de manera que es consecuencia directa del terorema 3.2.5.7. ¥

Nos proponemos estudiar como vaŕıa el número de vueltas de un camino
continuo y cerrado si variamos el punto P, con tal que éste no se sitúe en su
traza.

Sabemos, por el teorema 2.6.1.5, que el grado de una función continua
φ : Ω ⊂ Rn → Rn es constante en cada componente conexo de [φ(∂Ω)]c Esta
propiedad también se cumple para el número de vueltas y como veremos es
una consecuencia de la invariancia bajo traslaciones y homotoṕıas.

Proposición 3.2.5.9 (La función W (γ, ·) es localmente constante).

Sea γ : [a, b] → R2 un camino cerrado. Entonces la función W (γ, ·) es
constante en cada componente conexo de R2/γ[a, b]. Además es cero en el
componente no acotado.

Demostración. Consideremos un disco abierto D = D(P, r) alrededor
de P tal que D ⊂ C con C el componente conexo al que pertenece P. Es
suficiente probar que para todo P′ ∈ D se tiene que W (γ,P′) = W (γ,P).
Para eso consideremos Q = P′ − P. Por un lado por la invariancia bajo
traslaciones, establecida en la proposición 3.2.5.2, se tiene

W (γ,P) = W (γ + Q,P + Q) = W (γ + Q,P′).

Por otro lado los caminos cerrados γ y γ + Q son homotópicos via H(s, t) =
γ(t) + sQ 0 ≤ s ≤ 1 con P′ /∈ H(R), luego por 3.2.5.4, se tiene

W (γ + Q,P′) = W (γ,P′).

En definitiva de las dos últimas ecuaciones se deduce que que W (γ,P′) =
W (γ,P).

Para probar que W (γ, ·) ≡ 0 en el componente conexo no acotado basta
probar que se anula en algún punto. Consideremos un punto P = (p1, p2)
en el componente conexo no acotado y el semiplano abierto U = {X : x1 >
p1}. Entonces U es un sector angular sobre el que se define una función
angular continua y de acuerdo al punto 2 de la observación 3.2.4.4 se tiene
que W (γ,P) = 0. ¥

En ambas partes de la demostración anterior hemos usado que los com-
ponentes conexos de un abierto son arcoconexos, y que dados dos puntos la
traza del arco que los une puede recubrirse por una colección finita de discos
en los que la función W (γ, ·) es constante.



74 Caṕıtulo 3

3.3. Número de vueltas para un campo en Rn
y su relación con el grado topológico.

A partir de ahora hablaremos de curvas en vez de caminos. Comenzaremos
con el caso de un campo definido en R2.

Sea γ una curva suave y φ = (φ1, φ2) = (p, q) un campo de vectores
continuo definido sobre γ, φ ∈ C(γ,R2/{O}). Es fácil interpretar en términos
de integrales de 1-formas los conceptos de circulación y flujo del campo.
Consideremos ω = pdx+ qdy y ω = qdx− pdy.

En el primer caso la integral de linea Iγ(ω) representa la circulación

del campo a lo largo de la curva y se interpreta como la integral de la
proyección del campo aplicado a la curva en la dirección de su velocidad.

Iγ(ω) =
∫ b

a
φ(γ(t)) · γ′(t)dt∫ b

a

(
φ(γ(t)) · γ′(t)

‖γ′(t)‖

)
||γ′(t)||dt (3.3.0.4)

En este contexto si ω = −df entonces φ = −∇f y f se llama potencial del

campo φ.

En el segundo caso si n(t) =
(− dy

dt
, dx

dt
)

||γ′(t)|| designa el vector normal unitario a

la curva γ entonces la integral de linea Iγ(ω) representa el flujo del campo

a través de la curva γ

Iγ(ω) =
∫
γ
(qdx− pdy) =

∫ b

a

(
q(x(t), y(t))dx

dt
− p(x(t), y(t))dy

dt

)
dt =∫ b

a
φ(γ(t)) · n(t)||γ′(t)||dt

(3.3.0.5)

Análogamente a como lo hemos hecho anteriormente definiremos una úni-
ca función continua θφ ∈ C(γ,R), llamada función ángulo del campo vec-
torial φ no nulo a lo largo de la curva γ.

Definición 3.3.0.10 Dado el campo φ consideramos

cos(θφ(x)) =
φ1(x)

‖φ‖ , sen(θφ(x)) =
φ2(x)

‖φ‖ . (3.3.0.6)

Luego se define θφ de la siguiente manera:

{
θφ(x) = arctg

{
φ2(x)
φ1(x)

}
si φ1(x) 6= 0

θφ(x) = π
2

si φ1(x) = 0.
(3.3.0.7)
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En esta definición elegimos arbitrariamente, como antes, un ángulo inicial
θφ(γ(a)) ∈ [0, 2π).

La función θφ mide el ángulo que se forma entre el semieje positivo x
considerado en el punto de la curva y el vector del campo φ definido en dicho
punto.

La variación total del ángulo que forma el campo a lo largo de la curva γ
se define de manera análoga a como lo hemos hecho anteriormente

4γang(φ) = θφ(γ(b))− θφ(γ(a)). (3.3.0.8)

Asimismo definiremos el número de vueltas nuevamente dividiendo por
2π la variación total del ángulo del campo sobre la curva γ:

Definición 3.3.0.11 Sea φ = (φ1, φ2) ∈ C1(γ,R2/{O}), no nulo. Se define
el número de vueltas o ı́ndice del campo φ a lo largo la curva suave
γ de la siguiente manera:

W (φ, γ,0) = 1
2π
4γang(φ) = 1

2π
[θφ(γ(b))− θφ(γ(a))] =

1
2π

∫
γ
−φ2.dφ2+φ2.dφ1

‖φ‖ =
1
2π

∫
γ
φ∗(ωO)

(3.3.0.9)

Observación 3.3.0.12 1. Si φ ∈ C1(γ, S1) es un campo de vectores unita-
rios tangentes a γ una curva de Jordan de clase C2 entonces considerando la
parametrización por longitud de arco α : [0, L] → R2 se tiene φ = α̇ ◦ α−1

de manera que si α = (α1, α2) entonces φ∗(ωO) = −φ2dφ1 + φ1dφ2 =
[φ1.α̇2 + α2.α̇1]dt = κ(t)dt donde κ denota la curvatura de γ. En particu-
lar

∫
γ
κ(t)dt = 2π es la curvatura total de γ de manera que en este caso se

tiene W (φ, γ,0) = 1.
2. Recordando que ωO = r∗(ωS1) podemos expresar el número de vueltas

a través del pull-back de la composición del campo en cuestión con el campo
radial:

W (φ, γ,0) = 1
2π

∫
γ
φ∗(ωO) =

1
2π

∫
γ
φ∗(r∗(ωS1)) =

1
vol(S1)

∫
γ
(r ◦ φ)∗(ωS1)

(3.3.0.10)

Con base en esta última observación y en el teorema 3.1.5.2, que generaliza
el caso n = 2, podemos definir ahora el número de vueltas para campos en
Rn.
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Definición 3.3.0.13 Sea Ω ⊂ Rn abierto, φ un campo de clase C1 definido
sobre ∂Ω y r : Rn/{O} → Sn−1 la retracción definida r(x) = x

‖x‖ . Se define
el número de vueltas del campo φ a lo largo del borde ∂Ω y alrededor del
0 de la siguiente manera

W (φ, ∂Ω,0) =
1

vol(Sn−1)

∫

∂Ω

(r ◦ φ)∗(ωSn−1) (3.3.0.11)

Observación 3.3.0.14 Señalamos algunos hechos básicos:
1. Hemos definido el número de vueltas del campo, aśı como su grado,

respecto del origen O pero puede, claramente, realizarse para cual quier punto
P no perteneciente a la traza de la curva.

2. De acuerdo al teorema 3.1.5.2

r∗(ωSn−1) = r∗
{∑n

j=1(−1)j+1xjω̂j

}
=∑n

j=1(−1)j+1 xj

‖x‖n ω̂j
(3.3.0.12)

donde ω̂j = dx1 ∧ dx2 ∧ ...d̂xj ∧ ... ∧ dxn como siempre indica que el factor
diferencial dxj se ha suprimido y que (r ◦ φ)∗(ωSn−1) = φ∗(r∗ωSn−1) se puede
dar una expresión expĺıcita para el número de vueltas

W (φ, ∂Ω,0) = 1
vol(Sn−1)

∫
∂Ω

(r ◦ φ)∗(ωSn−1)
1

vol(Sn−1)

∫
∂Ω

∑n
j=1(−1)j+1 φj

‖φ‖ndφ1 ∧ dφ2 ∧ ...d̂φj ∧ ... ∧ dφn
(3.3.0.13)

La última expresión se llama integral de Kronecker [Amann, H. 1990;
Polymilis at all].

3. Intuitivamente W (φ, ∂Ω,0) mide como es cubierta la esfera Sn−1 por
la imagen del borde ∂Ω via la función r ◦ φ : ∂Ω → Sn−1.

Cerramos esta sección con el resultado fundamental según el cual el con-
cepto de grado topológico coincide con el de número de vueltas. En la de-
mostración seguimos los lineamientos de H. Amann [Amann H. 1990, pp
343-345].

Teorema 3.3.0.15 (Coincidencia entre el grado y el número de vueltas

de un campo).

Sea Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado y φ ∈ C1(Ω) tal que 0 /∈ φ(∂Ω).
Entonces

W (φ, ∂Ω,0) = d(φ,Ω,0) (3.3.0.14)

Demostración. Vamos a probar en primer instancia que si ψ ∈ C1(Ω)∩
B1(φ, δ) con p = 0 valor regular de ψ y δ suficientemente chico entonces
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W (φ,Ω,0) = W (ψ,Ω,0). Luego aplicando el tercer resultado fundamental
reduciremos la prueba para el caso de funciones ψ ∈ Ar

p,1 con p = 0, pues si
vale para esa clase, por un agumento de aproximación, también vale para la
clase Ap,1.

Comenzamos con la n-1 forma no nula, anteriormente definida, ωO
.
=

r∗(ωSn−1) donde ωSn−1 es un elemento de volumen de la esfera Sn−1. Sabemos
que dωSn−1 = 0 de manera que d(ωO) = r∗(dωSn−1) = 0 y por lo tanto ωO es
cerrada.

Ahora consideramos la homotoṕıa de clase C1 0-admisible definida por las
combinaciones convexas de φ y ψ y observamos que d(H∗

0 (ωO)−H∗
1 (ωO)) =

(φ∗−ψ∗)(dωO) = 0 de manera queH∗
0 (ωO)−H∗

1 (ωO) = (φ∗−ψ∗)(r∗(ωSn−1))también
es cerrada.

Luego por el teorema de Stokes los números de vueltas de los campos
coinciden:

0 =

∫

∂Ω

(φ∗ − ψ∗)(r∗(ωSn−1)) = W (φ,Ω,0)−W (ψ,Ω,0).

En consecuencia la propiedad puede probarse para 0 valor reglar φ ∈
C1(Ω).

1 Consideramos dos casos φ−1{0} = ∅ y φ−1{0} = {x1,x2, ...,xm} finito.

Supongamos primero que φ−1{0} = ∅. Para simplificar denotamos con β
el pull-back de φ de la forma ωO, es decir β

.
= (r ◦ φ)∗(ωSn−1) = φ∗(ωO). La

forma β es cerrada pues dβ = φ∗(dωO) = 0. Y nuevamente por Stokes

vol(Sn−1)W (φ, ∂Ω,0) =

∫

∂Ω

β =

∫

Ω

dβ = 0 = d(φ,Ω,0)

de manera que W (φ, ∂Ω,0) = d(φ,Ω,0).

2. Ahora sea φ−1{0} = {x1,x2, ...,xm}. Elegimos τ suficientemente chico
tal que para j = 1, 2, ...,m se tiene bolas Bj = B(xj, τ) ⊂ Ω disjuntas de a
dos, cada una de ellas conteniendo un único cero de φ.
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Consideramos M = Ω/
⋃m
j=1Bj la variedad de clase C2 con borde ∂M =

∂Ω∪⋃m
j=1 ∂B

−
j donde ∂B−

j
.
= {xj + τSn−1

− } y Sn−1
− denota la esfera Sn−1 con

orientación negativa. Por Stokes se tiene que

0 =

∫

M

dβ =

∫

∂Ω

β −
m∑
j=1

∫

∂B−j

β,

es decir ∫

∂Ω

β =
m∑
j=1

∫

∂B−j

β. (3.3.0.15)

Observemos que la integral izquierda es el número de vueltas salvo el
factor 1

V ol(Sn−1)
. El objetivo es mostrar que para cada j = 1, 2, ...,m se tiene

que
∫
∂B−j

β = sigJφj
(xj)V ol(S

n−1) donde φj = φ|B−j . Luego el resulado se

obtiene sumando sobre j. La prueba de ese hecho es más o menos técnica.

Podemos elegir τ suficientemente chico como para que φj : Bj −→ Nj
.
=

φ(Bj) sea un difeomorfismo de clase C1 que preserva o invierte la orientación
de Bj según sigJφj

(xj) = ±1.

De esta forma Nj es una variedad orientada con borde ∂Nj = ∂φ(Bj) =
φ(∂Bj). Luego integrando y haciendo un cambio de variable se tiene que

∫

∂B−j

β =

∫

∂B−j

φ∗ ◦ ωO = sigJφj
(xj)

∫

∂Nj

ωO (3.3.0.16)

Ahora nuestro objetivo es mostrar que
∫
∂Nj

ωO = V ol(Sn−1). Veremos

que podemos achicar el dominio de integración de la integral
∫
∂Nj

ωO sin

alterar su valor.
Para ello consideramos 0 < η ¿ 1 de forma tal que ηB = ηB(0, 1) ⊂ Nj

y que la forma ωO esté definida sobre la variedad Nj− ηB. Aplicando Stokes
obtenemos

0 =

∫

Nj/ηB

dωO =

∫

∂Nj

ωO −
∫

ηSn−1

ωO,

es decir ∫

∂Nj

ωO =

∫

ηSn−1

ωO.

Luego reemplazando en (3.3.0.16) obtenemos
∫

∂B−j

β = sigJφj
(xj)

∫

ηSn−1

ωO
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y sumando sobre j = 1, 2...,m por (3.3.0.15)

∫

∂Ω

β =
m∑
j=1

sigJφj
(xj)

∫

ηSn−1

ωO. (3.3.0.17)

Por otro lado teniendo en cuenta que r : ηSn−1 −→ Sn−1 es un difeomor-
fismo se tiene que

∫

ηSn−1

ωO =

∫

ηSn−1

r∗(ωSn−1) =

∫

Sn−1

ωSn−1 = vol(Sn−1)

de manera que finalmente obtenemos

W (φ, ∂Ω,0) =
1

vol(Sn−1)

∫

∂Ω

β =
m∑
j=1

sigJφj
(xj) = d(φ,Ω,0). ¥

Observación 3.3.0.16 Este teorema pone de manifiesto de manera inme-
diata la propiedad que hemos visto en el segundo caṕıtulo, a saber: si φ, ψ ∈
Ap,0 tal que φ|∂Ω = ψ|∂Ω entonces

d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p). (3.3.0.18)

Luego el grado depende sólamente de los valores que asume φ en el

borde de Ω, es decir de la función restringida φ|∂Ω : ∂Ω → Rn.

Esta propiedad permite definir el grado global de φ como el grado de
cualquier extensión φ ∈ C(Ω), es decir

deg(φ) = deg(φ, ∂Ω, Sn−1)
.
= d(φ,Ω,0).

El teorema que permite expresar el grado a través de la integral de Kro-
necker también permite dar una definición del grado global para funciones
definidas en el contexto de las variedades. Esto lo haremos en el próximo
caṕıtulo. Por ahora señalemos que de acuerdo a lo que hemos visto

∫

∂Ω

φ∗ωSn−1 = deg(φ)

∫

Sn−1

ωSn−1 .
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3.4. El grado y su relación con la integral

compleja.

En la primer subsección pondremos de manifiesto la coincidencia del ı́ndi-
ce de una curva continua en C con su número de vueltas, como curva continua
en R2. En la siguiente subsección, via la identificación C ∼ R2, expresaremos
el grado de un campo en R2 inducido por una función holomorfa a través de
cierta integral compleja. Los conceptos que desarrollamos aqúı son tópicos
regulares de un curso de cálculo complejo y el lector pueden encontrarlos en
los textos de referencia. Observemos que en general el ı́ndice y el número de
vueltas se consideran como sinónimos, justificadamente puesto que designan
la misma cosa.

3.4.1. Indice de una curva continua en el plano com-
plejo y número de vueltas de un curva continua
en U ⊂ R2.

Para poder comparar los conceptos necesitamos recordar el proceso de
integración en el campo complejo y la definición de ı́ndice de una curva
continua.

Preliminares: integración compleja e indice de una curva continua.

Definición 3.4.1.1 Si f : U ⊂ C → C es holomorfa, con U un abierto, y
γ : [a, b] → C una curva suave diferenciable a trozos entonces se define la

integral de lı́neal de la siguiente manera

∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt (3.4.1.1)

y en particular si f(z) = 1
z−z0 con z0 ∈ C un punto que no pertence a su traza

entonces se define el ı́ndice de γ alrededor de z0 de la siguiente manera:

I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

1

z − z0

dz =
1

2πi

∫ b

a

γ′(t)
γ(t)− z0

dt (3.4.1.2)

No es dif́ıcil ver que el ı́ndice aśı definido coincide con el concepto de
número de vueltas para una curva diferenciable a trozos en R2. Antes de
verificar ese hecho observemos que en el contexto de R2 hemos definido el
número de vueltas para curvas continuas. Veremos que también podemos



Grado de un campo e integral de Kronecker. 81

definir en el campo complejo la integral de linea de una función holomorfa
definida sobre una curva continua y por lo tanto el ı́ndice de una curva
continua.

Comenzamos con un lema de fácil demostración.

Lema 3.4.1.2 Sea γ : [a, b] → U ⊂ C continua con U abierto, entonces
existe r > 0 tal que ρ(γ[0, 1], ∂U) ≥ r

Demostración. Basta con observar que los conjuntos γ[a, b] y ∂U son
compactos disjuntos y por lo tanto ρ(γ[a, b], ∂U) > 0. ¥

Para la construcción necesitamos la siguiente definicción:

Definición 3.4.1.3 Dada una curva γ : [a, b] → C consideramos una parti-
ción πn = {t0, t1, ..., tn} del intervalo [a, b] y designamos los subintervalos in-
ducidos como Ii = [ti, ti+1] para i = 0, 1, ..., n−1. Se dice que {D0, D1, ..., Dn−1}
es una secuencia de discos conectados a lo largo de γ, si los dis-
cos se solapan de a dos y en forma consecutiva de forma tal que para todo
i = 0, 1, ..., n− 1 se tiene que γ[ti, ti+1] ⊂ Di.

La existencia de una sucesión de discos conectados a lo largo de γ se
puede probar de la siguiente forma: Sea ε < ρ(γ[a,b],∂U)

2
= r

2
. Como γ es

uniformemente continua podemos elegir δ > 0 de forma tal que si |t− t′| < δ
con t, t′ ∈ [a, b] entonces |γ(t)− γ(t)| < ε. Ahora elegimos una partición πn
con n suficientemente grande tal que para todo i = 0, 1, ..., n − 1 se tenga
|ti+1 − ti| < δ. Luego obtenemos que γ[ti, ti+1] ⊂ D(γ(ti), ε) = Di ⊂ U.

Ahora teniendo en cuenta que toda función holomorfa tiene una primitiva
local definimos el concepto de la integral sobre una curva continua.

Definición 3.4.1.4 Sea γ : [a, b] → U ⊂ C continua con U abierto, f una
función holomorfa en U y πn una partición del intervalo [a, b] suficientemente
fina de forma tal que para cada i = 0, 1, ..., n − 1 exista una primitiva de f
en Di. Para cada i designamos con gi a tal primitiva, con γi = γ|Ii a la
restricción de γ sobre cada subintervalo Ii y con γ(ti) = zi cada centro de Di.
Entonces se define la integral de f a lo largo de la curva γ de la siguiente
manera:

∫

γ

f(z)dz
.
=

n−1∑
i=0

∫

γi

f(z)dz
.
=

n−1∑
i=0

[gi(zi+1)− gi(zi)] (3.4.1.3)
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Observación 3.4.1.5 Para establecer la buena definición basta ver que
esta no depende de la partición elegida, y para ello basta con ver que no
vaŕıa para dos particiones una de las cuales refina a la otra mediante un sólo
punto.

Podemos traducir lo anterior en el lenguaje de las 1- formas complejas
ω = fdz.

Definición 3.4.1.6 Se define una primitiva de ω a lo largo de γ : [a, b] →
U ⊂ C como una función continua g : [a, b] → C tal que para cada t0 ∈ [a, b]
existe un entorno del punto γ(t0), Nγ(t0), y una primitiva Ft0 de ω en Nγ(t0)

tal que Ft0(γ(t)) = g(t) para t cercano a t0. Se prueba fácilmente que tal
primitiva existe y que dos difieren en una constante.

Ahora, a partir de esta definición, dada una curva γ continua y cerrada
alrededor de un punto z0 que no pertenece a su traza consideramos una
primitiva local de la función f(z) = 1

z−z0 , por ejemplo log(z − z0). Luego se
trata de encontrar una función continua g definida sobre el segmento [a, b]
tal que log(γ(t)− z0) = g(t) cerca de t0, es decir eg(t) = γ(t)− z0 cera de t0.

Definición 3.4.1.7 (Indice de una curva continua en U ⊂ C). Te-
niendo en cuenta que la suma de la definición es telescópica se tiene

I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

1

z − z0

dz =
g(b)− g(a)

2πi
. (3.4.1.4)

Ya hemos estudiado la invariancia del número de vueltas y en consecuen-
cia del grado, respecto de las deformaciones continuas. En el contexto de
la integración compleja podemos definir el concepto de curvas cercanas y
homólogas. La integral es un invariante bajo la relación de equivalencia que
inducen esos conceptos. Luego el ı́ndice permanece constante para curvas de
ese tipo.

Definición 3.4.1.8 Se dice que dos curvas continuas γ1, γ2 : [a, b] → U
están cerca una de la otra si γ1(a) = γ2(a) y γ1(b) = γ2(b) y además
existe una partición πn de [a, b] y una secuencia de discos {D0, D1, ..., Dn−1} ⊂
U tal que para todo i = 0, 1, ..., n− 1 se tiene que γ1|Ii , γ2|Ii ⊂ Di.

Con esta definición se cumple el siguiente hecho:

Proposición 3.4.1.9 Si γ1, γ2; [a, b] → U son dos curvas continuas que
están cerca y f es holomorfa en U entonces

∫

γ1

f(z)dz =

∫

γ2

f(z)dz (3.4.1.5)
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Demostración. Por definición de curvas cercanas podemos considerar
una sucesión {D0, D1, ..., Dn−1} ⊂ U tal que para todo i = 0, 1, ..., n − 1 se
tenga γ1|Ii , γ2|Ii ⊂ Di. con gi una primitiva de f en Di. Ponemos γ1(ti) = zi
y γ2(ti) = wi.

Entonces gi+1, gi son primitivas de f en el conexo Di+1 ∩Di de manera
que gi+1 − gi es constante. Ahora zi, wi ∈ Di+1 ∩Di de manera que

gi+1(zi)− gi(zi) = gi+1(wi)− gi(wi)

y por lo tanto

gi+1(zi)− gi+1(wi) = gi(zi)− gi(wi).

El resultado es una consecuencia de que la diferencia
∫
γ1
f(z)dz − ∫

γ2
f(z)dz

es una suma telescópica y los puntos extremos de las curvas coinciden, es
decir ∫

γ1
f(z)dz − ∫

γ2
f(z)dz =

{gn−1(zn)− gn−1(wn)} − {g0(z0)− g0(w0)} = 0
(3.4.1.6)

pues z0 = w0 y zn = wn. ¥

Una definición análoga de cercańıa se puede dar para curvas cerradas
y también se prueba que la integral es invariante por cencańıa de curvas
cerradas.

Más aún podemos establer una relación de equivalencia que resulta ser
invariante para el ı́ndice:

Definición 3.4.1.10 Una curva γ cerrada y continua es homóloga a 0 en

U sii I(γ, z) = 0 para todo z /∈ U. Luego establecemos una relación de equi-
valencia dicendo que: γ ∼H δ en U sii I(γ, z) = I(δ, z) para todo z /∈ U.

El teorema de Cauchy prueba que si f : U → C es holomorfa y γ ∼H

δ en U entonces
∫
γ
fdz =

∫
δ
fdz. En particular si γ, δ son curvas cerradas

homotópicas en U entonces son homólogas en U y también si dos curvas
cerradas en U están cerca entonces son homólogas en U. Luego la invariancia
del ı́ndice se cumple también en tales casos. Además señalamos [Alhlfors L.
V. 1966] que estas ideas se extienden a n-cadenas cerradas, llamadas ciclos.

Ahora estamos en condiciones de establecer la relación de ambos concep-
tos.
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La relación entre ı́ndice y número de vueltas.

En principio tenemos dos construcciones referidas a curvas continuas en
el plano complejo, definición 3.4.1.7 y en el plano real, definición 3.2.4.2.

Pondremos de manifiesto la coincidencia de la definición del ı́ndice de
una curva continua en U ⊂ C con la definición del número de vueltas de un
camino contino en U ⊂ R2. Suponemos que el punto aldededor del cual gira
la curva, z0, no pertenece a su traza.

Sea f(z) = p(x, y) + iq(x, y) una función holomorfa y dz = dx + idy
entonces se define la forma

ω = fdz = (p(x, y) + iq(x, y))(dx+ idy) =
(p(x, y)dx− q(x, y)dy) + i(p(x, y)dy + q(x, y)dx).

(3.4.1.7)

La parte imaginaria de la 1-forma compleja fdz coincide sobre U con ωO

si elegimos f(z) = 1
z
. Más precisamente

dz
z

= dx+idy
x+iy

=
xdx+ydy
x2+y2

+ ixdy−ydx
x2+y2

.
(3.4.1.8)

Luego integrando a lo largo de una curva γ : [a, b] → C tal que 0 no
pertence a su traza obtenemos

I(γ,O) = 1
2πi

∫
γ

1
z
dz = 1

2πi

∫
γ

{
xdx+ydy
x2+y2

+ ixdx−ydy
x2+y2

}
=

1
2π

∫
γ
xdx−ydy
x2+y2

=
1
2π
4γarg(z) = W (γ,O)

(3.4.1.9)

de manera que identificando P = (x, y) ∼ z la integral 1
2πi

∫
γ

1
z
dz mide el

número de vueltas de la curva alrededor del origen.

Las mismas propiedades que hemos probado para el número de vueltas
de un camino continuo en R2 se prueban en el contexto del cálculo de una
variable compleja.

En la próxima subsección estudiamos la relación entre el grado de un cam-
po en R2 proveniente de la identificación con una función holomorfa

y la integración en el campo de los complejos.
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3.4.2. El grado topológico para funciones holomorfas.

Consideremos f : U ⊂ C → C una función holomorfa con U abierto,
f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Si identificamos C con R2 podemos asociar a la
función holomorfa f el campo φ : U ⊂ R2 → R2, definido φ = (u, v) en R2.
El siguiente teorema da una representación integral del número de vueltas y
por tanto del grado del campo, más precisamente:

Teorema 3.4.2.1 (Número de vueltas de una función holomorfa).

Sea γ ⊂ U ⊂ R2 una curva C1-Jordan, con U abierto y f : U → C
análitica en U tal que f(z) 6= 0 para todo z ∈ γ. Entonces si identificamos la
función holomorfa f con el campo φ se tiene

W (f, γ, 0) =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)

dz (3.4.2.1)

Demostración. Sea f = u+ iv, z0 ∈ U y f ′(z0) = α + iβ. Entonces

f(z0 + h)− f(z0)− (α + iβ)(ζ + iη) = o(h)

cuando h = ζ + iη → 0.

Con la identificación φ = (u, v) podemos escribir esa relación de la si-
guiente manera:

φ(x0 + ζ; y0 + η)− φ(x0; y0)−Dφ(x0; y0)(ζ; η) = o(‖(ζ; η)‖)

cuando (ζ; η) → 0. Ahora si identificamos z = a+ ib ∼
(
a
b

)
entonces en el

lenguaje de matrices se tiene

Dφ(x0, y0) =

(
ux uy
vx vy

)
=

(
α −β
β α

)

de donde se deducen las ecuaciones de Riemann-Cauchy ux = vy, uy = −vx
y además que f ′(z) = ux + ivx = ux − iuy.

Luego
f ′dz
f

= f ·f ′dz
f ·f = f ·f ′dz

|f |2 =
(u−iv)(ux−iuy)(dx+idy)

u2+v2
=

udu+vdv
u2+v2

+ iudv−vdu
u2+v2

(3.4.2.2)
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Ahora consideremos las 1-formas ζ
.
= xdx + ydy y ωS1 = −ydx + xdy.

Entonces ζ = dη con η
.
= 1

2
(x2 + y2) de manera que ζ es exacta y si r :

R2/{0} → S1, como siempre, es la retracción radial r = x
‖x‖ entonces

f ′dz
f

= udu+vdv
u2+v2

+ iudv−vdu
u2+v2

=

φ∗r∗(ζ) + iφ∗r∗(ωS1) =
(r ◦ φ)∗(ζ) + i(r ◦ φ)∗(ωS1)

(3.4.2.3)

y en consecuencia teniendo en cuenta la exactitud de ζ

∫
γ
f ′dz
f

=
∫
γ
(r ◦ φ)∗(ζ) + i

∫
γ
(r ◦ φ)∗(ωS1) =

i
∫
γ
(r ◦ φ)∗(ωS1) = i2πW (f, γ). ¥ (3.4.2.4)

Ahora el corolario siguiente es una consecuencia inmediata de los teoremas
4.4.1.6 y 3.4.2.1.

Corolario 3.4.2.2 (Consecuencia de la representación).

Sea U ⊂ C, f : U → C análitica y Ω un C2-dominio acotado tal que
Ω ⊂ U y 0 /∈ f(∂Ω). Entonces

d(f,Ω, 0) =
1

2πi

∫

∂Ω

f ′(z)
f(z)

dz (3.4.2.5)

Observación 3.4.2.3 Usualmente se escribe

d(f,Ω, 0) =
1

2πi

∫

∂Ω

f ′z
fz

dz =
1

2πi

∫

∂Ω

d(arg(fz)).

En tal caso hay que recordar que d(arg(fz)) no es exacta en R2/{0}.

Este v́ınculo anticipa alguna de las aplicaciones que el grado pudiera tener
en el campo del cálculo en variable compleja.

3.4.3. Funciones holomorfas definidas sobre un conjun-
to Ω ⊂ Cn abierto y acotado.

Trataremos, brevemente, el caso del grado de una función holomorfa φ :
Ω ⊂ Cn → Cn donde Ω es un conjunto abierto y acotado. Como siempre
podemos identificar a Cn con R2n muñido de la estructura de los complejos.

Notaremos los puntos de Cn como z = (z1, z2, .., , zn) y usaremos la norma
|z| = máx{|z1| , |z2| , ..., |zn|}. Para una función φ : Ω ⊂ Cn → Cn holomorfa
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con Ω abierto y acotado y p /∈ φ(∂Ω) usaremos una notación análoga a la
empleada en el segundo caṕıtulo φ ∈ Hp(Ω).

De acuerdo a la identificación, podemos escribir φ : Ω ⊂ R2n → R2n con
Ω abierto y acotado y p /∈ φ(∂Ω) y considerar el grado d(φ,Ω,p). El primer
resultado que destacamos es que el grado en tal caso es no negativo.

Teorema 3.4.3.1 Si φ ∈ Hp(Ω) entonces d(φ,Ω,p) ≥ 0

Demostración. Veremos que una transformación holomorfa preserva la
orientación. Es suficiente probar esto suponiendo que p es un valor regular
pues de lo contrario podemos usar alguna aproximación de ese tipo.

Sean φ = (φ1, φ2, ..., φn), zj = xj + iyj y φj = uj + ivj para j = 1, 2, ..., n.
Cada φj : Ω ⊂ Cn → C es una función holomorfa de n variables complejas
a valores complejos. Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene para
k = 1, 2, ..., n que

∂uk
∂xj

=
∂vk
∂yj

,
∂uk
∂yj

= −∂vk
∂xj

.

Ahora consideramos x un p-punto de φ, es decir φ(x) = p. Supongamos
que A

.
= (αkj) es la matriz de φ′(x) como transformación lineal de Cn en

la base usual, o sea αkj = ∂uk

∂xj
− i∂uk

∂yj
. Usando la forma normal de Jordan

podemos verificar que det(φ′(x)) ≥ 0. Dado que supusimos que φ′(x) es no
singular entonces i(φ,x,p) = 1 y de ah́ı el resutado. Si el punto no fuera un
valor regular obtendŕıamos i(φ,x,p) ≥ 0. ¥

Definición 3.4.3.2 Si x0 es una solución aislada de la ecuación φ(x) = p
se define el ı́ndice i(φ,x0,p) como la multiplicidad del p-punto x0. Si
i(φ,x0,p) = 1 se dice que la solución es simple.

Se finaliza esta subsección con el enunciado de un teorema que relaciona
la multiplicidad con el carácter cŕıtico o no del punto en cuestión; su demos-
tración se esboza en Lloyd [Lloyd N. G., 1978, pp 146] y el cómputo espećıfico
del ı́ndice se puede consultar en Cronin [Cronin J. 1964, pp33-55].

Teorema 3.4.3.3 La multiplicidad de x0 como p punto de φ es siempre al
menos 1 y mayor que 1 sii x0 es un punto cŕıtico de φ.

En el próximo caṕıtulo veremos algunas aplicaciones de esta extensión.
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Caṕıtulo 4

Algunas consecuencias
topológicas y aplicaciones de la
teoŕıa del grado de Brouwer.

4.1. ∗ Definición del grado de Brouwer para

funciones definidas sobre variedades.

Aqúı damos una definición directa del grado de Brouwer para el caso de
variedades diferenciales C∞, definido sólo para valores regulares, que es esen-
cialmente la definición 2.2.0.7 que hemos establecido en el segundo caṕıtulo.

Definición 4.1.0.4 Sean M y N variedades n-dimensionales C∞ orientadas
sin borde, compacta y conexa respectivamente, de iguales dimensiones. Sea
f : M −→ N una función C∞. Consideremos x ∈ M un punto regular y
el isomorfismo inducido df(x) : Tx(M) −→ Tf(x)(N). Los espacios tangentes
están orientados por las cartas fijadas a priori. Definimos el signo de la
diferencial en x, sig(df(x)), como 1 si preserva la orientación y como −1 si
lo invierte. Entonces si f(x) = p ∈ N , definimos el grado de Brouwer de
la siguiente manera

d(f ;M ;p) =
∑

x∈f1{p}
sig(df(x)) (4.1.0.1)

Observación 4.1.0.5 1. Omitiremos la referencia a la variedad diferencial
M en la notación del grado.

2. Sean X e Y espacios topológicos localmente compactos. Se dice que
una función : X → Y es propia si para todo compacto K ⊂ Y se tiene que
f−1(K) es un compacto en X. El grado de Brouwer puede establecerse para

89
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funciones propias f : M → N con M y N variedades diferenciales de clase
C∞, orientadas, de la misma dimensión, localmente compactas, con N conexa
[Lima Elon L., 2005]. En el caso de que M sea compacta, si f es continua
entonces es de inmediato propia.

3. Como lo hemos visto en el segundo caṕıtulo el grado es constante sobre
el conjunto de los valores regulares de pertenencen a una misma componente
conexa del complemento de la imagen del campo sobre el borde. Veremos
que si p y q son valores regulares de f entonces d(f ;M,p) = d(f ;M,p).

4. Para probar que el grado es independiente de los valores regulares
probaremos en primer lugar que, en este contexto, se verifica la propiedad de
invariancia bajo homotoṕıas y a posteriori un lema llamado de homogeneidad.

La invariancia bajo homotoṕıas es consecuencia casi inmediata del si-
guiente lema que vincula bajo determinadas condiciones la posibilidad de
extensión de un campo con el valor de su grado:

Lema 4.1.0.6 Sean X y N dos varieriedades diferenciales orientadas, M
compacta con borde y N conexa. Si M = ∂X es la vieredad diferncial orien-
tada de borde inducida por X y f : M −→ N se extiende C∞ a una función
F : X −→ N entonces d(f ;p) = 0 para cualquier p valor regular de f.

Demostración. 1. En primer lugar consideramos el caso en el que el
punto p es también un valor regular de F.

Teniendo en cuenta que F−1{p} es una variedad 1-dimensional compacta
entonces debe ser unión de arcos y ćırculos cuyo borde esta conformado
únicamente por los extremos de los arcos que están en M = ∂X. Sea Γ ⊂
F−1{p} un arco con ∂Γ = {x1} ∪ {x2}.

Veremos que sig(df(x1)) + sig(df(x2)) = 0 de manera que si sumamos
sobre todos los arcos se tiene que d(f,p) = 0.

Las orientaciones de X y N determinan una orientación sobre Γ de la si-
guiente manera: Dado x ∈ Γ consideramos una base de TxX, {v1,v2, ...,vn+1},
orientada positivamente con v1 tangente a Γ. Entonces {v1} determina una
orientación para el espacio tangente TxΓ si la diferencial dF (x) manda el
conjunto {v2, ...,vn+1} en una base de TpN orientada positivamente.

Luego para cada x ∈ Γ consideramos v1(x) el vector unitario definido
por el proceso anterior. Entonces v1 es una función C∞ y apunta hacia fuera
digamos en x1 y para dentro en el punto x2, o la revés, en definitiva en un
caso u otro en un punto el signo de la diferencial es 1 y en el otro −1, de
manera que la suma es cero.
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2. Ahora supongamos que p es un valor regular de f pero no de F. Te-
niendo en cuenta que d(f,p) es constante, en algún entorno V podemos elegir
algún valor regular q ∈ V para F y obtener de acuerdo a lo probado en la
primera parte del lema, que d(f,p) = d(f,q) = 0. ¥

Observación 4.1.0.7 El lema 4.1.0.6 sigue siendo cierto para funciones con-
tinuas en los contextos en los cuales hemos definido el grado; por ejemplo para
R2 el enunciado correspondiente es el siguiente: Si C denota el borde del disco
D ⊂ R2 y la función continua φ : C −→ R2/{P} se extiende continuamente
a D entonces W (φ,P) = 0.

Ahora como consecuencia se tiene:

Teorema 4.1.0.8 (Invariacia bajo homotopı́a).

Si f y g son homotópicas entonces d(f ;p) = d(g;p)

Demostración. Consideremos una homotoṕıa C∞ H : [0, 1]×M −→ N
tal que H0 = f y H1 = g. Veremos que si p es un valor regular de f y g
entonces d(f,p) = d(g,p).

En primer lugar orientamos la variedad producto [0, 1]×M cuyos bordes
son {0} ×M y {1} ×M orientados respectivamente de manera negativa y
positiva. Entonces el grado de F |∂([0,1]×M) en un valor regular p es igual a la
diferencia d(g,p)− d(f,p) y de acuerdo al lema 4.1.0.6 es cero. ¥

Otro resultado que necesitaremos requiere del concepto de una isotoṕıa
C∞ entre dos funciones de la misma clase.

Definición 4.1.0.9 Sean f, g : M −→ N difeomorfismos C∞. Se dice que
el difeomorfismo f es C∞-isotópico a g si existe una función H : [0, 1] ×
M −→ N C∞ tal que para cada t ∈ [0, 1] se tiene que Ht es un difeomorfismo
C∞ de M en N.

Enunciamos el siguiente resultado, cuya demostración se puede ver en
Milnor [Milnor J. W. 1965; pp 21].

Lema 4.1.0.10 (Homogeneidad).

Sean p y q puntos interiores de una variedad diferencial N , C∞ y conexa.
Entonces existe un difeomorfismo h : N −→ N que es C∞-isotópico a la
identidad tal que h(p) = q.

Finalmente ahora se puede probar:
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Teorema 4.1.0.11 La función d(f ; ·) definida sobre el conjunto de los va-
lores regulares de f es constante.

Demostración. Si p y q son valores regulares de f entonces, por ho-
mogeneidad, elegimos un difeomorfismo h : N −→ N isotópico a la iden-
tidad tal que h(p) = q. Ahora teniendo en cuenta la definición de grado,
que h preserva la orientación y que f ◦ h es homotópica a f se obtiene
d(f,p) = d(h ◦ f, h(p)) = d(h ◦ f,q) = d(f,q). ¥

Observación 4.1.0.12 1. Otros enfoques para probar esta independencia
se pueden encontrar en los textos de Lima E. y Spivak M. [Lima E. L., 2005
pag 34-36; (2) Spivak M.1979, pag 373.].

2. A partir de 4.1.0.4 y como consecuencia del teorema 4.1.0.11 podemos
definir el grado global de f denotado deg(f) como deg(f,p) para cual-
quier valor regular p de f.

3. Nosotros ya hemos señalado en el segundo caṕıtulo que como conse-
cuencia de la dependencia del grado respecto de los valores del campo sobre
el borde, representación integral de Kronecker, también se puede definir el
grado global; esto lo retomaremos en 4.3.3.1.

El siguiente teorema será útil para establecer la proposición 4.1.0.15 que
sigue a continuación

Teorema 4.1.0.13 Sean M , N y P variedades diferenciales n-dimensionales
orientadas, con M y N compactas y N y P conexas. Si f : M → N y
g : N → P son C∞ entonces deg(g ◦ f) = deg(g) · deg(f)

Demostración. Por el teorema de Sard podemos considerar un punto
p ∈ P que sea valor regular tanto de g como de g ◦ f. Supongamos que
g−1{p} = {x1,x2, ...,xn}. Ahora para cada i = 1, 2, ..., n xi es valor regular
de f y podemos suponer que f−1{xi} = {xi,1,xi,2, ...,xi,mi

} de forma tal que
(g ◦ f)−1{p} = {xi,j : 1 ≤ i ≤ n 1 ≤ j ≤ mi}.

Ahora consideremos εi = sig(dg(xi)), ηi,j = sig(df(xi,j)) y ρi,j = sig(d(g◦
f)(xi,j)). Por definición se tiene que

deg(g) =
n∑
i=1

εi

,

deg(f) =

mi∑
j=1

ηi,j
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independientemente de i por el teorema 4.1.0.11, y

deg(g ◦ f) =
∑
i,j

ρi,j.

Finalmente teniendo en cuenta que ρi,j = εi · ηi,j se obtiene

deg(g ◦ f) =
∑

i,j ρi,j =
∑n

i=1(
∑mi

j=1 ηi,j)εi =∑n
i=1 deg(f)εi = deg(f)deg(g). ¥ (4.1.0.2)

También podemos calcular el grado de una función producto de la si-
guiente forma:

Corolario 4.1.0.14 Sean M , N variedades diferenciales n-dimensionales
orientadas, con M compacta y N conexa y P y Q variedades diferenciales r-
dimensionales orientadas, con P compacta y Q conexa. Consideremos M×P
y N×Q con las estructuras de variedades diferenciales productos orientadas.
Si f : M → N y g : P → Q son funciones C∞ y f × g : M × P → N ×Q al
función producto asociada entonces deg(f × g) = deg(g) · deg(f).

Demostración. Observamos que deg(f × g) = deg(f × j) ◦ deg(i × g)
donde i : M → M y j : Q → Q son las identidades definidas sobre M y Q
respectivamente. Ahora se ve que deg(f × j) = deg(f) y deg(i× g) = deg(g)
y el resultado se sigue del teorema 4.1.0.13. ¥

Cerramos esta sección con una consecuencia del teorema 4.1.0.13 que
caracteriza la existencia de campos tangentes no nulos definidos sobre Sn en
función de la paridad de n:

Proposición 4.1.0.15 Sea % : Sn ⊂ Rn+1 −→ Sn la función antipodal,
definida %(x) = −x.

i Si n es par entonces % no es C∞-homotópica a la identidad, y

ii Sn ⊂ Rn+1 admite un campo de vectores tangentes C∞ nunca nulo sii n
es impar.

Demostración. i. Claramente, si f : M −→ N es un difeomorfismo
entonces deg(f) = ±1 de acuerdo a que preserve o no la orientación, como
deg(id) = 1 si el difeomorfismo invierte la orientación entonces no puede ser
homotópico a la identidad.
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Consideremos %i : Sn −→ Sn la reflexión en la coordenada i-ésima, es
decir %i(x1, x2, ..., xn+1) = %i(x1, x2, ...,−xi, ..., xn+1). Entonces deg(%i) =
−1. Ahora la función antipodal % es composición de n + 1 reflexiones % =
%1 ◦ %2 ◦ ...%n+1 de manera que, por el teorema de la composición, 4.1.0.13,
deg(%) = (−1)n+1. Luego si n es par entonces la función antipodal no es
C∞-homotópica a la identidad. Esta consecuencia no se sigue del concepto
de grado módulo 2, que se verá en la próxima sección.

ii. Ahora veamos que Sn admite un campo de vectores tangentes C∞

nunca nulo sii n es impar.

Supongamos la existencia de un campo tal; es decir v : Sn −→ Rn+1

nunca nulo tal que para todo x ∈ Sn se tiene v(x) ∈ TxS
n. Esto es equivalente

a que para todo x ∈ Sn se tenga que el producto interno v(x) · x = 0 y
además siendo v nunca nulo podemos considerar que v(x) es unitario para

cada x redefiniéndolo si fuera necesario como el campo ṽ(x) = v(x)
‖x‖ . Luego

interpretamos a v como una función C∞ de Sn en Sn.

Sea H : [0, π] × Sn −→ Sn la homotoṕıa entre la identidad y la fun-
ción antipodal definida H(t,x) = cos(t) · x + sen(t) · v(x). Observamos que
efectivamente ‖H(t,x)‖ = 1 para todo t ∈ [0, π] y todo x ∈ Sn.

Ahora siendo H0 = id y Hπ = % resulta que la identidad es homotópica a
la función antipodal y esto es sólo posible de acuerdo al punto i de la presente
observación si n = 2k − 1 es impar de manera que la dimensión del espacio
debe ser par n+ 1 = 2k. Por otro lado si n = 2k − 1 entonces efectivamente
existe un tal campo: expĺıcitamente

v(x1, x2, ..., x2k) = (x2,−x1, x4,−x3, ..., x2k,−x2k−1)

es un campo de vectores tangentes y nunca nulo definido sobre Sn. ¥

4.2. ∗ El grado módulo 2 de una función defi-

nida sobre una variedad compacta a va-

lores en una variedad conexa.

Ahora -siguiendo a Milnor [Milnor J. W. 1965; pp 21-25]- daremos los
conceptos de grado módulo 2.

Más precisamente, seanM yN variedades diferenciales C∞ n-dimensionales,
M compacta sin borde y N conexa. Dada f : M −→ N una función C∞ y
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p ∈ N un valor regular de f denotamos con

]f−1{p}

el número de soluciones de la ecuación f(x) = p. Probaremos que si p1

y p2 son valores regulares de f entonces

]f−1{p1} ≡ ]f−1{p2} (mod.2) (4.2.0.3)

4.2.1. Invariancias bajo homotopias e isotoṕıas.

En esta subsección establecermos los preliminares para definir el grado
módulo dos

Lema 4.2.1.1 (Invariancia bajo homotopı́as.)

Consideremos M y N en las condiciones anteriores. Sean f, g : M −→ N
funciones C∞-homotópicas. Si p ∈ N es un valor regular de ambas funciones
f y g entonces

]f−1{p} ≡ ]g−1{p} (mod.2).

Demostración. Sea H : [0, 1]×M −→ N una homotoṕıa C∞ entre f y
g.

1. En primer lugar supondremos que p es un valor regular también de H.

Observemos en primer lugar que vale la siguiente igualdad de conjuntos

H−1(p) ∩ {({0} ×M) ∪ ({1} ×M)} = {0} × f−1{p} ∪ {1} × g−1{p}

y por lo tanto la cantidad de p-puntos de H en el borde de [0, 1]×M es igual
a la suma ]f−1{p}+ ]g−1{p}. Ahora teniendo en cuenta el resultado [Milnor
J. W. 1965; pp 11] según el cual una 1-variedad compacta siempre tiene un
número par de p-puntos en su borde se obtiene el resultado buscado.

2. Ahora se prueba el resultado para p-puntos que no son necesariamente
valores regulares de H.

Un resultado clásico de la geometŕıa diferencial establece que ]f−1{p′}
y ]g−1{p′} son localmente constantes como funciones de p′ [Milnor J. W.
1965; pp 8]. De acuerdo a esto existe un entorno p ∈ Vf ⊂ N en donde para
todo p′ ∈ Vf ⊂ N se tiene que ]f−1{p′} = ]f−1{p}. Análogamente existe un
entorno p ∈ Vg ⊂ N tal que para todo p′ ∈ Vg se tiene ]g−1{p′} = ]g−1{p}.
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Ahora se elige un valor regular de H, q ∈ Vf ∩ Vg y teniendo en cuenta
que para valores regulares de H se cumple (punto 1) entonces se obtiene la
tesis pues

]f−1{p} = ]f−1{q} ≡ ]g−1{q} = ]g−1{p}(mod.2). ¥

4.2.2. Definición del grado módulo 2.

Ahora podemos probar el resultado fundamental de esta sección y definir
como consecuencia el grado módulo 2.

Teorema 4.2.2.1 Si p y q son valores regulares de f : M −→ N C∞ en-
tonces

]f−1{p} ≡ ]f−1{q} (mod.2) (4.2.2.1)

Demostración. Consideremos p y q valores regulares de f y de acuerdo
al lema 4.1.0.10 h : N −→ N un difeomorfismo isotópico a la identidad tal
que h(p) = q.

Observemos que q es un valor regular de h ◦ f. Ahora bien como h ◦ f es
homotópica a f entonces por la invariancia de la homotoṕıa, teorema 4.2.1.1
se tiene:

](h ◦ f)−1{q} ≡ ]f−1{q} (mod.2). (4.2.2.2)

Pero como (h ◦ f)−1{q} = f−1(h−1{q}) = f−1{p} entonces

](h ◦ f)−1{q} = ]f−1{p} (4.2.2.3)

y aśı
]f−1{p} ≡ ]f−1{q} (mod.2). ¥ (4.2.2.4)

Definición 4.2.2.2 Definimos el grado de la función f módulo 2 denotado
deg2(f) como el resto común a la clase a la que pertenece f .

Observación 4.2.2.3 1. La definición sólo depende de la clase de homo-
topia de f , puesto que si g es C∞-homotópica a f por el teorema de Sard
existe un valor regular p ∈ N tanto de f como de g y entonces se tiene

deg2f ≡ ]f−1{p} ≡ ]g−1{p} ≡ deg2g (mod.2) (4.2.2.5)

2. Sea M una variedad diferencial compacta sin borde. Si f : M −→ M
es constante entonces su grado módulo 2 es par. Por otro lado la identidad
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I : M −→M tiene grado módulo 2 impar. Como consecuencia inmediata del
lema 4.2.1.1 la identidad no es homotópica a una constante.

3. En particular si M = Sn entonces ninguna función C∞ del disco Dn+1

a la esfera Sn deja a todos los puntos de la esfera fijos, dicho de otra manera
no hay un retracto C∞ del disco a la esfera. Si existiera una retracción,
digamos r, podŕıamos definir la homotoṕıa H : Sn × [0, 1] −→ Sn entre Sn

y una constante de la siguiente forma H(t,p) = r(t · p) lo cual contradice la
observación del segundo punto.

4.3. ∗ El concepto de grado y la cohomoloǵıa

de Rham.

En esta sección presentamos de manera esquemática la relación que existe
entre los conceptos de grado topológico de Brouwer y el grupo de cohomoloǵıa
de Rham [Fulton W., 1991]. El trabajo realizado en el caṕıtulo anterior,
espećıficamente a partir de la ecuación (3.3.0.11) y del teorema 3.3.0.15,
permite precisar cuales son los puntos claves para establecer esa relación.

Comenzaremos considerando el caso R2, posteriormente trataremos el ca-
so Rn y finalmente daremos una generalización para variedades.

4.3.1. Relación entre el grado de un campo continuo
definido en γP,r ⊂ R2 y el grupo de cohomoloǵıa
H1(R2/{P})

Para abordar esta relación señalaremos algunos hechos elementales refe-
ridos a los grupos de cohomoloǵıa de Rham a través de tres apartados: I, II
y III.

I. Si U ⊂ R2 es abierto definimos el cero grupo de Rham, como el con-
junto H0(U) = {f : U −→ R; f es localmente constante en U}. Es fácil ver
H0(U) es un espacio vectorial. Una función localmente constante se identi-
fica con n constantes si U tiene n componentes conexas U1, U2, ..., Un. Más
precisamente si consideramos ei = χ|Ui

la función definida como 1 sobre Ui
y 0 sobre U −Ui entonces el conjunto {ei}1≤i≤n es una base de H0(U). Simi-
larmente si U tiene infinitos componentes conexas entonces H0 es un espacio
vectorial de dimensión infinita.

II. Las 1-formas cerradas sobre U constituyen un espacio vectorial y las
1-formas exactas un subespacio del mismo. Ahora se define el primer grupo



98 Caṕıtulo.4

de cohomologı́a de Rham como el espacio cociente

H1(U)
.
=

C1(U)

E1(U)

donde C1(U) es el conjunto de las 1-formas cerradas sobre U y E(U) es el
conjunto de las 1-formas exactas sobre U. Con [ω] denotamos la clase a la
que corresponde ω ∈ C1(U).

III. Dado P = (x0, y0) consideramos, 1
2π
ωP. Para simplificar la notación

seguieremos denotándola ωP:

ωP =
1

2π

−(y − y0)dx+ (x− x0)dy

(x− x2)2 + (y − y0)2
=

1

2π
r∗(ω|S1

P
)

que es una 1-forma cerrada en U/{P}.
El siguiente resultado es clave para establecer la relación que se busca:

Proposición 4.3.1.1 i Si U es un rectángulo entonces H1(U) = 0.

ii [ωP] es una base de H1(R2/{P})
iii Si P 6= Q entonces {[ωP], [ωQ]} es una base de H1(R2/{P,Q}).
iv Si A es un conjunto cerrado conexo del plano y P,Q ∈ A entonces [ωP] =

[ωQ] en H1(R2/A)

Demostración. i. Es inmediato puesto que, en tal caso, sabemos que
toda forma cerrada en U es exacta 3.2.1.8.

ii. Fijemos r > 0 y consideremos, γP,r, la circunferencia de centro P y
radio r > 0 orientada positivamente. Claramente [ωp] 6= 0 pues de lo contrario
ωp debiera ser exacta en U = R2/{P} y

∫
γP,r

ωp = 0, lo cual es falso dado

que
∫
γP,r

ωp = 1. Ahora sea ω una forma cerrada arbitraria. Para probar el

resultado bastará ver que existe una constante c tal que [ω] = c · [ωP] lo cual
es equivalente a probar que ω− c ·ωP es exacta. Ahora bien, si consideramos
c =

∫
γP,r

ω entonces
∫
γP,r

(ω − c · ωP) = 0 y como d(ω − c · ωP) = 0 en U

entonces por el lema 3.2.1.13 se obtiene que ω − c · ωP es exacta.

iii. Fijamos r > 0 tal que r < ‖P−Q‖ . Para ver que el sistema de cla-
ses {[ωP], [ωQ]} es linealmente independiente supongamos que para algunas
constantes a y b se tiene que a · [ωP] + b · [ωQ] = 0. Ahora integrando sobre
γP,r se obtiene que 0 = a · ∫

γP,r
ωP + b · ∫

γP,r
ωQ = a ·1+ b ·0 = a y de manera
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análoga integrando sobre γQ,r se obtiene que b = 0. Ahora veremos que el
sistema genera H1(R2/{P,Q}). Para eso basta ver que si ω es cerrada en
U = R2/{P,Q} entonces η

.
= ω−a ·ωP− b ·ωQ es exacta. Para ello tomamos

a =
∫
γP,r

ω y b =
∫
γQ,r

ω. Entonces
∫
γP,r

η = 0 y
∫
γQ,r

η = 0 y de acuerdo al

lema 3.2.1.14 resulta que η es exacta.

iv. Hay que ver que ω = ωP − ωQ es exacta en U = R2/A. De acuerdo
a la proposición 3.2.1.5 basta ver que para todo camino γ, cerrado en A, se
tiene que

∫
γ
ω = 0. Ahora bien

∫

γ

ω =

∫

γ

ωP −
∫

γ

ωQ = W (γ,P)−W (γ,Q)

y como P y Q están en la misma componente conexa de R2−γ[a, b] entonces
por proposición 3.2.5.9 se obtiene el resultado. ¥.

Observación 4.3.1.2 Puede probarse que si A se toma como en la propo-
sición 4.3.1.1 y P ∈ A entonces [ωP] = 0 en H1(R2/A) si y sólo si A no es
acotado.

Ahora veremos como se vincula el grado de un campo definido sobre una
curva de R2 con el generador [ωP] de H1(R2/{P}).

Sean U, V abiertos de R2 y φ : U −→ V es una función continua con
φ(P) = Q tal que para todo P1 ∈ D(P, r) si P1 6= P se tiene que φ(P1) 6=
φ(P). Consideramos el morfismo φ∗ : H1(R2/{Q}) −→ H1(R2/{P}) inducido
por φ y φ|γP,r

: γP,r −→ R2/{Q} la restricción del campo a la curva γP,r,

borde del disco D(P, r) ⊂ U.
Por un lado, de acuerdo a lo establecido en la ecuación (3.3.0.11) del

segundo caṕıtulo:

W (φ, γP,r,P) =
1

2π

∫

γP,r

φ∗(ωP).

Por otro lado por el punto ii de la proposición 4.3.1.1 se tiene que existe
una constante c tal que

[φ∗(ωP)] = c · [ωP].

Entonces integrando sobre γP,r se tiene

∫

γP,r

φ∗(ωP) = c

∫

γP,r

ωP = c · 2π
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y por lo tanto
d(φ,D(P, r),P) = W (φ, γP,r,P) =

= 1
2π

∫
γP,r

φ∗(ωP) = c. (4.3.1.1)

Con esto se muestra que el grado es la coordenada del pull back de ωP

via φ en la base {[ωP]}.

Observación 4.3.1.3 Introduciendo el mapa de cobordismo y utilizando
las ideas anteriores se puede probar una serie de resultados, entre los que
se destacan, el teorema de Jordan y la invariancia del dominio. [Fulton W.
1991, pp. 69-77]. Para una demostración del teorema de Jordan que utiliza
el concepto de grado, en la perspectiva del enfoque diferencial, se puede
consultar Lloyd [Lloyd N. G., 1978, pp. 47].

4.3.2. Relación entre el grado de un campo C1 defi-
nido en Sn−1 ⊂ Rn y el grupo de cohomoloǵıa
Hn−1(Rn/{0}).

Podemos generalizar estas ideas a Rn. Consideremos de acuerdo al teore-
ma 3.1.5.2, el pull back de la retracción definida sobre el elemento de volúmen
de la esfera:

r∗(ωSn−1) = r∗
{∑n

j=1(−1)j+1xjω̂j

}
=∑n

j=1(−1)j+1 xj

‖x‖n ω̂j
(4.3.2.1)

donde ω̂j = dx1∧dx2∧ ...d̂xj∧ ...∧dxn. La n−1 forma r∗(ωSn−1) está definida
en Rn/{0}.

Recurriendo a un teorema de la topoloǵıa algebraica, el teorema de Mayer-
Vietoris [Fulton, W 1991; pp-326-331], se prueba que {r∗(ωSn−1)} es una base
de Hn−1(Rn/{0}).

Ahora consideremos φ : B(0, 1) −→ Rn/{0} diferenciable con conti-
nuidad. Restringimos el campo a Sn−1 = ∂B(0, 1). Teniendo en cuenta
que {r∗(ωSn−1)} es base existe una constante c tal que [φ∗(r∗(ωSn−1))] =
c · [r∗(ωSn−1)]. Luego integrando sobre Sn−1 se obtiene que

vol(Sn−1) ·W (φ, Sn−1,0) =
∫
Sn−1(r ◦ φ)∗(ωSn−1) =

=
∫
Sn−1

∑n
j=1(−1)j+1 φj

‖φ‖n ω̂j = c · vol(Sn−1).
(4.3.2.2)

y por lo tanto
d(φ,B(0, 1),0) = W (φ, Sn−1,0) = c (4.3.2.3)
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4.3.3. Generalización para un campo φ : X −→ Y suave
con X e Y variedades n-dimensionales, compac-
tas, conexas y orientadas.

El próximo paso consiste en adapatar el desarrollo anterior para definir
el grado en el contexto de las variedades. Sea X una variedad compacta de
clase C∞.

Consideramos los conjuntos Cn(X) y En(X) de las k-formas cerradas
y exactas respectivamente. Definimos el k-ésimo grupo de cohomoloǵıa de
Rham de X como el espacio cociente

Hn(X)
.
=

Cn(X)

En(X)
.

En particular H0(X) ∼ Rυ donde υ es el número de componentes conexas
de X. También destacamos el siguiente resultado de la teoŕıa de cohomoloǵıa:
si X es una variedad n-dimensional, compacta, conexa y orientada entonces
Hn(X) ∼ R [(2) Spivak M, 1979].

Ahora sean X e Y dos variedades n-dimensionales compactas, conexas
y orientadas y φ : X −→ Y un campo suave. Entonces se induce, via el
pull-back, un morfismo de los grupos de cohomoloǵıa φ∗ : Hj(Y ) −→ Hj(X).
Teniendo en cuenta los isomorfismos Hn(Y ) ≈ R ≈ Hn(X) se tiene que
φ∗ : Hn(Y ) −→ Hn(X) es el isomorfismo multiplicar por una constante.

En primera instancia se considera ω0 una n-forma no nula sobre Y de
forma tal que

∫
Y
ω0 > 0. Luego existe una constante c tal que

∫

X

φ∗(ω0) = c ·
∫

Y

φ∗(ω0).

Veremos que esto mismo se cumple para cualquier n-forma ω definida en Y.
Para ello definimos el isomorfismo

TX : Hn(X) −→ R

como TX([ω]) =
∫
X
ω y de manera análoga TY . Los operadores TX y TY están

bien definidos y teniendo en cuenta que [ω0] genera Hn(Y ) se tiene que para
cada clase [ω] definida por una n-forma ω sobre Y existe una constante λ tal
que [ω] = λ[ω0].
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Trabajando con los representantes se ve que

TXφ
∗(ω) =

∫

X

φ∗(ω) = λ

∫

X

φ∗(ω0) = λ

{
c ·

∫

Y

ω0

}
= c ·

∫

Y

ω = c · TY (ω).

En definitiva para toda n-forma ω sobre Y se cumple que

∫

X

φ∗(ω) = c ·
∫

Y

ω.

Luego si fijamos cualquier n-forma ω0 entonces la constante c se puede
escribir para cualquier n-forma ω

c =
1∫
Y
ω0

∫

X

φ∗(ω0).

Definición 4.3.3.1 De acuerdo al desarrollo anterior se puede:

i Elegir ω0 una n-forma tal que
∫
Y
ω0 = 1 y definir el grado global de φ

de la siguiente manera

deg(φ)
.
= c =

∫

X

φ∗(ω0)

, o bien

ii Elegir ω0 una n-forma de volúmen y definir el grado global de φ como

deg(φ)
.
=

1

Vol(Y )

∫

X

φ∗(ω0).

Observación 4.3.3.2 1. Si Y es una variedad diferencial n-dimensional
compacta conexa y ortientada entonces la n-forma ω sobre Y es exacta sii∫
Y
ω = 0 [Taylor M. E. 1996, pag 99]. Este resultado permite ver que la

definición dada en ?? punto i no depende de la n-forma elegida. Más preci-
samente si ω′0 es otra n-forma tal que

∫
Y
ω′0 = 1 entonces

∫
Y
(ω0 − ω′0) = 0 y

por lo tanto existe una n-1 forma β definida sobre Y tal que ω0 − ω′0 = dβ.
Luego ∫

X
φ∗(ω0)−

∫
X
φ∗(ω′0) =

∫
X
φ∗(ω0 − ω′0)

=
∫
X
φ∗(dβ) =

∫
X
dφ∗(β) = 0

(4.3.3.1)
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2. También podemos observar que la definición dada en 4.3.3.1 punto ii
coincide con la definición 3.3.0.13 dada en el segundo caṕıtulo.

Para ello consideremos Ω ∈ Rn un conjunto abierto y acotado, φ : Ω −→
Rn un campo de clase C1 con 0 /∈ φ(∂Ω) y r : Rn/{0} −→ Sn−1 la retracción
radial definida r(x) = x

‖x‖ . Ahora elegimos, como siempre, la n-forma de

volúmen ω0 = r∗(ωSn−1) definida sobre Sn−1. Entonces tomando X = ∂Ω
y Y = Sn−1 resulta que son dos variedades n-1 dimensionales compactas,
conexas, y orientadas. Luego si consideramos el campo restringido r ◦ φ|∂Ω :
∂Ω −→ Sn−1 entonces se tiene

d(φ,Ω,0) = W (φ, ∂Ω,0) = 1
Vol(Sn−1)

∫
∂Ω
φ∗(r∗(ωSn−1)) =

= 1
Vol(Y )

∫
X
φ∗(ω0) = deg(φ)

(4.3.3.2)

3. Supongamos que X es una variedad diferencial n+1-dimensional com-
pacta con borde, conexa y orientada e Y una variedad n-dimensional com-
pacta, conexa y orientada. Sea Φ : X −→ Y suave y consideremos el campo
restringido φ = Φ|∂X : ∂X −→ Y. En tal caso se tiene que deg(φ) = 0. Para
ver esto se aplica Stokes, 3.1.6.2 y observamos que como Y es n-dimensional
entonces dω0 = 0.

∫

∂

Xφ∗(ω0) =

∫

X

dΦ∗(ω0) =

∫

X

Φ∗(dω0) = 0.

4. A partir de la definición 4.3.3.1 es facil ver que el grado es invariante
bajo homotoṕıas , pues si φ, ψ : X −→ Y son dos campos C∞ homotópi-
cos entonces las transformaciones φ∗, ψ∗ : Hn(Y ) −→ Hn(X) coinciden [(2)
Spivak M 1979, pag 376] y por lo tanto deg(φ) = deg(ψ).

4.4. Teoremas de punto fijo para funciones

definidas sobre un espacio normado X,

de dimensión finita.

En esta sección nosotros abordaremos algunas consecuencias topológicas
del concepto de grado referidas a teoremas de punto fijo, más preciasamente,
probaremos el teorema del punto fijo de Brouwer, el teorema de Borsuk y el
corolario de Borsuk-Ulam.
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4.4.1. Teorema del punto fijo de Brouwer.

Definición 4.4.1.1 Sea X un conjunto y φ : X −→ X una función. Se dice
que x ∈ X es un punto fijo de φ si φ(x) = x, o bien si x es un cero de
ψ1 = id− φ.

Como lo hemos señalado anteriormente en el segundo caṕıtulo la teoŕıa
del grado topológico nos permite decidir, bajo determinadas circunstancias,
cuando existe una solución de una ecuación del tipo φ(x) = p o equivalen-
temente al existencia de algún cero de ψ(x) = φ(x) − p. En particular la
existencia de algún punto fijo de φ se traduce en la existencia de algún cero
de la función ψ(x) = φ(x)− x.

Definición 4.4.1.2 Sea X un espacio normado (e-v-n), S ⊂ X. Se dice que
S tiene la propiedad del punto fijo si cada función φ : S −→ S continua
tiene un punto fijo.

Si S tiene tal propiedad escribiremos S-ppf.

Observación 4.4.1.3 Supongamos que Ω es un abierto tal que Ω es ho-
meomorfo a B

.
= B(0, 1) es decir existe una función h : Ω −→ B continua

con inversa h−1 continua. Entonces es fácil probar que Ω-ppf sii B-ppf. Más
precisamente si φ : Ω −→ Ω continua consideramos ϕ = h ◦ φ ◦ h−1 : B → B
y entonces resulta que: y ∈ B es punto fijo de ϕ sii x = h−1(y) es punto fijo
de φ.

Teorema 4.4.1.4 (Teorema de Brouwer).

Sea Ω un abierto de Rn tal que Ω es homeomorfo a B. Entonces Ω-ppf.

Demostración. Por la observación 4.4.1.3 basta probar que B-ppf.

Sea φ : B −→ B continua. Si φ tiene algún punto fijo en el borde, ∂B,
no hay nada que probar. Supongamos por tanto que para todo x ∈ ∂B se
tiene que φ(x) 6= x. Ahora definimos la homotoṕıa H(t,x) = x− t · φ(x) de
manera que H0 = id y H1 = id− φ. Observemos que si x ∈ B entonces para
todo t ∈ [0, 1) se tiene que t · φ(x) ∈ B de manera que para todo t ∈ [0, 1)
vale que 0 /∈ Ht(∂B). Luego por la invariancia bajo homotoṕıa, punto 2 del
teorema 2.6.1.3, y la propiedad de normalización 2.2.0.10 se tiene

1 = d(id, B,0) = d(id− φ,B,0).

El resultado se sigue del teorema aplicado a la función φ1 = id− φ. ¥
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Observación 4.4.1.5 El teorema de Brouwer vale para conjuntos compac-
tos y convexos de Rn con interior no vacio.

Teorema 4.4.1.6 Si K ⊂ Rn es un conjunto compacto y convexo de interior
no vacio entonces K-ppf.

Demostración. Por las observaciones 4.4.1.3 y el teorema sólo debemos
definir un homemorfismo entre K y B. Sea x0 en el interior de K. Si x 6= x0

entonces la semirecta con origen x0 que contiene al segmento [x0,x] corta al
borde ∂K en un punto y = f(x). Es fácil ver que h : K −→ B definida

h(x) =

{
0 si x = x0

x−x0

‖f(x)−x0‖ si x 6= x0
(4.4.1.1)

realiza el homeomorfismo buscado. ¥

El próximo teorema establece que si una función continua φ sobre Ω tiene
la propiedad de que para algún origen w en Ω y para todo punto x de su
borde, φ(x)−w no es una dilatación del punto x−w entonces φ tiene
un punto fijo.

Teorema 4.4.1.7 Sea Ω ⊂ Rn abierto y acotado y φ ∈ C(Ω). Si existe w ∈
Ω tal que para todo x ∈ ∂Ω y para todo c > 1 se tiene que φ(x)−w 6= c·(x−w)
entonces φ tiene un punto fijo.

Demostración. Supongamos que φ no tiene puntos fijos y consideremos
la homotoṕıa

H(t,x) = x−w− t · (φ(x)−w)

para x ∈ Ω y t ∈ [0, 1].

Veamos que 0 /∈ Ht(∂Ω) para todo t ∈ [0, 1]. Es claro para t = 1. Si para
algún 0 < t < 1 existe x ∈ ∂Ω tal que Ht(x) = 0 entonces t−1(x − w) =
φ(x) − w contradiciendo la hipótesis. Luego nuevamente por la invariancia
por homotoṕıa, punto 2 del teorema 2.6.1.3, se tiene

d(H0,Ω,0) = d(H1,Ω,0)

es decir
d(id−w,Ω,0) = d(id− φ,Ω,0).

Como w ∈ Ω entonces 1 = d(id −w,Ω,0) y por el teorema concluimos que
id− φ tiene un 0-punto y en consecuencia φ un punto fijo. ¥
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Teorema 4.4.1.8 Sea Rn de dimensión impar y Ω ⊂ Rn un conjunto abierto
y acotado tal que 0 ∈ Ω. Si φ ∈ Ap,0 con p = 0 entonces existe x ∈ ∂Ω y
c 6= 0 tal que φ(x) = c · x, es decir φ tiene un punto fijo en el borde o bien
actúa sobre algún punto del borde como si fuera una contracción o bien una
dilatación.

Demostración. Definimos un par de homotoṕıas para todo t ∈ [0, 1] y
x ∈ Ω {

H(t,x) = (1− t)φ+ tx
K(t,x) = (1− t)φ− tx.

(4.4.1.2)

Si no existe x ∈ ∂Ω en las condiciones del teorema entones para todo t ∈ [0, 1]
se tiene que 0 /∈ Ht(∂Ω), Kt(∂Ω) de manera que los grados correspondientes
están definidos y nuevamente por el punto 2 del teorema 2.6.1.3 se tiene que

1 = d(id,Ω,0) = d(φ,Ω,0) = d(−id,Ω,0) = (−1)n (4.4.1.3)

de donde 1 = (−1)n y por lo tanto n debe ser par contradiciendo la hipótesis.
¥

4.4.2. Teorema de Borsuk.

Para esta subsección requerimos del concepto de conjunto simétrico res-
pecto del origen y de función impar. Consideremos un X e-v-n. Diremos que
el A ⊂ X es simétrico respecto del origen si cada vez que x ∈ A se tiene
que −x ∈ A y se dice que φ : A → X es impar si para todo a ∈ A se tiene
φ(−a) = −φ(a). Para probar el teorema de Borsuk, necesitamos del siguiente
lema cuya demostración puede verse en Amann [Amann, H., 1990].

Lema 4.4.2.1 Sea Ω ⊂ Rn simétrico y φ ∈ Ap,0 impar con p = 0. Entonces
para cada ε > 0 existe ψ ∈ Ar

p,1 con p = 0 impar tal que ‖φ− φ‖ < ε.

Una vez probado este lema es fácil dar una demostración del teorema de
Borsuk, lo que significa que toda la carga técnica de la demostración está en
verdad en el lema anterior.

Teorema 4.4.2.2 Teorema de Borsuk. Sea Ω ⊂ X un entorno abierto
acotado y simétrico del cero y φ ∈ Ap,0. Si φ|∂Ω es impar entonces el grado
d(φ,Ω,0) es impar.

Demostración. Basta probar el teorema para X = Rn. Consideremos
la función ϕ ∈ Ap,0 definida ϕ(x) = φ(x)−φ(−x)

2
que es impar y además coin-

cide sobre el borde ∂Ω con φ, es decir ϕ|∂Ω = φ|∂Ω. Luego por el teorema
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de la dependencia del grado sobre los valores del borde, 2.6.1.6, se tiene
d(φ,Ω,0) = d(ϕ,Ω,0). Ahora usando la continuidad del grado en la primer
variable, 2.6.1.3, y el lema 4.4.2.1 existe una función impar ψ ∈ Ar

p,1 tal que
‖ψ − φ‖ < ρ(0, ∂Ω) y por definición

d(ϕ,Ω,0) = d(ψ,Ω,0) =
∑

x∈ψ−1{0}
sigJψ(x).

Finalmente teniendo en cuenta que h(0) = 0 y que cada vez que h(x) = 0 se
tiene que h(−x) = 0 se concluye que el grado d(φ,Ω,0) es impar. ¥

Corolario 4.4.2.3 Teorema de Borsuk-Ulam. Sea Ω ⊂ X un entorno simétri-
co del cero y ψ ∈ C(∂Ω). Si ψ(∂Ω) está contenido en un subespacio vectorial
propio X0 ⊂ X entonces existe un punto x ∈ ∂Ω tal que ψ(x) = ψ(−x) o sea
ψ tiene la misma imagen sobre al menos un par de puntos antipodales.

Demostración. Podemos probar el corolario para el caso en que X =
Rm y X0 = Rn con n < m. Por el teorema de Tietze podemos extender a ψ

a una función ψ y deffinir φ : Ω → Rm φ(x) = ψ(x)−ψ(−x)
2

parto todo x ∈ Ω.

Aśı φ resulta ser impar con φ(Ω) ⊂ Rn. Ahora si para todo x ∈ ∂Ω vale que
φ(x) 6= φ(−x), entonces de acuerdo al teorema de Borsuk 4.4.2.2 se tendŕıa
en particular que d(φ,Ω,0) 6= 0. Luego φ(Ω) contendŕıa un entorno abierto
del origen y esto contradice que φ(∂Ω) está contenido en un subespacio propio
de Rm. ¥

4.5. Algunas aplicaciones al cálculo de varia-

ble compleja.

Daremos una demostración a partir de teoŕıa de grado de resultados clási-
cos del cálculo de variable compleja; espećıficamente del principio del argu-
mento, el teorema de Rouche y el teorema fundamental del álgebra.

La definición 2.7.0.6, los teoremas 2.7.0.8, 3.3.0.15, 3.4.2.1 y el corolario
3.4.2.2 sintetizan el siguiente:

Teorema 4.5.0.4 (Principio del argumento).

Sea U ⊂ C, f : U −→ C análitica y Ω un C2-dominio acotado tal que
Ω ⊂ U y 0 /∈ f(∂Ω). Entonces

d(f,Ω,0) = W (f, ∂Ω) =
1

2πi

∫

∂Ω

f ′(z)
f(z)

dz = N (4.5.0.1)
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donde N es el número de ceros de f en Ω contados con su multiplicidad.

Demostración. Si z0 es un cero de f entonces es aislado y por lo tanto
existe ε0 > 0 tal que si ε < ε0 y z ∈ B∗(z0, ε) = B(z0, ε) − {z0} entonces
f(z) 6= 0. Luego teniendo en cuenta que f es C0 p-admisible, con p = 0,
el grado está definido como el ı́ndice 2.7.0.6; más precisamente si ε < ε0

entonces d(f,B(z0, ε), 0) = i(f, z0, 0).

Ahora supongamos que z1, z2, ...., zn son todos los ceros de f ; entonces de
acuerdo al punto 1 del teorema 2.7.0.8 existen entornos abiertos y disjuntos
de a dos Bj

.
= B(zj, ε) con j = 1, 2, ..., n tal que

d(f,Ω, 0) =
n∑
j=1

i(f, zj, 0) (4.5.0.2)

Por otro lado los entornos se pueden elegir de forma tal que para cada
j=1,2,...,n exista gj holomorfa en Bj tal que si z ∈ Bj entonces f(z) =
(z − zj)

mjgj(z) con gj(z) 6= 0 y mj la multiplicidad del cero zj.

Ahora tomamos derivada logaŕıtmica

f ′(z)
f(z)

=
mj

z − zj
+
g′j(z)

gj(z)
(4.5.0.3)

e integramos. Teniendo en cuenta que
g′j(z)
gj(z)

es anaĺıtica en Bj por el teorema

de Cauchy se tiene que
∫
∂Bj

g′j(z)
gj(z)

dz = 0 de manera que para todo j = 1, 2, ..., n

1
2πi

∫
∂Bj

f ′(z)
f(z)

dz =
1

2πi

∫
∂Bj

mj

z−zj
dz =

mj

{
1

2πi

∫
∂Bj

1
z−zj

dz
}

= mj

(4.5.0.4)

Luego teniendo en cuenta la ecuación (4.5.0.4), el teorema 3.4.2.1, el co-
rolario 3.4.2.2 y la definición de ı́ndice 2.7.0.6 se tiene para cada j = 1, 2, ..., n
la igualdad

i(f, zj, 0) = d(f,Bj, 0) =
1

2πi

∫

∂Bj

f ′(z)
f(z)

dz = mj.

Finalmente sumando sobre j se obtiene el resultado. ¥
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A partir de este resultado y el hecho de que la función grado es constante
en cada componente conexo de R2

f,0, teorema 2.6.1.5, se deduce de inmediato

que la función ϕf (a, γ) = 1
2πi

∫
γ
f ′(z)dz
f(z)−a es constante en cada componente co-

nexo Θ de R2
f,0 con γ una curva en Θ y a ∈ Θ un punto que no pertenece a la

traza de γ. Esto desde luego se traduce en el hecho de que el número de so-
luciones (contadas con su multipliccidad) de la ecuación f(z) = a permanece
invariante bajo pequeñas perturbaciones f(z) = a+ δ. Más precisamente.

Teorema 4.5.0.5 Sea z0 una ráız de orden k de la equación f(z) = a donde
f es una función no constante y holomorfa en un entorno de z0. Entonces
para todo entorno V suficientemente pequeño de a vale que para b en V

1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)− b

dz =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)− a

dz

y por lo tanto la ecuación f(z) = b tiene k soluciones simples.

Demostración. Sea Θ la componente conexa de R2/f(∂Ω) que contine a
z0 y γ = Cz0,r de forma tal que z0 es la única solución de f(z) = a contenida
en el disco D(z0, r). Elegimos r > 0 tal que D(z0, r) ⊂ Θ. Luego para todo
b ∈ V .

= D(z0, r) se tiene que

d(f,Ω, b) = d(f,Ω, a)

y por el teorema 2.6.1.8 de traslación,

d(f − b,Ω,0) = d(f − a,Ω,0).

Ahora usando el teorema 4.5.0.4

1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)− b

dz = d(f − b,Ω,0) = d(f − a,Ω,0) =
1

2πi

∫

γ

f ′(z)
f(z)− a

dz.

Además, podemos considerar r > 0 suficientemente pequeño de manera
que f ′(z) 6= 0 excepto en el centro z0 de manera que para b 6= z0 la ecuación
f(z)− b = 0 tedrá k raices simples. ¥

Ahora damos un prueba directa usando teoŕıa de grado del clásico teorema
de Rouche.
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Teorema 4.5.0.6 (Teorema de Rouche).

Sea Ω ⊂ R2 un C2-dominio acotado y U un abierto tal que Ω ⊂ U. Si f, g
son anaĺıticas en U tales que

|f(z)− g(z)| < |f(z)|

para todo z ∈ ∂Ω entonces f y g tienen la misma cantidad de ceros contados
con sus multiplicidades en Ω.

Demostración. Es una consecuencia del teorema 4.5.0.4 y de la inva-
riancia del grado bajo homotoṕıa.

De acuerdo a la hipótesis se tiene que para todo t ∈ [0, 1] y z ∈ ∂Ω

|(1− t)f(z) + tg(z)| = |f(z)− t(f(z)− g(z))| ≥ |f(z)| − t |f(z)− g(z)| > 0.

Luego si H : [0, 1]×Ω −→ Ω con H(t, z) = (1− t)f(z)+ tg(z) se tiene que
para todo t ∈ [0, 1] 0 /∈ H(∂Ω) y su grado esta definido para todo t ∈ [0, 1].
Finalmente por el punto 2 del teorema 2.6.1.3,

d(f,Ω,0) = d(H1,Ω,0) = d(H0,Ω,0) = d(g,Ω,0). ¥

También se puede dar una versión del teorema de Rouche para funciones
holomorfas φ : Ω ⊂ Cn −→ Cn con Ω un conjunto abierto y acotado [Lloyd,
N. G. 1978, pag. 146-147.]

Teorema 4.5.0.7 (Teorema de Rouche para funciones definidas en Cn).
Sean f, g ∈ H(Ω) tal que para z ∈ ∂Ω

|g(z)| < |f(z)| .

Entonces f tiene una cantidad finita de ceros y además f y f + g tienen la
misma cantidad de ceros contados con sus multiplicidades.

Demostración. Como |g| < |f | sobre ∂Ω entonces ni f ni f + g tienen
ceros en el borde ∂Ω de manera que los grados d(f,Ω,0) y d(f + g,Ω,0)
están bien definidos.

Ahora consideramos la homotopia H : [0, 1]×Ω −→ Cn definida H(t, z) =
f(z)+ tg(z). Para ver que el grado de cada Ht está definido hay que verificar
que para todo t ∈ [0, 1] se tiene 0 /∈ Ht(∂Ω). Por la observación recién
realizada basta verlo para t 6= 0.
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Si H(t, z) = 0 con t 6= 0 y z ∈ ∂Ω entonces se obtiene la siguiente
contradicción

|f(z)| = t · |g(z)| < t · |f(z)| ≤ |f(z)| .
Luego para todo t ∈ [0, 1] está definido el grado d(Ht,Ω,0). Por invariancia
del grado bajo homotoṕıas, se tiene que d(f,Ω,0) = d(f + g,Ω,0).

Ahora usaremos el siguiente resultado cuya demostración puede verse en
Stein [Remmert and Stein 1953]: ”todo conjunto compacto y analitico de Cn
es finito”. En nuestro caso se tiene que las funciones f y f + g no se anulan
en ∂Ω y por lo tanto los conjuntos Ω ∩ f−1({0}) y Ω ∩ (f + g)−1({0}) son
anaĺıticos. Luego siendo además compactos se concluye que son finitos.

Supongamos que los distintos ceros de f en Ω son z1, z2, ..., zr. Entonces

d(f,Ω,0) =
r∑
i=1

i(f, zi,0)

es el número de ceros de f en Ω contados con su multiplicidad y teniendo en
cuenta que d(f,Ω,0) = d(f + g,Ω,0) se obtiene el resultado que se busca. ¥

También exite una versión del teorema de Rouche para espacios de Banach
de dimensión infinita [Rothe E. H 1984, pag. 78] que se prueba usando la
extensión de la teoŕıa del grado topológico de Brouwer dada por Leray y
Schauder que veremos el próximo caṕıtulo. La prueba que se da alĺı usa el
teorema Poincaré-Böhl.

Finalizamos esta sección dando una demostración del teorema fundamen-
tal del álgebra utilizando teoŕıa de grado. Existen muchas demostraciones
de ese teorema; una de las demostraciones que se dan en el contexto del
cálculo de variable compleja consiste esencialmente en lo siguiente: dado
g(z) =

∑n
i=1 aiz

i−1, y f(z) = anz
n con g, f ∈ C[X] se considera una bo-

la B = B(0, R) centrada en el origen y de radio R suficientemente grande,
digamos

R > máx{1;

{∣∣∣∣
an−1

an

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
an−2

an

∣∣∣∣ + ...+

∣∣∣∣
a0

an

∣∣∣∣
}
}, (4.5.0.5)

de forma tal que sobre el borde ∂B se tenga
∣∣∣∣
g(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤
1

R

{∣∣∣∣
an−1

an

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
an−2

an

∣∣∣∣ + ...+

∣∣∣∣
a0

an

∣∣∣∣
}
< 1. (4.5.0.6)

Ahora se observa que f tiene n ceros en B y por lo tanto también h(z) =
g(z) + f(z). De esta forma puede considerarse como como una consecuencia
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del teorema de Rouché. Recurriendo a la invariancia bajo homotoṕıas se pue-
de utilizar esta misma idea para probar el teorema fundamental del álbegra,
más precisamente:

Proposición 4.5.0.8 (Teorema fundamental del algebra)

Si h(z) =
∑n

i=0 aiz
i ∈ C[X] es un polinomio a coeficientes complejos de

grado mayor o igual a 1 entonces h se anula en algún z0 ∈ C.

Demostración. Podemos suponer que h es mónico. En primer lugar
observamos que h es homotópico al polinomio zn, mediante H(t, z) = zn +
(1− t)[a0 + a1z + ...+ an−1z

n−1], H(t,∞) = ∞. Luego se concluye que

d(h,B,0) = d(H0, B,0) = d(H1, B,0) = d(zn, B,0) = n 6= 0

y por el teorema 4.4.1.7, de existencia de solución, existe z0 ∈ B ⊂ C tal que
h(z0) = 0. ¥

4.6. Teoŕıa de grado y existencia de solucio-

nes de ecuaciones diferenciales ordina-

rias T-periódicas.

Los teoremas que garantizan la existencia de puntos fijos son muy emplea-
dos en el análisis para probar existencia de soluciones de sistemas de ecuacio-
nes. En esta sección veremos como se utiliza la teoŕıa de grado para probar
existencia de soluciones de ecuaciones dferenciales ordinarias T-periódicas.

El teorema central que nos proponemos demostrar en esta sección es el
teorema de Krasnosel’skii el cual garantiza la existencia de una solución T-
periódica bajo determinadas condiciones.

En primer lugar enunciaremos una serie de resutados básicos que utiliza-
remos posteriormente. El tratamiento detallado de estos y de otros resultados
pueden consultarse en los clásicos textos de ecuaciones diferenciales ordina-
rias [Yosida K. 1960; Amann H. 1991, Pontyagrin L. S. 1962; Sotomayor J.
1979] y su lectura puede omitirse si se tienen presentes.

4.6.1. ∗ Preliminares.

Comenzamos fijando alguna notación:
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Definición 4.6.1.1 Sea E un espacio de Banach de dimensión finita, sobre
un cuerpo K y M ⊂ E. Una función f ∈ C(R ×M,E) se dice localmente

Lipschitz continua respecto de x ∈ M si para cada (t0, x0) ∈ R ×M
existen un entorno I × V del punto (t0, x0) y una constante λ > 0, llamada
constante de Lipschitz, tal que todo t ∈ I y x,x′ ∈ V :

‖f(t,x)− f(t,x′)‖ ≤ λ ‖x− x′‖ .

Usaremos las siguientes notaciones

C0,1−(R×M,E)
.
= {f ∈ C(R×M,E) : f

es localmente Lipschitz continua respecto de x ∈M (4.6.1.1)

C1−(M,E)
.
= {f ∈ C(M,E) : f es Lipschitz continua } (4.6.1.2)

y si M es abierto

C0,1(R×M,E)
.
= {f ∈ C(R×M,E) : D2f ∈ C(R× E,L(E))}

(4.6.1.3)
las funciones continuas con derivada parcial respecto de la segunda variable
continua.

Observación 4.6.1.2 Con estas notaciones se tienen las siguientes inclu-
siones

1. De las definiciones se deduce que C1−(M,E) ⊂ C(M,E) y C0,1−(R ×
M,E) ⊂ C(R×M,E).

2. Además si M es abierto entonces se puede demostrar que C0,1(R ×
M,E) ⊂ C0,−1(R×M,E) y en particular C1(M,E) ⊂ C−1(M,E).

3. Se deben tener presentes los teoremas de existencia y unicidad de solu-
ciones; la construcción de la solución máxima y los teoremas de continuidad
de la solución respecto de los datos iniciales y eventualmente respecto de
otros parámetros.

Flujo asociado a un campo autónomo.

Sea E un espacio de Banach finito dimensional, M ⊂ E un abierto y el
sistema autónomo ẋ = f(x) con f ∈ C−1(M,E).

En ocasiones se puede interpretar a f como un campo definido sobre M

X : M −→ T (M) = M × E
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definido X(x) = (x, f(x)). En tal caso una solución del p.v.i ẋ = f(x) con
condición inicial x(0) = x0 se puede interpretar como una curva tal que en el
instante 0 pasa por el punto x0 y en cada punto de su trayectoria su vector
tangente coincide con el vector f(x).

Definición 4.6.1.3 Consideramos la solución u(t, 0,x0) definida en el in-
tervalo maximal,

0 ∈ I(0,x0)
.
= (t−(0,x0), t

+(0,x0)) ⊂ R

y M un espacio métrico. Definimos el flujo

ϕ : Ω −→M

asociado al campo f de la siguiente manera

ϕ(t,x) = u(t, 0,x)

donde
Ω
.
= Ω(f)

.
= {(t,x) ∈ R×M : t ∈ I(x), x ∈M}.

Para el dato inicial x(0) = x0 simplificaremos la notación escribiendo
I(x0) en vez de I(0,x0) y (t−(x0), t

+(x0)) en vez de (t−(0,x0), t
+(0,x0)). Si

no hay motivo de confusión también omitiremos la referencia al punto x0.

El flujo satisface las siguientes propiedades

1. El conjunto Ω =
⋃

x∈M I(x)× {x} ⊂ R×M es abierto.

2. ϕ es continua.

3. Si K = R y f ∈ Cm(M,E), m ≥ 1 entonces ϕ ∈ Cm(Ω,M).

4. Para todo x ∈ M , s ∈ I(x), t ∈ I(ϕ(s,x)), entonces s + t ∈ I(x) y
además se tiene que

ϕ(t, ϕ(s,x)) = ϕ(t+ s,x).

5. Consideremos el conjunto Ωt
.
= {x ∈ M : (t,x) ∈ Ω}. Entonces el

flujo tiene las propiedades de grupo; más precisamente, si definimos
ϕt : Ωt −→M como ϕt

.
= ϕ(·, t) entonces:

i ϕ0 = idΩ0 = idM .

ii ϕt ◦ ϕs = ϕt+s.
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iii ϕt ◦ ϕ−t = idΩ−t .

En ocasiones notaremos el flujo ϕ(t,x)
.
= t · x. También escribiremos

J · A .
= {t · x : t ∈ J, x ∈ A}

Para cada x ∈ M los valores t+(x) y t−(x) se llaman tiempo positivo

y negativo de escape. Además las funciones −t−, t+ : M −→ (0,∞] son
continuas inferiormente y se verifica que I(t · x) = I(x)− t

Definición 4.6.1.4 Dado el flujo a través de x, e decir ϕx = ϕ(·;x) :
I(x) −→M , se define la órbita de x como

γ(x) = ϕx(I(x)) = I(x) · x.

La semiórbita positiva

γ+(x)
.
= [0, t+) · x

y la semiórbita negativa

γ+(x)
.
= (t−, 0] · x.

Definición 4.6.1.5 Se dice que el punto x es un punto crı́tico de ϕ sii
para todo t ∈ I(x) se tiene que

t · x = x.

En este caso γ{x} = γ+{x} = γ−{x} = {x}. Es fácil ver que si el flujo
esta inducido por el campo f entonces x es cŕıtico sii f(x) = 0. Esto se
deduce fácilmente del hecho de que ϕ es el generador infinitesimal del
campo, es decir

f(x) = ĺım
t−→0

ϕt(x)− ϕ0(x)

t
= ĺım

t−→0

t · x− x

t
.

Además si x es cŕıtico entonces la solución es global, es decir I(x) = R.
Diremos que el flujo a través de x es completo si I(x) = R.

Definición 4.6.1.6 Se dice que el punto x es un punto periódico de ϕ sii
existe T 6= 0 tal cada para todo t ∈ I(x) se tiene

(t+ T ) · x = t · x.
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También es fácil ver que si existe T 6= 0 tal que T · x = x entonces x es
periódico y además el flujo asociado es completo.

Si x es un punto periódico no crı́tico entonces existe un mı́nimo T >
0, llamado periódo fundamental del flujo tal que T · x = x. El conjunto de
todos los periódos de la órbita asociada a x es un subgrupo de (R,+) infinito
ćıclico, más precisamente T · Z∗ = {T ·m : m ∈ Z/{0}.}.

Claramente γ(x) = γ+(x) ∪ γ−(x). Las óbitas se clasifican en tres tipos:

i Estacionarias, para puntos cŕıticos.

ii Periódicas no estacionarias, para puntos periódicos no cŕıticos, e

iii Inyectivas.

Los flujos para los casos i y ii son completos, y las correspondientes trayec-
torias son un punto y una curva cerrada respectivamente. Para el tercero las
curvas son abiertas, regulares y simples.

Ahora consideramos restricciones del dominio del flujo:

Definición 4.6.1.7 Se definen los conjuntos

Ω+
.
= {(t,x) ∈ Ω : t ∈ [0, t+), x ∈M},
I−(x)

.
= {t ∈ R+ : −t ∈ I(x)}

y
Ω−

.
= {(t,x) ∈ Ω : t ∈ I−(x),x ∈M}.

y definimos las correspondientes restricciones del flujo:

Definición 4.6.1.8 Se define el semiflujo postivo ϕ+ : Ω+ −→M como
la restricción de ϕ a Ω+. Análogamente se define el semiflujo negativo,
ϕ− : Ω− −→M como la restricción del flujo sobre Ω−.

De acuerdo a la definición se tiene que ϕ−(t,x) = ϕ(−t,x) para todo
(t,x) ∈ Ω−. El tiempo de escape positivo del semiflujo negativo es |t−| = −t−.

Definición 4.6.1.9 Se dice que el conjunto M ⊂ E es positivamente

invariante para el flujo ϕ si ϕ+(M) ⊂ M y negativamente invariante

si ϕ−(M) ⊂M.

Finalmente señalamos que si K ⊂ M es compacto y el tiempo positivo
de escape (respectivamente negativo de escape) es finito entonces existe un
tiempo tK ∈ I(x) tal que para todo t ≥ tK (respectivamente t ≤ tK) se tiene
t ·x /∈ K. De esta forma si γ({x}) es relativamente compacto entonces t = ∞
(respectivamente t = −∞.) También se puede probar que si M es compacto
el flujo es completo.
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Problemas T-periódicos.

Consideremos el p.v.i {
ẋ = f(t,x)
x(τ) = x0

(4.6.1.4)

Definición 4.6.1.10 Se dice que el p.v.i (4.6.1.4) es T-periódico si f es T-
periódica en la variable t con T > 0, es decir, para todo t ∈ R si x ∈ M
entonces

f(t+ T,x) = f(t,x) (4.6.1.5)

Definición 4.6.1.11 Consodideremos la solución máxima u(·, 0,x0) del p.v.i
(4.6.1.4) con dato inicial x(0) = x0 y dominio I(x0). Definimos el operador
shift asociado a T

uT : DT ⊂M −→M (4.6.1.6)

definido
uT (x0) = u(T, 0,x0)

donde
DT = {x0 ∈M : T ∈ I(x0)}.

Observación 4.6.1.12 El conjunto

Df = {(t, τ,x0) ∈ R× R× I(x0)}

es abierto de manera que si p3 denota la proyección a la tercer coordenada
entonces

DT = p3(Df ∩ (T × {0} ×M))

es un abierto de M y además uT ∈ C1−(DT ,M).

Ahora probaremos un resultado fundamental para nuestro posterior tra-
bajo, debido esencialmente a Poincaré.

Teorema 4.6.1.13 El p.v.i T-periódico (4.6.1.4) tiene una solución T-periódi-
ca sii el operador uT tiene un punto fijo.

Demostración. Necesidad. Sea u(·, τ,x0) una solución T-periódica del
p.v.i T-periódico (4.6.1.4); por periodicidad I(τ,x0) = R. Podemos suponer
sin pérdida de generalidad que τ ≤ 0 y definir y0

.
= u(0, τ,x0) y observar que

por unicidad
u(t, 0,y0) = u(t, τ,x0). (4.6.1.7)
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Ahora usando que u(·, τ,x0) es una solución T -periódica de (4.6.1.4)

uT (y0) = u(T, 0,y0) = u(T, τ,x0) = u(0, τ,x0) = y0 (4.6.1.8)

Suficiencia. Supongamos que uT tiene un punto fijo y0 ∈M y defina-
mos la función

x(t)
.
= u(t+ T, 0,y0)

para t ∈ I(0,x0)− T. Entonces x es solución del p.v.i

{
ẋ = f(t,x)
x(0) = y0

(4.6.1.9)

Ahora, por unicidad se obtiene que

x(t) = u(t+ T, 0,y0) = u(t, 0,y0)

para todo t ∈ I(0,y0) − T. Por esta via e inductivamente se concluye que
u(·, 0,y0) está definida sobre R y que es solución T-periódica de (4.6.1.4). ¥

Observación 4.6.1.14 La demostración del teorema 4.6.1.13 muestra que
y0 es un punto fijo de uT sii u(·, 0,y0) es solución de (4.6.1.4).

∗ Existencia de soluciones T -periódicas de ecuaciones diferenciales
lineales.

Consideremos el siguiente p.v.i

{
ẋ = A(t)x + g(t)

x(t0) = x0
(4.6.1.10)

donde la funciones A ∈ C(R,L(E)), g ∈ C(R,E) son T -periódicas, con T > 0,
y t ∈ J

.
= I(t0,x0). El problema tiene una única solución global para todo

par (t0,x0).

Ahora sea X una matriz fundamental arbitraria que resuleve el problema
Ẋ = A(t)X y definimos para todo t, s ∈ J la función

U(t, s)
.
= X(t)X−1(s).

Se verifican fácilmente algunas propiedades de U . En primer lugar
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U̇(t, s) = Ẋ(t)X−1(s) = A(t)X(t)X−1(s) = A(t)U(t, s).

Asimismo se ve que

U(t, τ)U(τ, s) = X(t)X−1(τ)X(τ)X−1(s) = X(t)X−1(s) = U(t, s).

Luego U(s, t)U(t, s) = U(s, s) = X(s)X−1(s) = IE y por lo tanto para todo
s, t ∈ J ,

U(t, s) = [U(s, t)]−1.

Observamos que para cada t0 la función U(·, t0) es la única solución global
del problema {

Ẋ = A(t)X
X(t0) = IE

(4.6.1.11)

Si Xs denota en genral la única solución de ese problema pero con dato
inicial X(s) = IE entonces para cada t, s ∈ J se tiene U(t, s) = Xs(t) y en
consecuencia X−1

s (t) = [U(t, s)]−1 = U(s, t). En definitiva podemos escribir

U(t, s) = U(t, τ)U(τ, s) = Xτ (t)X
−1
τ (s).

Por el método de la variación de los parámetros la solución del pro-
blema 4.6.1.10 viene dada por

u(t, t0,x0) = U(t, t0)x0 +

∫ t

t0

U(t, s)g(s)ds (4.6.1.12)

para t ∈ I(t0,x0).

De acuerdo a la ecuación (4.6.1.12) y a la definición 4.6.1.11 del operador
shift, con t0 = 0, se escribe

uT (ζ) = U(T, 0)ζ +

∫ T

0

U(T, s)g(s)ds

para ζ ∈ E.

Se puede probar que el problema lineal T-periódico 4.6.1.10 tiene una
solución T -periódica sii tiene una solución uniformemente acotada.

La existencia de soluciones T -periódicas de p.v.i T -periódicos no es tribial
como lo muestra el siguiente ejemplo ẋ = 1. En efecto se trata de un p.vi
T -periódico pero sin solución T -periódica.
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Para avanzar en el estudio de la existencia de soluciones T -periódica nece-
sitams precisar cierto lenguaje y contar con una serie de definiciones básicas.

Consideramos en primer lugar el flujo ϕ : R×E −→ E definido ϕ(t,x) =
etA · x que para abreviar lo notaremos etA.

Definición 4.6.1.15 Definimos el espectro de la matriz A,

σ(A) = {λ : Ker(λ− A) 6= 0},

es decir, como el conjunto de sus autovalores.

Si <(λ) denota la parte real del autovalor λ entonces se definen los si-
guientes conjuntos:

Definición 4.6.1.16 El espectro estable

σs(A)
.
= {λ ∈ σ(A) : <(λ) < 0},

el espectro neutro

σn(A)
.
= {λ ∈ σ(A) : <(λ) = 0}

y el espectro inestable

σu(A)
.
= {λ ∈ σ(A) : <(λ) > 0}.

De esta forma se puede descomponer el espectro en un componente esta-
ble, otro neutral y otro inestable ,

σ(A) = σs(A) ∪ σn(A) ∪ σu(A).

Definición 4.6.1.17 El flujo se llama hiperbólico si σn(A) = ∅.

En tal caso el espacio total es suma directa de los espacios generados por
las autofunciones de los autovalores estables e inestables respectivamente.
Además a partir de esta descomposición se puede descomponer la transfor-
mación A, via la restricción al componente estable, As

.
= A|Es y la restricción

al componente inestable Au
.
= A|Eu . Asimismo se descompone el flujo etA en

dos componentes uno estable etAs y otro inestable etAu . Estos resultados se
registran en la siguiente:
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Proposición 4.6.1.18 Si el flujo es hiperbólico entonces

E = Es ⊕ Eu, (4.6.1.13)

A = As ⊕ Au (4.6.1.14)

y
etA = etAs ⊕ etAu . (4.6.1.15)

El flujo estable es una contracción y el inestable una dilatación. Además
esta descomposición es única y dim(Es) =

∑
λ∈σs(A)m(λ) donde m(λ) es la

multiplicidad algebraica del autovalor λ. También recordamos que σ(eA) =
eσ(A) = {eλ : λ ∈ σ(A)}.

Se puede probar la siguiente proposición que caractedriza la solución T -
periódica en el caso de que g sea continua y acotada, g ∈ BC(R,E) y el flujo
etA hiperbólico, más precisamente:

Proposición 4.6.1.19 Consideremos el p.v.i (4.6.1.10) con A ∈ C(R,L(E)),
g ∈ BC(R,E) son T -periódicas, con T > 0, y t ∈ J

.
= I(t0,x0). tiene una

única solución u ∈ BC(R,E) sii etA es hiperbólica. En este caso la solución
viene dada por

u(t) =

∫ t

−∞
et−τPsg(τ)dτ −

∫ t

−∞
et−τPug(τ)dτ (4.6.1.16)

donde Ps : E −→ Es y Pu : E −→ Eu son las proyecciones sobre los compo-
nentes estable y inestable de E respectivamente.

Una consecuencia de las observaciones anteriores es que si etA es hiperbóli-
co entonces la ecuación 4.6.1.10 tiene una única solución T-periódica.

Elementos de la teoŕıa de Floquet.

El problema 4.6.1.10 puede transformarse en un problema T-periódico
lineal con parte principal constante.

Para probar el terorema de transformación de Floquet necesitamos el
siguiente resultado del álgebra lineal, cuya demostración puede darse usando
la forma normal de Jordan.

Lema 4.6.1.20 Si K = C y C ∈ GL(E) entonces existe B ∈ E tal que
C = eB.

La matriz B no es única y el resultado requiere que K = C.
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Teorema 4.6.1.21 (Representación de Floquet).

Sea K = C. Existe una función T-periódica Q ∈ C1(R,GL(E)) y alguna
B ∈ L(E) tal que para t ∈ R el operador de evolución se representa

U(t, 0) = Q(t)etB.

Demostración. Pongamos U(t)
.
= U(t, 0) y V (t)

.
= U(t + T )U−1(T ).

Como U−1(T ) = U(T ) entonces V (t) = U(t+T )U(T ). Luego para todo t ∈ R
V̇ (t) = U̇(t + T )U−1(T ) = A(t + T )V (t) = A(t)V (t). Además V (0) = IE.
Entonces V es solución del p.v.i

{
Ẋ = A(t)X
X(0) = IE

(4.6.1.17)

Luego V (t) = U(t) y por lo tanto U(t+ T ) = U(t)U(T ).

Como U(T ) ∈ GL(E) entonces por la observación anterior existe B ∈
L(E) tal que U(T ) = eTB.

Ahora definimos Q ∈ C1(R,L(E)) de la siguiente manera

Q(t) = U(t)e−tB.

Luego para todo t ∈ R

Q(t+ T ) = U(t+ T )e−(t+T )B = U(t)U(T )e−tBe−TB =
= U(t)U(T )e−TBe−tB = U(t)eTBe−TBe−tB =

= U(t)e−tB = Q(t)
(4.6.1.18)

y aśı Q es T-periódica. ¥

Como corolario tenemos

Corolario 4.6.1.22 Sea K = C. La transformación x = Q(t)y convierte la
ecuación T-periódica

ẋ = A(t)x + g(t)

en la ecuación T-periódica con parte principal constante

ẏ = By + ĝ(t)

donde ĝ = Q−1(t)g(t)
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Definición 4.6.1.23 El operador U(T ) = U(T, 0) ∈ GL(E), shift de la
ecuación ẋ = A(t)x, se llama en el contexto de la teoŕıa de Floquet operador
de monodromı́a (monodromy operator) y sus autovalores valores caracterı́sticos

(multipliers of Floquet). Si λ ∈ σ(U(T )) entonces cada β ∈ C tal que λ = eTβ

es llamado exponente de Floquet.

Es claro que los exponentes están determinados salvo un múltiplo entero
de 2πi

T
.

Notemos también que el operador U(T ) es el único que satisface para
todo t ∈ R la ecuación

U(t+ T, 0) = U(t, 0) · C
donde C ∈ L(E). Que U(T ) satisface la ecuación se deduce de la propiedad
U(t + T, 0) = U(t, 0)U(T, 0) probada en el transcurso de la demostración
del teorema 4.6.1.21. Por otro lado la unicidad sale de considerar que C =
U(t, 0)−1U(t+ T, 0) = U(T ).

Sabemos que si K = C entonces el operador U(T ) puede escribirse

U(T ) = eTB

para alguna transformación B ∈ L(E) de manera que los autovalores de
B se pueden tomar como los exponentes de Floquet. También señalamos
que si K = C entonces el teorema de representación de Floquet tiene como
consecuencia la caracteriozación de las soluciones de la ecuación T-periódica

ẋ = A(t)x

como combinación lineal de funciones del tipo p(t)eβt donde β es un autova-
lor de B y p(t) es un polinomio de grado menor o igual a la multiplicidad
algebraica de β cuyos coeficientes son funciones T-periódicas. Si además B
es diagonalizable los polonomios son de grado cero.

Posteriormente utilizaremos el siguiente:

Lema 4.6.1.24 La ecuación homogénea T -periódica ẋ = Ax tiene una so-
lución T -periódica no trivial sii 1 es un valor caracteŕıstico de Floquet.

Demostración. Por el teorema de Poincaré 4.6.1.13 y su posterior ob-
servación 4.6.1.14 sabemos que η ∈ E es un punto fijo del operador U(T ) si
U(·, 0)η es una solución T-periódica de la ecuación ẋ = Ax. Luego existe una
solución T-periódica no trivial sii existe η ∈ E/{0} tal que η − U(·)η = 0, es
decir sii Ker(1− U(T )) 6= 0. ¥
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Observación 4.6.1.25 Si bien en general es dif́ıcil el cálculo expĺıcito de
los valores caracteŕısitcos de Floquet, los resultados de la teoŕıa de Floquet
resultan ser útiles para el estudio de la estabilidad.

4.6.2. Existencia de soluciones T -periódicas de ecua-
ciones asintóticamente lineales.

Ahora estamos en condiciones de estudiar el caso en el que g(t,x) =
o(‖x‖) cuando ‖x‖ −→ ∞ uniformemente en la variable t ∈ [0, T ]. En este
caso el resultado fundamental es el siguiente: .

Teorema 4.6.2.1 Sea A ∈ C(R,L(E)) y g ∈ C0,1−(R× E) T -periódica res-
pecto de t ∈ R tal que g(t,x) = o(‖x‖) cuando ‖x‖ −→ ∞ uniformemente en
la variable t ∈ [0, T ]. Entonces la ecuación asintóticamente lineal T -periódica

ẋ = A(t)x + g(t,x) (4.6.2.1)

tiene una solución T -periódica si 1 no es un valor caracteŕıstico de Floquet
de la ecuación

ẋ = A(t)x (4.6.2.2)

Demostración.
1. Dado que el término derecho de la ecuación (4.6.2.1) es linealmente

acotado las soluciones son globales, es decir definidas en R. Si u es una solu-
ción general de (4.6.2.2) entonces, via el método de variación de constantes
(4.6.1.12) se tiene para todo x0 ∈ E y t ∈ R que

u(t, 0,x0) = U(t,0)x0 +

∫ t

0

U(t, τ)g(τ, u(τ, 0,x0))dτ (4.6.2.3)

donde U denota el operador de evolución de ecuación (4.6.2.2)

Sea α
.
= máx{|U(t, τ)| : 0 ≤ t, τ ≥ T} y ε > 0 arbitrario. Teniendo en

cuenta la condición sobre g existe βε > 0 tal que |g(t,x0)| ≤ βε + ε |x0| para
todo t ∈ R, x0 ∈ E. Acotando se obtiene

|u(t,0,x0)| ≤ α |x0|+ αβεT + εα +

∫ t

0

|u(τ,0,x0)| dτ

para t ∈ [0, T ].

Ahora usando la desigualdad de Gronwall |u(t,0,x0)| ≤ γ |x0|+δ(ε) para
todo t ∈ [0, T ]. Entonces resumiendo

|u(t,0,x0)− U(t, 0,x0)| ≤ α(βε) + εδ(ε) + εγ |x0|
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y por lo tanto

ĺım sup
|x0|−→∞

|u(t,0,x0)− U(t, 0,x0)|
|x0| ≤ εαγT

uniformemente en t ∈ [0, T ]. Luego siendo ε ∈ (0, 1) arbitrario tenemos que

u(t,0,x0)− U(t, 0,x0) = o(|x0|) (4.6.2.4)

para |x0| −→ ∞ uniformemente en la variable t ∈ [0, T ]
2. Ahora consideramos el operador Φ : E −→ E definido

Φ(x)
.
= [I − U(T )]−1(uT (x)− U(T )x).

Dado que 1 no es un autovalor de U(T ), esto es, 1 no es un valor caracteŕıstico
de Floquet, el operador Φ está bien definido y es continuo. Por (4.6.2.4) se
tiene que Φ(x) = o(|x|) cuando |x0| −→ ∞ y por lo tanto existe ρ > 0 tal
que

|Φ(x)| ≤ ρ+
|x|
2

para todo x ∈ E. En consecuencia Φ(B(0, 2ρ)) ⊂ B(0, 2ρ) y por el teorema
del punto fijo de Brouwer Φ tiene un punto fijo. Ahora Φ(x) = x sii uT (x) = x
y el resultado se sigue el teorema de Poincaré 4.6.1.13. ¥

Corolario 4.6.2.2 Supongamos que A ∈ L(E) tal que su espectro satisface

σ(A) ∩ 2πi

T
Z = ∅

Si g ∈ C0,1−(R× E,E) es T -periódica y satisface

g(t,x) = o(|x|)
cuando |x| → ∞ entonces la ecuación (4.6.2.1) tiene al menos una solución
T -periódica.

Demostración. La restricción σ(A)∩ 2πi
T
Z = ∅ y el teorema del espectro

implican que 1 no es un autovalor del operador U(T ) = eTA, es decir no es
un valor caracteŕıstico de Floquet de la ecuación ẋ = Ax. Luego el resultado
se sigue del teorema 4.6.1.24. ¥

4.6.3. El Método de ”Guiding Function”.

Para el tratamiento de este tema recordaremos brevemente algunos resul-
tados clásicos referidos a las funciones de Liápunov y conjuntos invariantes.
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Conjuntos invariantes para el flujo y funciones de Liápunov.

Definición 4.6.3.1 Sea X un espacio métrico y ϕ : Ω −→ X ϕ(t,x) = t · x
un semiflujo. Consideremos una función V : M −→ R continua. Para cada
x ∈M definimos la derivada orbital de V en x

V̇ (x) = ĺım
t−→0+

V (t · x)− V (x)

t

con x un punto de acumulación del conjuto M ∩ [0, ε) para algún ε ∈ (0, t+)
y V̇ (x) = −∞ en otro caso.

Definición 4.6.3.2 Una función V : M −→ R continua tal que V̇ (x) ≤ 0
se llama función de Liápunov.

Sea X un subconjunto abierto de un espacio de Banach E y ϕ el flujo
inducido por f ∈ C1,−(X,R). Si V : X −→ R es diferenciable entonces la
derivada orbital se relaciona con el gradiente de V de la siguiente manera:

V̇ (x) =< DV (x), f(x) >

para todo x ∈ X, donde <,>: E∗ × E −→ R y < y,x > denota el valor de
la funcional y en el punto x. Si (E; (·|·)) denota un espacio de Hilbert y si
el gradiente de V es definido (∇V (x)|y) =< DV (x);y > para todo x ∈ X
entonces

V̇ (x) = (∇V (x)|f(x)).

Algunas propiedades de las funciones de Liápunov.

Señalamos algunas propiedades necesarias para el trabajo posterior y sus
demsotraciones se pueden consultar en los textos de referencia para esta
sección.

La primer proposición caracteriza a las funciones de Liápunov.

Proposición 4.6.3.3 Si V es una función de Liapunov para el flujo ϕ sobre
M y para algún T ∈ [0, t+) se cumple que t · x ⊂ M para todo 0 ≤ t ≤ T
entonces la función g(t) = V (t · x) es decreciente sobre [0, T ] y además

V (t · x) ≤ V (x) +

∫ t

0

V̇ (τ · x)dτ.

Y rećıprocamente si M es positivamente invariante y si la función V : M −→
R es continua y decreciente a lo largo de las órbitas determinadas por cierto
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flujo ϕ sobre M entonces V es una funcón de Liápunov para el flujo ϕ sobre
M.

A partir de esta caracterización se puede probar el siguiente resultado:

Proposición 4.6.3.4 Sea V una función de Liapunov para el flujo ϕ sobre
M y α > 0 tal que V (y) ≤ αV (y) para todo y ∈ M. Entonces para todo
x ∈M y T ∈ [0, t+(x)] que satisface t · x ∈M se cumple

V (t · x) ≤ e−αtV (x)

para todo t ∈ [0, T ).

Una de las aplicaciones más útiles de las funciones de Liápunov es que
permiten construir conjuntos positivamente invariantes para el flujo.

Proposición 4.6.3.5 Sea −∞ ≤ γ < β < ∞ y supongamos que V ∈
C(X,R) es una función de Liápunov sobre el conjunto V −1(γ, β). Entonces
el conjunto

Mα
.
= {x ∈ X : V (x) ≤ α} = V −1[−∞, α]

es positivamente invariante para cada α ∈ [γ, β).

En particular se tiene el siguiente resultado:

Proposición 4.6.3.6 Sea E = Rn y φ ∈ C1(X,R) tal que 0 es un valor
regular de φ, es decir, ∇φ(x) 6= 0 para todo x ∈ φ−1({0}). Entonces

M0 = φ−1(−∞, 0]

es positivamente invariante sii para todo x ∈ ∂M0 = φ−1({0}) se tiene que

(∇φ(x)|f(x)) ≤ 0.

Como corolario se tiene el siguiente:

Proposición 4.6.3.7 Sea E = Rn y φ1, φ2, ..., φk ∈ C1(X,R) tal que 0 es un
valor regular de φj con j = 1, 2, ..., k. Sea

M0 =
k⋂
j=1

φ−1
j (−∞, 0].
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Entonces si para todo x ∈ φ−1
j ({0}), j = 1, 2, ..., k se tiene que

(∇φj(x)|f(x)) ≤ 0.

entonces M0 es positivamente invariante. Además si (∇φj(x)|f(x)) = 0 para
todo x ∈ φ−1

j ({0}), j = 1, 2, ..., k entonces M0 y todas las hipersuperficies

φ−1
j ({0}) son positivamente invariantes.

Hasta aqúı hemos presentado algunos preliminares. Comenzaremos con
un lema necesario para usar la invariancia bajo homotoṕıa.

Lema 4.6.3.8 Sea f ∈ C0,1−(R × X,E) y supongamos que K ⊂ Dom(uT )
es compacto. Entonces la función H : [0, T ]×K −→ E definida

H(t,x) =

{
u(t,0,x)−x

t
si t > 0

f(0,x) si t = 0
(4.6.3.1)

es continua.

Demostración. Para t0 > 0 el lema se sigue del teorema de la continui-
dad de u(·, 0, ·). Luego basta probar el lema para t0 = 0.

Consideremos (0,x0) ∈ [0, T ] × K y (tn,xn) −→ (0,x0). Queremos ver
ĺımn→∞H(tn,xn) = H(0,x0) = f(0,x0). Podemos suponer que tn > 0 para
todo n ∈ N y escribir

H(tn,xn)− f(0,x0) =
1

tn

∫ tn

0

[f(τ, u(τ ,0,xn))− f(0,x0)]dτ.

Teniendo en cuenta la compacidad de [0, T ] × K, existe M compacto en E
tal que x0, u(τ, 0,xn) ∈M para todo τ ∈ [0, T ] y n ∈ N.

Por la continuidad de f dado ε > 0 existe δ > 0 tal que si t ∈ [0, δ] y
y ∈ M ∩ B(x0, δ) entonces ‖f(t,y)− f(0,x0)‖ < ε y por la continuidad de
u(·, 0, ·) : [0, T ] × K −→ E existe n0 ∈ N tal que si n ≥ n0 y τ ∈ [0, tn]
entonces ‖u(τ, 0,xn)− x0‖ = ‖u(τ, 0,xn)− u(0, 0,x0)‖ < δ. Ahora acotando
la integral se obtiene el resultado. ¥

También necesitamos del concepto de punto T -irreversible.
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Definición 4.6.3.9 Un punto x es T-irreversible sii u(t, 0,x) 6= x para
todo 0 ≤ t < T .

Intuitivamente un punto es T -irreversible si la trayectoria no vuelve a
pasar por el punto antes del tiempo T > 0.

A continuación veremos una serie de lemas necesarios para probar el teo-
rema central de esta sección debido a Krasnosel’skii.

Ahora podemos enunciar y probar el criterio general para la existencia de
soluciones T -periódicas.

Proposición 4.6.3.10 Sea f ∈ C0,1−(R ×X,E) y supongamos que Ω ⊂ X
es un conjunto abierto y acotado con Ω ⊂ Dom(uT ) y que todo x ∈ ∂Ω es T -
irreversible para la ecuación ẋ = f(t,x). Supongamos además que para todo
x ∈ ∂Ω se tiene que f(0,x) 6= 0 y d(f(0, ·),Ω,0) 6= 0 Entonces la ecuación
ẋ = f(t,x) tiene una solución T -periódica.

Demostración. Por el teorema 4.6.1.13 la ecuación ẋ = f(t,x) tiene una

solución T -periódica sii HT (x) = H(T,x) = uT (x)−x
T

tiene un cero. Sabemos

que H : [0, T ]× Ω → E es una homotoṕıa de acuerdo al lema 4.6.3.8. Ahora
teniendo en cuenta d(f(0, ·),Ω,0) 6= 0 y la invariancia bajo homotoṕıas,
teorema 2.6.1.3,

d(HT ,Ω,0) = d(H0,Ω,0) = d(f(0, ·),Ω,0) 6= 0

y por la propiedad de solución, teorema 4.4.1.7, H tiene un cero. ¥

Para aplicar esta proposición es necesario contar con algún criterio que
asegure que los puntos del borde son T -irreversibles:

Lema 4.6.3.11 (Criterio de T-irreversibilidad para el borde).

Sea V ∈ C1(X,R) y supongamos que existe algún α ∈ R tal que Ω
.
=

V −1(∞, α) 6= ∅ y Ω
.
= V −1(∞, α] es compacto. Si f ∈ C1−(R×X,R) satisface

< DV (x); f(t,x)) >< 0 para todo t ∈ [0, T ] y x ∈ ∂Ω entonces cada punto
x ∈ ∂Ω es T -irreversible respecto de ẋ = f(t,x) con Ω ⊂ Dom(uT ).

Demostración. Como [0, T ] × ∂Ω es compacto existen constantes β <
α < γ tal que para todo t ∈ [0, T ] y x ∈ V −1(β, γ) ∩ U

< DV (x); f(t,x) >< 0

siendo U un entorno abierto del compacto ∂Ω.
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Ahora consideramos el flujo, ϕ̂, inducido por el campo f̂ = (1, f) sobre

X̂ = R×X. Luego la función

V̂ : X̂ −→ R

definida V̂ (x̂) = V (x) es de Liapunov sobre el conjunto

M̂
.
= {x̂ ∈ X̂ : β < V (x) < γ, x ∈ U}.

Luego el conjunto V̂ −1(∞, α] = R × Ω es positivamente invariante para ϕ̂.
Entonces de acuerdo al corolario Ω ⊂ Dom(uT ).

Para x̂ ∈ M̂ se tiene

< DV̂ (x̂); f̂(x̂) >bE< 0

donde Ê = R× E.

Finalmente teniendo en cuenta la desigualdad

V̂ (ϕt(x̂))− V̂ (x̂) ≤ ∫ t

0
< DV̂ (ϕτ (x̂); f̂(ϕt(x̂))dτ > (4.6.3.2)

se ve que cada punto del borde ∂Ω es T-irreversible. ¥

El siguiente paso es mostrar que el grado del gradiente de un función de
Liapunov que satisface la condión del lema anterior viene determinado por
la dimensión del espacio.

Lema 4.6.3.12 Sea Ω ⊂ E abierto y acotado. Si g, h ∈ C(Ω) tal que para to-
do x ∈ ∂Ω se tiene que (h(x)|g(x)) < 0 entonces d(g,Ω,0) = (−1)md(h,Ω,0)
donde m = dimE

Demostración. Consideremos la homotoṕıa

H : [0, 1]× Ω −→ E

definida
H(t,x) = tf(x)− (1− t)g(x).

Se verifica la siguiente desiguladad

(H(t,x)|h(x)) = t(g(x)|h(x))− (1− t) |h(x)|2 < 0

para todo (t,x) ∈ [0, 1] × ∂Ω. Luego por la invariancia bajo homotoṕıas
d(g,Ω, 0) = d(−h,Ω, 0).
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Si ĥ ∈ Ar
p,1 con p = 0 entonces por definición se verifica que

d(−ĥ,Ω, 0) = (−1)md(ĥ,Ω, 0).

Ahora si h ∈ Ap,0 con p = 0, consideramos una aproximación ĥ ∈ Ar
p,1 con

p = 0 que verifique la igualdad y el resultado se sigue de la definición del
grado. ¥

Otro lema, que necesitaremos es el siguiente:

Lema 4.6.3.13 Sea U ⊂ E abierto, g ∈ C(U,R) tal que para algún α ∈ R
el conjunto W

.
= g−1(∞, α) es acotado y W ⊂ U. Supongamos además que

existen números β < α, r > 0 y un punto x0 tal que g−1(∞, β] ⊂ B(x0, r) ⊂
W y ∇g(x) 6= 0 para todo x ∈ g−1[β, α]. Entonces d(∇g,W,0) = 1.

Demostración. Consideremos

ρ = mı́n
x∈g−1[α,β]

{|∇g(x)|} > 0

y h ∈ C1−(U,E) tal que para todo x ∈ E

|∇g(x)− h(x)| < ρ

2
.

Ahora para todo x ∈ g−1[α, β] y λ ∈ [0, 1]

|(1− λ)∇g(x)− λh(x)| ≥ |∇g(x)| − λ |∇g(x)− h(x)| ≥ ρ

2
.

Luego por la invariancia bajo homotoṕıas

d(∇g,W, 0) = d(h,W, 0).

Sea ϕ el flujo inducido por −h. Veamos que g es una función de Liápunov
para el flujo ϕ sobre x ∈ g−1[α, β]. Esto se deduce de la siguiente estimación
y de las observaciones realizadas en la subsección referida a funciones de
Liápunov:

(∇g(x)|h(x)) = |∇g(x)|2 − (∇g(x)|∇g(x)− h(x)) ≥
|∇g(x)|2 − |∇g(x)| |ρ

2
≥

|∇g(x)|2
2

≥ ρ2

2

(4.6.3.3)
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para todo x ∈ g−1[α, β].

Por la proposición 4.6.3.5 se tiene que para todo γ con α < γ < β el
conjunto

V
.
= g−1(−∞, γ]

es invariante positivo para el flujo ϕ. Como V ⊂ W entonces V es compacto
y de acuerdo a las observaciones hechas anteriormente t+(x) = ∞ para todo
x ∈ V.

Ahora si [0, t] · x ⊂ g−1[α, β] entonces

β − α ≤ g(t · x)− g(x) =

∫ t

0

ġ(τ · x)dτ =

∫ t

0

(∇g(τ · x)| − h(τ · x))dτ.

Luego si T = 2(β−α)
ρ2

entonces para todo x ∈ V
T · x ∈ g−1(−∞, α].

Además si x ∈ ∂V y T < 0 entonces se cumple que t · x ∈ int(V ). Luego
por el lema de continuidad la función

H : [0, T ]× V −→ E

definida

H(t,x) =

{
(x− t · x)t−1 si t > 0

h(x) si t = 0
(4.6.3.4)

es una homotoṕıa que satisface para todo (t,x) ∈ [0, T ]∂V se tiene H(t,x) 6=
0. Luego por la propiedad de escisión se tiene

d(h,W, 0) = d(h, int(V ), 0) = d(H(T, ·), int(V ), 0)

Finalmente consideramos la homotoṕıa

K : [0, 1]× V −→ E

definida

K(s,x) = (1− s)H(T,x) + s
x− x0

T
.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que B(x0, r) ⊂ int(V ). Dado
que

K(s,x) = (x− [sx0 + (1− s)T · x])T−1

y que T ·x ⊂ g−1(−∞, α] se sigue que para todo (s,x) ∈ [0, 1]×∂V K(s,x) 6=
0. Entonces

d(H(T, ·), int(V ), 0) = d(T−1(id− x0), int(V ), 0) = 1. ¥
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Corolario 4.6.3.14 Sea g ∈ C1(E,R) coerciva, esto es, g(x) −→ ∞ si
‖x‖ −→ ∞. Si para algún r0 > 0 se tiene ∇g(x) 6= 0 para ‖x‖ ≥ r0 en-
tonces d(∇g, r ·B,0) = 1 para todo r ≥ r0.

Demostración. Consideramos B = B(0, 1), α
.
= máx g(r0B) y r

.
=

{‖x‖ : g(x) ≤ α}. Ahora hay que obnservar que estamos en las condiciones
del lema anterior para β > máx g(rB) y x0 = 0 y el resultado se sigue
aplicando la propiedad de escisión del grado. ¥

Ahora podemos probar el resultado fundamental de esta subsección refe-
rido a la existencia de soluciones T -periódicas.

Teorema 4.6.3.15 (Teorema de Krasnosel’skii).

Sea E un espacio de Hilbert finito dimensional, tal que f ∈ C1−(R×E,E)
es T -periódica en la variable t ∈ R. Si V ∈ C1(E,R) tal que para algún r0 > 0

(∇V (x) | f(t,x)) < 0,

para todo ‖x‖ ≥ r0 y 0 ≤ t ≤ T entonces la ecuación T-periódica

ẋ = f(t,x)

tiene al menos una solución T-periódica.

Demostración. Comenzamos con el caso V (x) −→ ∞ cuando ‖x‖ −→
∞.

Nuevamente consideramosB = B(0, 1), α
.
= máx g(r0B) y Ω

.
= V −1(−∞, α].

Luego Ω es relativamente compacto y de acuerdo al criterio 4.6.3.11, cada
punto x ∈ ∂Ω es T-irreversible y además Dom(uT ) ⊂ Ω.

Ahora de la hipótesis del teorema, (∇V (x) | f(t,x)) < 0, por la propo-
sición 4.6.3.10 y el corolario 4.6.3.14 se sigue que d(f(0, ·),Ω, 0) 6= 0. Luego
aplicando la propiedad de solución se sigue el resutlado.

Si V (x) −→ −∞ cuando ‖x‖ −→ ∞. entonces por la periodicidad de
f(·,x) se puede aplicar el caso anterior a la función −V y la eccuación ż =
−f(t, z). Luego la ecuación tiene una solución T-periódica v. Si ponemos
u(t)

.
= v(−t) obtenemos para todo t ∈ R

u̇(t) = −v̇(−t) = −(−f(t,v(−t))) = f(t,v(−t)) = f(t,u(t)).

Luego u es una solución T-periódica de la ecuación ẋ = f(t,x). ¥
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Observación 4.6.3.16 1. La prueba da una estimación a priori para las
soluciones T -periódicas.

2. La función V que realiza la condición del producto interno se llama
guiding function de la ecuación

∗ Orbitas periodicas y puntos cŕıticos de los flujos planos.

Teorema 4.6.3.17 Si Γ es una curva de Jordan de clase C1 y φ ∈ C1(Γ,R2/{0})
un campo de vectores tangentes orientados positivamente a lo largo de Γ, es
decir en cada punto x el vector φ(x) tiene la misma dirección que el vector
tangente, entonces d(φ,Ω,0) = w(φ,Γ) = 1

Demostración. Es consecuencia de la definción que hemos dado del
número de vueltas y la coincidencia con la noción de grado. ¥

Teorema 4.6.3.18 Sea f ∈ C1(X,R2) un campo plano y γ una órbita pe-
riódica no-cŕıtica de la ecuación diferencial ẋ = f(x) tal que su interior
Ω ⊂ X. Entonces d(f,Ω,0) = 1.

Demostración. Consideramos γ = ∂Ω con la orientación de borde indu-
cida por Ω y el flujo asociado al campo−f. Luego d(−f,Ω,0) = (−1)2d(f,Ω,0) =
1 y de ah́ı el resultado. ¥

Corolario 4.6.3.19 Con las mismas hipótesis que en el teorema anterior
existe al menos un punto cŕıtico.

Demostración. Es consecuencia directa del hecho de que d(f,Ω,0) =
1 6= 0. ¥

Esto puede ser usado para probar la no existencia de órbitas periódicas,

no-crı́ticas.

Proposición 4.6.3.20 Sea X simplemente conexo y supongamos que f tiene
exactamente un cero, en x0. Entonces si x0 es un punto de ensilladura

entonces no existen órbitas periódicas no-cŕıticas de la ecuación ẋ = f(x).

Demostración. Si γ fuera una órbita periódica no-cŕıtica de la ecuación y
Ω su interior entonces por ser X simplemente conexo tendŕıamos que Ω ⊂ X.
Luego por el teorema 4.6.3.18 se cumpliŕıa 1 = d(f,Ω,0) = i(f,x0). Pero
por otro lado como se trata de un punto de ensilladura i(f,x0,0) = −1 y se
llega a una contradición. ¥

Por último podemos dar un criterio de existencia de punto cŕıtico
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Proposición 4.6.3.21 Sea K ⊂ X compacto, simplemente conexo, no vacio
y positivamente (o negativamente) invariante. Entonces existe al menos un
punto cŕıtico en K.

Demostración. Supongamos que K es positivamente invariante y consi-
deremnos un punto x ∈ K. Si la órbita asociada al punto, ω(x), no contiene
puntos cŕıticos entonces es periódica. Como K es simplemente conexo el in-
terior de ω(x), que denotamos como Ω, está completamente incluido en X
de manera que en Ω hay un punto cŕıtico de acuerdo al corolario 4.6.3.19. Si
K fuera negativamente invariante se aplica el anterior argumento al campo
−f. ¥
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Caṕıtulo 5

Extensión del grado de
Brouwer a espacios vectoriales
normados de dimensión infinita:
el grado de Leray-Schauder.

La teoŕıa de grado puede formularse para espacios vectoriales localmente
convexos y si bien se pierde algo de generalidad al hacerlo para espacios
normados de dimensión infinita, se simplifica la exposición. En este caṕıtulo
encaramos esa tarea.

Sea (X, ‖·‖) un R-espacio vectorial normado de cualquier dimensión (e-
v-n). Consideremos Ω ⊂ X un conjunto abierto y acotado de X, y ∂Ω su
frontera. Nos preguntamos cuál es la clase de funciones φ : Ω ⊂ X −→ X
para las cuales podŕıamos definir una función, que seguiremos llamándola
grado, con las siguientes propiedades:

1. (Normalización.) Si p ∈ Ω entonces

d(I,Ω,p) = 1 (5.0.3.1)

2. (Propiedad de existencia de p-puntos.) Si φ : Ω ⊂ X −→ X
entonces

d(φ,Ω,p) 6= 0 ⇒ ∃x ∈ Ω : φ(x) = p (5.0.3.2)

3. (Invariancia bajo homotopı́as.) si H es una homotoṕıa tal que pa-
ra todo t ∈ [0, 1] p /∈ Ht(∂Ω) entonces para todo t ∈ [0, 1]

d(Ht,Ω,p) = d(H0,Ω,p) (5.0.3.3)

137
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Veremos que no podemos definir tal función con las propiedades deseadas
sobre la clase de las funciones continuas. Para esto bastará dar un ejemplo en
el cual la construcción falla. Este ejemplo fue dado originalmente por Leray
[Leray L. 1934] y considerado por varios autores que han trabajo sobre el
tema [Lloyd N. G., 1978 pp 53-54; Cronin J. 1964, pp 128-130].

Ejemplo 5.0.3.22 (Leray). Sea X = C([0, 1],R) con la norma infinito.
Sea x0 ∈ X la función constante, x0(s) = 1

2
para s ∈ [0, 1], y consideremos

Ω = {x ∈ X : ‖x− x0‖∞ < 1
2
} abierto y acotado en X. Sea z ∈ X tal que

z(0) = 0, z(1) = 1 y 0 ≤ z(s) ≤ 1 para todo s ∈ [0, 1] y φ : Ω −→ X definida
φ(x) = z ◦ x.

Consideremos ahora, la homotoṕıa H : [0, 1]×Ω −→ Ω definida H(t, x) =
tφ(x) + (1− t)x donde (t, x) ∈ [0, 1]× Ω.

Veamos que H(t, ∂Ω) ⊂ ∂Ω. Si y ∈ ∂Ω entonces ‖y − x0‖∞ = 1
2
. Luego

existe algún s0 ∈ [0, 1] tal que y(s0) = 0 o bien y(s0) = 1 y por lo tanto
0 ≤ y(s) ≤ 1 para todo s ∈ [0, 1].

Si y(s0) = 0 entonces para todo t ∈ [0, 1]

H(t, y)(s0) = tφ(y)(s0) + (1− t)y(s0) =
= t(z ◦ y)(s0) = t z(y(s0)) = t z(0)) = 0,

(5.0.3.4)

y análogamente si y(s0) = 1 entonces para todo t ∈ [0, 1]

H(t, y)(s0) = tφ(y)(s0) + (1− t)y(s0) =
= t(z ◦ y)(s0) + 1− t = t z(y(s0)) + 1− t =

= t z(1) + 1− t = 1.
(5.0.3.5)

Por otro lado

H(t, y)(s) = tφ(y)(s) + (1− t)y(s) = t(z ◦ y)(s) + (1− t)y(s)

y como 0 ≤ z(y(s)) ≤ 1, 0 ≤ y(s) ≤ 1 para todo s ∈ [0, 1] se tiene que
0 ≤ H(t, y)(s) ≤ 1 para todo t ∈ [0, 1]. En definitiva ‖H(t, y)− x0‖∞ = 1

2
y

aśı H(t, y) ∈ ∂Ω para todo t ∈ [0, 1].

Ahora supongamos que las tres propiedades se cumplen y consideremos
una función w ∈ Ω. Como H(t, ∂Ω) ⊂ ∂Ω para todo t ∈ [0, 1] entonces
el grado de Ht en w relativo a Ω esta definido para todo t ∈ [0, 1]. Por
invariancia bajo homotoṕıa se tiene que

d(φ,Ω, w) = d(I,Ω, w).
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Por otra parte, por la propiedad de la identidad

d(φ,Ω, w) = 1

y por la propiedad de solución, la ecuación

φ(x) = w

tiene al menos una solución para algún x ∈ Ω.

Veamos que esto es falso. Para ello elegimos w(s) = 1
2
s+ 1

4
y

z(s) =





s 0 ≤ s ≤ 1
2

1− s 1
2
≤ s ≤ 5

8
5
3
(s− 1) + 1 5

8
≤ s ≤ 1

(5.0.3.6)

Ahora se observa que si x ∈ Ω es una solución de la ecuación φ(x) =
z ◦ x = w debe ocurrir que φ(x)(0) = z(x(0)) = w(0) = 1

4
de manera

que por la definición de z se tiene que x(0) = 1
4
; análogamente φ(x)(1) =

z(x(1)) = w(1) = 3
4

de forma tal que x(1) = 17
20
. Además observemos que

z(3
8
) = z(5

8
) = 3

8
. Luego siendo x continua, por el teorema de los valores

intermedios, se tiene que 3
8
, 5

8
∈ [1

4
; 17

20
] ⊂ =(x) y por tanto existen dos puntos,

s0, s1 ∈ [0, 1] con s0 6= s1 tal que x(s0) = 3
8

y x(s1) = 5
8
. Pero entonces se

obtiene una contradicción pues en tal caso

w(s0) = φ(x)(s0) = z(x(s0)) = z(
3

8
) = z(

5

8
) = z(x(s1)) = φ(x)(s1) = w(s1)

con s0 6= s1. Luego la ecuación φ(x) = w no tiene solución.

Esto demuestra que no podemos definir el grado en espacios normados de
dimensión infinita para todas las funciones continuas. Necesitamos restringir
esa clase de funciones.

5.1. Definición del grado de Leray-Schauder.

El primer paso consiste en delimitar el tipo de funciones para las cuales
podremos definir el grado.

Definición 5.1.0.23 Sean E y F , e-v-n y M ⊂ E. La transformación T :
M −→ F se dice compacta sii

1. T es continua.
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2. Para todo conjunto acotado A ⊂M el conjunto T (A) es relativamente
compacto, es decir, T (A) es compacto.

Una de las propiedades claves para la definición del grado en un e-v-n
de dimensión infinita es que las transformaciones compactas con dominios
acotados pueden aproximar por transformaciones cuyo rango es de dimen-
sión finita. Estas funciones se llaman habitualmente de rango finito; más
precisamente:

Definición 5.1.0.24 Sean E y F , e-v-n y M ⊂ E. La transformación T :
M −→ F se dice de rango finito sii T (M) = =T ⊃ V , con V un subes-
pacio de F finito dimensional.

Teorema 5.1.0.25 (Teorema de aproximación).

Sean E y F , e-v-n y M ⊂ E acotado. Si T : M −→ F es compacto
entonces para cada ε > 0 existe una transformación continua Tε : M −→ F
de rango finito tal que para todo u ∈M

‖T (u)− Tε(u)‖ < ε. (5.1.0.7)

Demostración. Siendo T (M) un conjunto relativamente compacto po-
demos recubrirlo mediante un conjunto finito de bolas B(vi, ε), i = 1, 2, ..., n.
en F de radio ε y centros vi ∈ T (M). Ahora para cada i = 1, 2, ..., n y u ∈M
definimos las funciones continuas,

mi,ε(u) = máx{0, ε− ‖T (u)− vi‖} (5.1.0.8)

Observemos que cada función mi,ε es continua y no negativa mi,ε(u) ≥ 0
y que mi,ε(u) 6= 0 sii u ∈ T−1(B(vi, ε)). Además dado u ∈ M existe un
ı́ndice i ∈ {1, 2, ..., n}, tal que mi(ε,u) 6= 0, de manera que las siguientes
funciones, estan bien definida y son continuas

θi,ε(u) =
mi,ε(u)∑n
1 mi(ε,u)

(5.1.0.9)

para i = 1, 2, ..., n.

Luego se tiene que

sopθi,ε = T−1(B(vi, ε))
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y
n∑
1

θi,ε(u) = 1

para todo u ∈M.

Ahora podemos definir la transformación buscada

Tε(u) =
n∑
1

θi,ε(u)vi.

En primer lugar es continua por ser combinación lineal de continuas y es
de rango finito dado que la imagen de T está contenida en el sistema generado
por los vectores v1,v2, ...,vn, o sea =Tε ⊂ s.g {v1.v2, ...,vn}. Finalmente
teniendo en cuenta que ‖T (u)− vi‖ < ε y que

∑n
1 θi,ε(u) = 1 obtenemos

que para todo u ∈M

‖T (u)− Tε(u)‖ =
∥∥∥∑i=n

i=1 θi,ε(u)(T (u)− vi)
∥∥∥

≤ ∑n
1 θi,ε(u) ‖T (u)− vi‖

<
∑n

1 θi,ε(u)ε = ε. ¥
(5.1.0.10)

Nosotros trabajaremos con funciones que resultan ser perturbaciones com-
pactas de la identidad, es decir funciones φ de la forma I−T con I la identidad
sobre Ω y T : Ω ⊂ X −→ X compacta, con X e-v-n y Ω un conjunto abierto
y acotado.

Por el teorema 5.1.0.25 podemos aproximar T a través de una transfor-
mación Tε de rango finito, con ε tan pequeño como se necesite. Si p ∈ X
definiremos d(φ,Ω,p) mediante el grado de I − Tε relativo a un subespacio
vectorial de dimensión finita convenientemente elegido; aqúı se debe tener
presente la extensión de la noción de grado a espacios de Banach de dimen-
sión finita establecida en el segundo caṕıtulo.

En lo que sigue, si m ≤ n identificaremos

Rm ∼ {x ∈ Rn : xm+1 = xm+2 = ... = xn = 0}.

y escribiremos Ωm .
= Rm ∩ Ω, Ω

m .
= Rm ∩ Ω.

El siguiente lema técnico será fundamental para esta tarea
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Lema 5.1.0.26 Sean m ≤ n, Ω ⊂ Rn un conjunto abierto y acotado y
φ ∈ C(Ω,Rm). Supongamos que ψ : Ω −→ Rn tal que

ψ(x) = x + φ(x)

y χ
.
= ψ|Ωm. Entonces si p ∈ Rm/ψ(∂Ω) entonces

d(ψ,Ω,p) = d(χ,Ωm,p) (5.1.0.11)

Demostración. El resultado es cierto si Ωm = ∅ puesto que en tal caso
p /∈ ψ(Ω) y por lo tanto 0 = d(ψ,Ω,p) = d(χ,Ωm,p).

Supongamos entonces que Ω
m 6= ∅. Observamos en primer lugar que

χ(Ω
m

) ⊂ Rm y como ∂(Ωm) ⊂ Rm/∂Ω entonces p /∈ χ(∂Ωm) y d(χ,Ωm,p)
está definido. Si ψ(x) = p entonces x = p− φ(x) ∈ Rm. Luego ψ−1({p}) ⊂
Ωm y aśı ψ−1({p}) = χ−1({p}).

Consideremos el caso φ ∈ Ar
p,1. Observemos si

M =

(
Dχ(x) 0m
∗ In−m

)

entonces para todo x ∈ χ−1({p}) = ψ−1({p}) se tiene

sigJψ(x) = sig detM = sigJχ(x)

y por lo tanto, por definición

d(ψ,Ω,p) =
∑

x∈ψ−1 sigJψ(x) =∑
x∈ψ−1({p}) sig detM =∑

x∈χ−1({p}) sigJχ(x).
(5.1.0.12)

Luego en este caso vale la tesis d(ψ,Ω,p) = d(χ,Ωm,p).

Ahora vemos el caso general φ ∈ Ap,0. Comenzamos eligiendo funciones

φ̂j ∈ C1(Ω,Rn), j = 1, 2, 3, ..., n con φ̂j = 0 para todo j = m,m+ 1, ..., n tal

que si φ̂ = (φ̂1, φ̂2, ..., φ̂n) entonces para todo x ∈ Ω se tiene
∥∥∥φ̂(x)− φ(x)

∥∥∥ < ρ(p, ψ(∂Ω)).

Ponemos ψ̂(x) = x + φ̂(x) y consideramos χ̂
.
= ψ̂|Ωm , la restricción de ψ̂

al conjunto Ω
m

.
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Por otro lado como ψ̂−1({p}) ⊂ Ωm y el conjunto de puntos cŕıticos de
χ̂, Cbχ, tiene m-medida cero podemos suponer que p /∈ Cbχ, trasladando la

función φ̂ un poco si fuera necesario. Luego

d(ψ,Ω,p) = d(ψ̂,Ωm,p)

y el resultado se sigue de la primera parte de esta demostración. ¥

Una vez delimitada la clase de funciones sobre las que operaremos ha-
remos uso del teorema 5.1.0.25 y del lema 5.1.0.26 para definir el grado de
Leray-Schauder. Para organizar esa tarea destacamos cuatro pasos funda-
mentales.

Recordamos que X es un e-v-n, Ω ⊂ X un conjunto abierto y acotado,
p ∈ X y φ : Ω −→ X, donde ψ = I − T es una perturbación compacta de la
identidad, Además seguimos suponiendo como siempre que p /∈ φ(∂Ω).

1. En primer lugar afirmamos que

r = ρ(p, φ(∂Ω)) = inf
x∈∂Ω

{‖p− φ(x)‖} > 0.

Supongamos que no, entonces existe una sucesión {xn}n∈N ⊂ ∂Ω tal que
φ(xn) −→ p. Siendo T compacto y {xn}n∈N acotada existe una subsucesión
de {T (xn)}n∈N que converge. Sin pérdida de generalidad podemos suponer

que se trata de la misma sucesión. Luego existe y ∈ T (Ω) tal que T (xn) −→
y. Entonces

xn = T (xn) + φ(xn) −→ y + p.

Pero siendo que ∂Ω es cerrado entonces y+p ∈ ∂Ω. Además por continuidad
y unicidad del ĺımite

y = ĺım
n−→∞

T (xn) = T (y + p)

y en consecuencia

φ(y + p) = I(y + p)− T (y + p) = y + p− y = p.

Pero entonces se concluye que p ∈ φ(∂Ω) y esto contradice lo que hemos
supuesto.

2. En segunda instancia si 0 < ε < r entonces de acuerdo al teorema
5.1.0.25 existe una tansformación de rango finito que satisface ‖T (u)− Tε(u)‖ <
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ε. Sean Sε
.
= s.g{Tε(Ω);p}, Ωε

.
= Sε ∩Ω y para todo x ∈ Ω consideremos la

función
φε(x)

.
= x− Tε(x).

Ahora Ωε es un conjunto abierto y acotado de Sε, y ∂Ωε ⊂ ∂Ω. Entonces
φε(∂Ωε) ⊂ Sε y para todo x ∈ ∂Ω se tiene que

‖φε(x)− p‖ ≥ r − ε > 0

de manera que p /∈ φε(∂Ωε) y d(φε,Ωε,p) está definido. En el caso de que
Ωε = definimos d(φε,Ωε,p) = 0.

3. En tercer lugar observamos que d(φε,Ωε,p) es independiente de ε si
0 < ε < r. Para ver eso consideramos ε, η ∈ (0, r) y Sµ

.
= s.g {Sε;Sη},

Teniendo en cuenta el lema 5.1.0.26 se tiene que

d(φε,Ωε,p) = d(φε,Ωµ,p)
d(φη,Ωη,p) = d(φη,Ωµ,p).

(5.1.0.13)

Ahora consideramos la homotoṕıa H : [0, 1]× Ωµ −→ Ωµ definida

H(t,x) = tφε(x) + (1− t)φη(x).

Entonces

‖Ht − φ(x)‖ ≤
t ‖φε(x)− φ(x)‖+ (1− t) ‖φη(x)− φ(x)‖

< tε+ (1− t)η < r
(5.1.0.14)

Asimismo si x ∈ ∂Ωµ tenemos

‖Ht(x)− p‖ ≥ ‖φ(x)− p‖ − ‖φ(x)−Ht(x)‖ > 0.

Luego vale que
d(φη,Ωµ,p) = d(φε,Ωµ,p)

y aplicando la ecuación (5.1.0.13) se obtiene la independencia.

4. Finalmente elegimos V ⊃ Sε un R-e-v de dimensión finita, con 0 <
ε < r, y consideramos ΩV

.
= Ω ∩ V. Entonces aplicacndo el lema 5.1.0.26 se

obtiene
d(φε,ΩV,p) = d(φε,Ωε,p).

Como śıntesis podemos dar la siguiente:
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Definición 5.1.0.27 Definción del grado de Leray-Schauder Sean Ω ⊂
X abierto y acotado, φ = I − T con T : Ω −→ X compacto, p ∈ X/φ(∂Ω) y

φ̂ = I − T̂ donde T̂ es una transformación continua de rango finito definida
sobre Ω tal que ∥∥∥T (x)− T̂ (x)

∥∥∥ < ρ(p, φ(∂Ω)). (5.1.0.15)

Elegimos V un R-e-v de dimensión finita, tal que

V ⊃ s.g{T̂ (Ω),p}
y consideramos el siguiente conjunto

ΩV = Ω ∩ V
que resulta ser abierto y acotado. Luego definimos

d(φ,Ω,p)
.
= d(φ̂,ΩV,p) (5.1.0.16)

Observación 5.1.0.28 Algunas observaciones referidas a la condición de
acotación del dominio.

1. La denominación ”transformación compacta”no se emplea de manera
uńıvoca. Agunos autores consideran como compactas transformacio-
nes T : X −→ X con la propiedad de que T (X) sea relativamente
compacto. Otros denominan a tales transformaciones çompletamente
continuas”. En tales casos no se pide que Ω sea acotado.

2. La definición que hemos dado puede adaptarse fácilmente para un do-
minio Ω finitamente acotado, esto significa que para cada V, R-e-v de
dimensión finita, Ω ∩ V es acotado.

3. También podemos definir la noción de grado para φ = I − T , donde T
manda acotados en precompactos. En principio esta condición es más
débil que T compacto, pero para espacios completos coinciden.

Observación 5.1.0.29 Cronin define el grado para transformaciones de Leray-
Schauder generalizadas admisibles. es decir para funciones φ : Ω ⊂ X −→ X,
X e-v-n, Ω ⊂ X abierto y acotado, del tipo

φ(x) = λ(x) · x− T (x)

con λ una función a valores reales tal

0 < m ≤ λ(x) ≤M

para todo x ∈ Ω. La condición de admisibilidad sigue siendo la misma:
p /∈ φ(∂Ω) [Cronin, J. 1964].
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5.2. Algunas propiedades del grado de Leray-

Schauder.

En el segundo caṕıtulo hemos demostrado una serie de resultados de la
teoŕıa de grado. Esos resultados fueron establecidos en los teoremas: 2.2.0.10
(normalización), 4.4.1.7 (propiedad de solución), 2.6.1.3 (punto 1: d(·,Ω,p)
es localmente constante en la primer variable y punto 2: invariancia bajo
homotopias), 2.6.1.5 (la función d(φ,Ω,p) es localmente constante), 2.6.1.6
(dependencia de los valores sobre el borde), 2.6.1.7 (Poincaré-Böhl), y 2.6.1.8
(traslación). En esta sección consideramos las propiedades análogas en el con-
texto de las transformaciones de Leray-Schauder. Las demostraciones siguen
las estrategias utilizadas en la definición 5.1.0.27 y la teoŕıa del grado de
Brouwer.

Como en la sección anterior X es un e-v-n, Ω ⊂ X abierto y acotado,
p ∈ X, φ : Ω −→ X, ψ = I − T con T compacto y p /∈ φ(∂Ω).

Antes de comenzar precisamos cierta notación que simplifique la escritura.
Denotamos al conjunto de todas las transformaciones compactas como

K(M)
.
= {T : M ⊂ X −→ X : T es compacto} (5.2.0.17)

y al conjunto de las perturbaciones compactas de la identidad, como

KI(M)
.
= {φ = I − T : T ∈ K(M).}. (5.2.0.18)

Una perturbación compacta de la identidad admisible es una trans-
formación φ ∈ KI(Ω) tal que p /∈ φ(∂Ω). Denotamos a dicho conjunto de la
siguiente manera

KI,p(Ω)
.
= {φ = I − T : T ∈ K(Ω) y p /∈ φ(∂Ω).}. (5.2.0.19)

Una perturbación compacta de la identidad admisible, φ ∈ KI,p(Ω) suele
llamarse transformación de Leray-Schauder [Rothe E. H., 1984].

En primer lugar comprobaremos que con esta definición se cumplen las
tres propiedades fundamentales.

Teorema 5.2.0.30 (Normalización.)

Si φ = I es la función identidad entonces

d(φ,Ω,p) =

{
1 si p ∈ Ω
0 si p /∈ Ω

(5.2.0.20)
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Demostración. En este caso T = 0 de manera que elegimos T̂ = 0 y V
un R-e.v tal que V ⊃ s.g.{p}. Luego se aplica el resultado análogo relativo a
la teoŕıa del grado de Brouwer. ¥

Teorema 5.2.0.31 (Propiedad de solución.)

Sea φ ∈ KI,p(Ω) y d(φ,Ω,p) 6= 0. Entonces existe x ∈ Ω tal que φ(x) = p.

Demostración. Consideramos una transformación de rango finito T̂ =
Tε que aproxima a T y V un R-e.v como en la definición 5.1.0.27 tal que
d(φ,Ω,p) = d(φ,ΩV,p) donde como siempre ΩV = Ω ∩ V. La función φ̂
está definida sobre Ω y por elección para todo x ∈ Ω se tiene

∥∥∥φ(x)− φ̂(x)
∥∥∥ =

∥∥∥T (x)− T̂ (x)
∥∥∥ < ε.

Ahora teniendo en cuenta que d(φ,Ω,p) 6= 0 entonces para todo n sufi-
cientemente grande, existe xn ∈ Ω tal que

xn − T 1
n
(xn) = p.

Luego se obtiene una sucesión {xn}n∈N acotada y como {T (xn)}n∈N es rela-
tivamente compacto existe una subsucesión que converge. Nuevamente po-
demos suponer que se trata de la misma sucesión de forma que {T (xn)}n∈N
converge a un punto ζ. Entonces

‖xn − T (xn)− p‖ =
∥∥∥T 1

n
(xn)− T (xn)

∥∥∥ < 1

n

y por lo tanto xn −→ ζ+p. Teniendo en cuenta que T es continua y el ĺımite
es único T (xn) −→ T (ζ + p) y por lo tanto T (ζ + p) = ζ. Aśı

φ(ζ + p) = ζ + p− T (ζ + p) = ζ + p− ζ = p. ¥

Para comprobar la invariancia bajo homotoṕıa necesitamos adecuar el
concepto de homotoṕıa a las transformaciones compactas.

Definición 5.2.0.32 (Homotopı́a de transformaciones compactas.) Sean
M ⊂ X y H : [0, 1]×M −→M una función tal que para todo t ∈ [0, 1] se tie-
ne que Ht ∈ K(M). Se dice que H es una homotopı́a de transformaciones

compactas sobre M si dado ε > 0 y L ⊂ M acotado entonces existe
δ = δ(ε, L) tal que si x ∈ L y |t− s| < δ entonces

‖Ht(x)−Hs(x)‖ < ε (5.2.0.21)
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Teorema 5.2.0.33 (Invariancia bajo homotopı́a compactas.)

Sea Ω ⊂ X abierto y acotado y H una homotoṕıa de compactos sobre
Ω tal que para todo t ∈ [0, 1] φt = (I − Ht) ∈ KI,p(Ω). Entonces para todo
t ∈ [0, 1]

d(φt,Ω,p) = d(φ0,Ω,p), (5.2.0.22)

es decir el grado es independiente de t.

Esquema de la Demostración. En primer lugar se prueba que existe
r > 0 tal que

‖φt(x)− p‖ ≥ r

uniformemente para todo t ∈ [0, 1] y x ∈ ∂Ω.

Si suponemos que no, entonces existirán sucesiones {tn} ⊂ [0, 1] y {xn} ⊂
∂Ω tal que para todo n ∈ N ‖ηn‖ .

= ‖φtn(xn)− p‖ < 1
n
. La sucesión {tn}

tiene una sucsucesión convergente, digamos que converge a τ ∈ [0, 1]. Luego
siendo Hτ compacta y {xn} acotada entonces Hτ (xn) tiene una subsucesión
convergente que la identificamos con la original, digamos que

Hτ (xn) −→ y.

Usando el hecho de que la homotop̀ıa es de transformaciones compactas
sobre Ω se tiene

‖Hτ (xn)−Htn(xn)‖ −→ 0.

Luego
Htn(xn) −→ y

y
xn = ηn +Htn(xn) + p −→ y + p.

Como xn ∈ ∂Ω entonces y + p ∈ ∂Ω. Pero entonces φτ (y + p) = p y por lo
tanto se contradice que p /∈ φt(∂Ω) para todo t ∈ [0, 1].

A continuación se define la relación de equivalencia en [0, 1]

s ∼ t sii d(φs,Ω,p) = d(φt,Ω,p)

cuyas clases resultan ser abiertas. Como consecuencia de que [0, 1] es conexo
existe una sola clase; en particular 0 ∼ 1 y de ah́ı el resultado. ¥

Hemos visto en los caṕıtulos anteriores que el grado de Brouwer de una
función sólo depende de los valores que ella asume en en el borde, teorema
2.6.1.6 y observacion 3.3.0.16. Esto mismo sucede con el grado de Leray-
Schauder.
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Teorema 5.2.0.34 (Dependencia del grado respecto de los valores

del campo sobre el borde.) San φ1, φ2 ∈ KI,p(Ω) tal que φ1 = φ2 sobre
∂Ω. Entonces

d(φ1,Ω,p) = d(φ2,Ω,p). (5.2.0.23)

Demostración. Sea φ1 = I − T1 y φ2 = I − T2. Sea H la homotoṕıa de
transformaciones compactas sobre Ω, H : [0, 1]× Ω −→ Ω definida

H(t,x) = tT1(x) + (1− t)T2(x)

y φt = I −Ht.

Si x ∈ ∂Ω entonces como φ1 y φ2 coinciden sobre el borde se tiene que
para todo t ∈ [0, 1], φt(x) = φ1(x) de manera que para todo t ∈ [0, 1] se tiene
que x /∈ φt(∂Ω). Luego concluimos que

d(φ1,Ω,p) = d(φ2,Ω,p). ¥

El teorema de Poincaré-Böhl, sigue siendo válido en el contexto de la
toeŕıa del grado de Leray-Schauder.

Teorema 5.2.0.35 (Teorema de Bölh-Poincaré para el grado de Leray-Schauder.)

Sean φ0, φ1 ∈ KI,p(Ω) y para todo t ∈ [0, 1], x ∈ Ω y H : [0, 1]×Ω −→ X
definida

H(t,x) = (1− t)φ0 + tφ1

tal que para todo t ∈ [0, 1] se tiene p /∈ Ht(∂Ω)). Entonces d(Ht,Ω,p) es
independiente del parámetro t.

Demostración. Bastará con ver que H es una homotoṕıa de transfor-
maciones compactas. Para ello observemos que siendo φ0(x) = x − F0(x) y
φ1(x) = x−F1(x) ambas perturbaciones compactas de la identidad, se tiene
que

H(t,x) = (1− t)[x− F0(x)] + t[x− F1(x)] = x + [(1− t)F0(x) + tF1(x)]

es una perturbación compacta de la identidad. Por otro lado la hipótesis
garantiza que Ht ∈ KI,p(Ω) y por lo tanto el grado esta definido. Ahora se
aplica el teorema 5.2.0.33. ¥

Hemos visto, en el cuarto caṕıtulo, dos versiones del teorema de Rouche
4.5.0.6 y 4.5.0.7. Para finalizar esta sección generalizamos el teorema de Rou-
che, en el contexto de los espacioes de Banach X de dimensión infinita. Esta
generalización es una consecuencia del teorema de Poincaré-Böhl
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Teorema 5.2.0.36 (Generalización del Teorema de Rocuhe.)

Sean φ0,∈ KI,p(Ω) y φ1 : Ω −→ X una perturbación compacta de la
identidad tal que

‖φ1(x)− φ0(x)‖ < ‖φ0(x)− p‖
para todo x ∈ ∂Ω. Entonces φ1 ∈ KI,p(Ω) y además

d(φ1,Ω,p) = d(φ0,Ω,p).

Demostración. Para todo t ∈ [0, 1] y x ∈ Ω definimos

H(t,x) = (1− t)φ0 + tφ1.

Entonces para todo x ∈ Ω se tiene

Ht(x)− p = φ0(x)− p + t[φ1(x)− φ0(x)]

y por lo tanto

‖Ht(x)− p‖ > ‖φ0(x)− p‖ − ‖φ1(x)− φ0(x)‖ .

De aqúı se deduce que para todo t ∈ [0, 1] vale que p /∈ Ht(∂Ω)) de
manera que Ht ∈ KI,p(Ω). Ahora el resultado se obtiene aplicando el teorema
5.2.0.35. ¥

Otra propiedad de importancia que se cumple es la invariancia bajo tras-
lación

Teorema 5.2.0.37 (invariancia bajo traslacion). Sea φ ∈ KI,p(Ω),
q ∈ X y φ1(x) = φ(x)− q para todo x ∈ Ω. Entonces

d(φ,Ω,p) = d(φ1,Ω,p− q). (5.2.0.24)

Demostración. Sean φ = I − T y φ1 = I − T1 con T1 = T + q y
T, T1 ∈ K1(Ω). Supongamos que T̂ es una transformación de rango finito
que aproxima a T en el sentido de la definición del grado de Leray 5.1.0.27,
entonces para todo x ∈ Ω vale que

∥∥∥T̂ (x)− T (x)
∥∥∥ < r = ρ(p;φ(∂Ω)).
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Luego si ponemos T̂1 = T̂ + q se tiene que T̂1 aproxima a T1 y para todo
x ∈ Ω se cumple que

∥∥∥T̂1(x)− T1(x)
∥∥∥ < r = ρ(p;φ(∂Ω)).

Ahora elegimos un V un R-espacio vectorial que contenga T̂1(Ω), T̂1(Ω),

p y p − q y ponemos ΩV = Ω ∩ V. Entonces definiendo φ̂ = I − T̂ y φ̂1 =
I − T̂1 se tiene por definición 5.1.0.27 d(φ,Ω,p) = d(φ̂,ΩV,p) y también

d(φ1,Ω,p− q) = d(φ̂1,ΩV,p− q).

Ahora se aplica el teorema 2.6.1.3, referido a la invariancia bajo transla-
ción relativa a la teoŕıa del grado de Brouwer a los dos miembros derechos y
obtenemos el resultado deseado:

d(φ,Ω,p) = d(φ1,Ω,p− q). ¥

Cerramos esta sección señalando otras propiedades válidas para el grado
de Leray algunas de las cuales hemos probado para el grado de Brouwer;
sus demostraciones o bien resultan de las propiedades ya demostradas o bien
se basan en la misma estrategia utilizada anteriormente: se comienza por
elegir una aproximación de rango finito de la transformación compacta y
un subespacio de dimensión finita que contenga al sistema generado por el
rango de la aproximación y el punto en cuestión; luego se aplica alguna de
las propiedades ya probadas para el grado de Brouwer; estas demostraciones
pueden encontrarse en el texto ”Degree theory”de LLoyd [LLoyd N. G.,1978].

Teorema 5.2.0.38 La función grado es localmente constante en la

primer variable).

Sean φ ∈ KI,p(Ω) tal que para todo x ∈ Ω,

‖φ(x)− ψ(x)‖ < r = ρ(p, φ(∂Ω)

Entonces,

ψ ∈ KI,p(Ω) y d(φ,Ω,p) = d(ψ,Ω,p). (5.2.0.25)

(Referencia análoga en la teoŕıa de Brouwer: punto uno del teorema 2.6.1.3).

Teorema 5.2.0.39 (La función d(φ,Ω, p) es localmente constante.)

Sea φ ∈ KI,p(Ω). Entonces d(φ,Ω,p) es el mismo para todo p en el mismo
componente conexo de [φ(∂Ω)]c

(Referencia análoga en la teoŕıa de Brouwer: teorema 2.6.1.5).
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Teorema 5.2.0.40 Sea φ ∈ KI,p(Ω) Entonces

1. 1. (Descomposición del dominio). Sean {Ωi}1≤i≤n abiertos que par-
ticionan a Ω entonces

d(φ,Ω,p) =
∑

1≤i≤n
d(φi,Ωi,p) (5.2.0.26)

donde φi = φ|Ωi
.

2. 2. (Escisión). Si K ⊂ Ω es cerrado y p /∈ φ(K). entonces

d(φ,Ω,p) = d(φ,Ω−K,p) (5.2.0.27)

(Referencia análoga en la teoŕıa de Brouwer: teorema 2.6.2.1).

Teorema 5.2.0.41 (Teorema de la Multiplicación.)

Sea φ ∈ KI,p(Ω), M ⊃ φ(Ω) abierto y acotado; 4 = M − φ(∂Ω) y
4i, i = 1,2... los componentes conexos de 4. Entonces si ψ ∈ K1(Ω) y
p /∈ ψ(φ(∂Ω)) ∪ ψ(∂M) entonces

d(ψ ◦ φ,Ω,p) =
∑
j

d(ψ,4j,p)d(φ,Ω,4j) (5.2.0.28)

(Referencia análoga en la teoŕıa de Brouwer: teorema 2.7.0.10).

Teorema 5.2.0.42 (Transformaciones impares).

Sea X un espacio de Banach, Ω ⊂ X abierto, acotado, simétrico tal que
0 ∈ Ω. Si φ ∈ KI,0(Ω) y para todo x ∈ Ω

φ(x)

‖φ(x)‖ 6=
φ(−x)

‖φ(−x)‖

entonces d(φ,Ω,0) es un entero impar.

Una de las consecuencias de este resultado es un importante teorema de
la aplicación abierta.

Teorema 5.2.0.43 (Invariancia del dominio).

Sea X un espacio de Banach, y Ω ⊂ X abierto y acotado. Si φ ∈ KI(Ω)
es inyectiva entonces φ(Ω) es abierto.
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Teorema 5.2.0.44 (Separación).

Sean X un espacio de Banach, Ω1,Ω ⊂ X abiertos, acotados y homeo-
morfos via h ∈ KI(Ω). Entonces [Ω1]

c y [Ω]c o bien tienen la misma cantidad
finita de componentes conexas o bien ambos tienen una cantidad infinita nu-
merable de componentes conexas.

Teorema 5.2.0.45 (Grado de homeomorfismos).

Sea X un espacio de Banach, Ω ⊂ X abierto, acotado, y φ : Ω −→ φ(Ω)
biyectiva y φ ∈ KI(Ω). Entonces, si p ∈ φ(Ω) entonces d(φ,Ω,p) = ±1.

Teorema 5.2.0.46 (Invariancia bajo homotopias compactas generalizada).

Sean Ω̂ ⊂ [0, 1] × X abierto y acotado, f : Ω̂ −→ X compacto, φt(x) =
x− f(t,x) y

Ωt
.
= {x ∈ X : (t,x) ∈ Ω̂}.

Si para todo t ∈ [0, 1] se tiene que φt ∈ KI,p(Ω) entonces d(φt,Ωt,p) es
independiente de t ∈ [0, 1].

(Referencia análoga en la teoŕıa de Brouwer: teorema 2.6.2.4).
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Caṕıtulo 6

Algunas consecuencias y
aplicaciones de la teoŕıa del
grado de Leray-Schauder.

6.1. Teoremas del punto fijo para funciones

compactas definidas en un espacio vec-

torial normado de dimensión infinita.

Teorema 6.1.0.47 Sea S ⊂ X cerrado, acotado, convexo tal que 0 ∈ S◦.
Si φ ∈ K(S) y φ(S) ⊂ S entonces φ tiene al menos un punto fijo.

Demostración. La demostración es esencialmente la misma que se ha
dado para el grado de Brouwer. Sea Ω = S◦. Entonces Ω es abierto, no
vacio, acotado, convexo, con ∂Ω = ∂S. Se considera la misma homotoṕıa
H(t,x) = x− tφ(x) para t ∈ [0, 1] y x ∈ Ω. Si algún punto del borde es fijo
nada hay que probar, suponemos entonces que para todo x ∈ ∂Ω se tiene
φ(x) 6= x. Esto implica de manera inmediata que 0 /∈ H1(∂Ω). Pero además
es fácil ver que todo 0 ≤ t < 1 y todo x ∈ ∂Ω se tiene que t · φ(x) ∈ Ω.
En definitiva 0 /∈ Ht(∂Ω) para todo t ∈ [0, 1]. Luego el grado d(Ht,Ω,0)
está definido para todo t ∈ [0, 1].

Por la invariancia bajo homotoṕıa y el grado de la identidad se concluye
que

d(I − φ,Ω,0) = d(I,Ω,0) = 1.

La existencia de un punto fijo ahora se sigue del teorema de la existencia
de solución de la ecuación x− φ(x) = 0. ¥

155
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Observación 6.1.0.48 En el próximo teorema relajamos un poco la hipóte-
sis referida a S.

Teorema 6.1.0.49 Sea S ⊂ X cerrado, acotado, tal que S◦ = Ω 6= ∅. Sea
φ ∈ K(S) y supongamos que existe w ∈ Ω tal que para todo λ > 1 y todo
x ∈ ∂Ω vale:

φ(x)−w 6= λ(x−w).

Entonces φ tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Omitimos la demostración que es completamente análo-
ga a la dada en 4.4.1.7 para el grado de Brouwer. ¥

Se puede levantar la restricción de que el conjunto S◦ sea no vaćıo a través
del teorema de Dugundji, que utiliza el teorema de extensión de Tietze. En
primer lugar definimos la capsula convexa de un conjunto.

Definición 6.1.0.50 Definimos la cápsula convexa de S co(S) como la
intersección de todos los convexos que contienen a S y la cápsula convexa

cerrada de S ,co(S), como la intersección de todos los convexos cerrados
que contienen a S.

Teorema 6.1.0.51 (Teorema de Dugundji.)

Sea X métrico, S ⊂ X cerrado y L un e-v-n. Entonces toda f : S −→ L
continua tiene una extensión continua F : X −→ L tal que F (X) ⊂ co(f(S)).

Teorema 6.1.0.52 (Teorema de Schauder.) Sea X un e-v-n y S ⊂ X
cerrado, acotado, convexo y no vaćıo. Si φ ∈ K(S) tal que φ(S) ⊂ S, entonces
φ tiene al menos un punto fijo.

Demostración. Sea B una bola cerrada que contiene a S centrada en
el origen. Por el teorema 6.1.0.51 S es una retracción de B, es decir, existe
r : B −→ S tal que r(x) = x para todo x ∈ S. Se define φ̂ = φ ◦ r que
resulta ser compacta puesto que lo es φ. Ahora estamos en las condiciones
del teorema 6.1.0.47 para cerrados convexos no vacios con el origen en su
interior y aplicaciones compactas, luego existe un punto fijo ζ de φ̂. Entonces
ζ = φ̂(ζ) ∈ φ̂(B) ∈ S y ζ = φ̂(ζ) = φ(r(ζ)) = φ(ζ). ¥

Una consecuencia más o menos inmediata de este teorema es el siguiente:

Corolario 6.1.0.53 Sea X un e-v-n y S ⊂ X cerrado, acotado, convexo y no
vaćıo. Sea S homeomorfo a S1 ⊂ X via h. Si φ ∈ K(S1) tal que φ(S1) ⊂ S1,
entonces φ tiene al menos un punto fijo.
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Demostración. Dado el homeomorfismo h se define ψ : S −→ S, ψ
.
=

h−1 ◦φ◦h que resulta ser compacta puesto que lo es φ. Luego por el teorema
de Dugundji ψ tiene un punto fijo ζ y por lo tanto h(ζ) es un punto fijo de
φ. ¥.

Corolario 6.1.0.54 Sea X un e-v-n y S ⊂ X compacto y convexo. Entonces
S-ppf.

Demostración. Sea φ : S −→ S continua. Como S es compacto enton-
ces φ es compacta y tiene un punto fijo de acuerdo al teorema 6.1.0.52 de
Schauder. ¥

Observación 6.1.0.55 Las observaciones que siguen muestran que no es po-
sible generalizar el teorema del punto fijo de Brouwer para conjuntos cerrados,
acotados y convexos. Más precisamente Dugundji demostró que B(0, 1) ⊂ X-
ppf sii dimX <∞ [Dugundji,1951].

Nosotros demostramos esa imposibilidad presentando el siguiente ejemplo
debido a Kakutani [Brown R. F, 1993].

Ejemplo 6.1.0.56 Kakutani. ”Existe un conjunto C cerrado, acotado y
convexo de un X e-v-n y φ : C −→ C continua tal que φ no tiene punto
fijo.”

Consideramos X
.
= l2 = {(xn)n≥1 ⊂ R :

∑
j≥1 x

2
j < ∞}. Para cualquier

x = (xn)n≥1 definimos ‖x‖ =
√∑

j≥1 x
2
j . Luego (X, ‖.‖) es un e-v-n de

dimensión infinita. Consideremos la bola unitaria C = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}
que resulta ser cerrada acotada y convexa. Ahora consideremos

φ(x) = (

√
1− ‖x‖2, x1, x2, ..., xn, ...)

definida sobre C. Entonces observando que ‖f(x)‖ =
√

(1− ‖x‖2) + ‖x‖2 =

1 se concluye que φ(C) ⊂ S, donde S es la esfera de X de radio 1 y centro 0.

Luego se tiene φ : C −→ C definida continua por ser composición de
continuas. Ahora veamos que φ no tiene ningún punto fijo. Si tuviera algún
punto fijo digamos x entonces f(x) = x, de manera que x0 ∈ S pero entonces
f(x) = (0, x1, x2, ..., xn, ...) = (x1, x2, x3, ..., xn, ..) lo cual implica que x = 0
absurdo.

El punto fundamental del ejemplo de Kakutani es que f(S) no es com-
pacto. Para ello basta considerar la sucesión x = {ej}j≥1 donde para todo
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j = 1, 2, ... la sucesión ej tiene un 1 en el lugar j y ceros en cualquier otro. Es-
ta sucesión no tiene ninguna subsucesión convergente puesto que para i 6= j
se tiene que ‖ei · ej‖ =

√
2.

Finalizamos esta sección con una serie de variantes referidas a los teoremas
de punto fijo. El lema siguiente es la clave del posterior teorema

Lema 6.1.0.57 Sea X un espacio de Banach. Si S ⊂ X es compacto enton-
ces co(S) es compacto.

Teorema 6.1.0.58 Sea X un espacio de Banach. Si S ⊂ X cerrado y
convexo y φ : S −→ K es continua con K ⊂ S compacto, entonces φ tiene
al menos un punto fijo.

Demostración. Existe un compacto F tal que S ⊃ F ⊃ φ(S). Entonces
de acuerdo al lema F0

.
= co(F ) es compacto y vale que F0 ⊂ S ⊂ φ(F0) ⊂ F0.

Ahora F0 es un conjunto compacto y convexo de un e-v-n y por lo tanto tiene
la propiedad del punto fijo. ¥

Teorema 6.1.0.59 Sea X un e-v-n, y S ⊂ X cerrado, acotado, convexo tal
que 0 ∈ S◦. Sea H : [0, 1] × S −→ X una homotoṕıa de transformaciones
compactas tal que H(0, ∂S) ⊂ S y H(t,x) 6= x para todo t ∈ [0, 1) y x ∈ ∂S.
Entonces φ = H(1, ·) tiene al menos un punto fijo

Demostración. El conjunto S es convexo y Ω = S◦ 6=, ∂Ω = ∂S. Se
define la homotoṕıa

G(t,x) = x−H(t,x)

para t ∈ [0, 1] y x ∈ Ω. De acuerdo a la hipótesis del teorema 0 /∈ G(t, ∂Ω)
para todo t ∈ [0, 1). Podemos suponer también que 0 /∈ G(1, ∂Ω) = [I −
φ](∂Ω) de lo contrario nada hay que probar. Luego por la invariancia bajo
homotoṕıa

d(G0,Ω,0) = d(G1,Ω,0).

Ahora d(G0,Ω,0) = 1 pues 0 ∈ Ω

Corolario 6.1.0.60 (Teorema de Schaefer).

Sea φ ∈ K(X) y supongamos que

S = {u : u = λ · φ(u) para algún λ ∈ [0, 1)}

es acotado. Entonces φ tiene al menos un punto fijo.
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6.2. Existencia de soluciones T periódicas pa-

ra sistemas de ecuaciones diferenciales

ordinarias de segundo orden.

En esta sección utilizaremos el grado de Leray-Schauder para probar la
existencia de soluciones periodicas de sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden, bajo determinadas hipótesis.

Teorema 6.2.0.61 Sean f : [0, T ] × Rn −→ Rn una función continua, e
I = [r−1 ; r+

1 ]× ...× [r−2 ; r+
2 ]× ...× [r−n ; r+

n ] donde para cada i = 1, 2, ..., n, r+
i

y r−i son escalares tales que r−i < r+
i . Consideremos para cada i = 1, 2, ..., n

las caras i-ésimas del paraleleṕıpedo I denotadas c(i,−) = {x ∈ I : xi =
r−i }, c(i,+) = {x ∈ I : xi = r+

i }, anterior y posterior respectivamente.
Entonces si para cada i = 1, 2, ..., n

fi|[0,T ]×c(i,−) < 0 , fi|[0,T ]×c(i,+) > 0 (6.2.0.1)

el problema T -peŕıodico





üi = fi(t,u), (t,u) ∈ (0, T )× Rn
ui(0) = ui(T )
u̇i(0) = u̇i(T )

(6.2.0.2)

tiene alguna solución u ∈ C2([0, T ],Rn) tal que para todo t ∈ [0, T ] se tiene
u(t) ∈ I, es decir, para cada i = 1, 2, ..., n se cumple que

r−i ≤ ui(t) ≤ r+
i (6.2.0.3)

Observación 6.2.0.62 La demostración de la proposición se basa en una
técnica muy utilizada en el contexto de las pruebas de existencia de sub y
supersoluciones (ver teoremas 6.3.1.2 y 6.3.2.8).

El esquema de la estrategia es el siguiente. Para probar la existencia de
una solución se consideran dos etapas.

I) Consiste en mostrar mediante el teorema de Schauder que cierto pro-
blema T-periódico, modificación del original, tiene solución; esto requiere:

1. Definir el problema auxiliar que es el original modificado.

2. Interpretar la existencia de solución como un problema de existencia
de punto fijo de cierto operador, convenientemente definido.
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3. Probar que el operador aśı definido está en las condiciones del teorema
de Schauder (o bien de algún otro teorema de punto fijo). Con esto se
asegura la existencia de alguna solución del problema modificado.

II) Consiste en mostrar que toda solución del problema modificado nece-
sariamente satisface 6.2.0.3; el resultado será una consecuencia inmediata del
hecho de que si la solución satisface 6.2.0.3 entonces en verdad el problema
auxiliar 6.2.0.4 y el problema 6.2.0.2 coinciden.

1. Probar que cualquier solución del problema modificado tiene imagen
en I.

2. Concluir que el problema original tiene alguna solución y además su
imagen está en I.

Demostración. Organizamos la demostración con base en el comentario
antrerior.

I. A partir del problema T-periódico 6.2.0.2 consideramos el sistema au-
xiliar T -periódico





üi − λui = fi(t,P(u))− λPi(u), (t,u) ∈ (0, T )× Rn
ui(0) = ui(T )
u̇i(0) = u̇i(T )

(6.2.0.4)

donde u ∈ C([0, T ],Rn), λ > 0 y P : Rn −→ Rn, P = (P1, P2, ..., Pn)
está definida de la siguiente manera: para cada i = 1, 2, ..., n

Pi(x) =





xi si r−i ≤ xi ≤ r+
i

r−i si xi < r−i
r+
i si xi > r+

i

(6.2.0.5)

Estudiaremos en primer lugar la existencia de solución del problema
6.2.0.4.

Observación 6.2.0.63 1. P(Rn) ⊂ I y P|I = idI , de manera que I es un
retracto de Rn. Luego para todo i = 1, 2, ..., n y x ∈ I se tiene fi(t,P(x)) =
fi(t,x).

2. Si para cada i = 1, 2, ..., n consideramos los semiespacios π−i = {x ∈
Rn : xi < r−i }, π+

i = {x ∈ Rn : xi > r+
i } determinados por las caras anterior
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y posterior respectivamente entonces es fácil observar que P(π−i ) = c(i,−) y
P(π+

i ) = c(i,+).

Luego teniendo en cuenta la condición 6.2.0.1 para todo i = 1, 2, ..., n se
cumple que: {

fi|[0,T ]×P(π−i ) = fi|[0,T ]×c(i,−) < 0

fi|[0,T ]×P(π+
i ) = fi|[0,T ]×c(i,+) > 0

(6.2.0.6)

3. La función P actúa sobre la segunda variable de f. En principio esto
provoca un truncamiento pero si las soluciones tienen imagen en I nada se
trunca.

A los efectos de probar la existencia de solución del problema modificado
6.2.0.4 planteamos el siguiente problema T -periódico asociado:





üi − λui = fi(t,P(w))− λPi(w)
ui(0) = ui(T )
u̇i(0) = u̇i(T ).

(6.2.0.7)

donde w ∈ C([0, T ],Rn) se considera fija y λ > 0.

Observemos, en primer lugar, que este sistema es lineal y que tiene so-
lución única dado que λ > 0. Para simplificar la notación escribimos para
i = 1, 2, ..., n y w ∈ C([0, T ],Rn),

φi(t)
.
= fi(t,P(w(t)))− λPi(w(t))

y ponemos 



ü− λu = φ(t)
u(0) = u(T )
u̇(0) = u̇(T ).

(6.2.0.8)

Ahora sabemos que para cada w existe una única solución

u(t) =

∫ T

0

G(t, s)φ(s)ds (6.2.0.9)

donde G es la función de Green correspondiente.

Luego podemos definir el operador K : C([0, T ],Rn) −→ C([0, T ],Rn)
de la siguiente manera: para cada u ∈ C([0, T ],Rn)

K(u)(t) =

∫ T

0

G(t, s)[f(s,P(u(s)))− λP(u(s))]ds (6.2.0.10)
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Esto permite considerar al problema 6.2.0.4 como un problema de punto
fijo.

Comprobaremos en primer lugar que el operador K es compacto.

Para ello debemos comprobar que si A ⊂ C([0, T ],Rn) es un conjunto
acotado entonces K(A) es relativamente compacto.

Por Arzelá Azcoli, para probar que K es compacto es suficiente probar
que si A ⊂ C([0, T ],Rn) es acotado entonces K(A) ⊂ C([0, T ],Rn) es acotado
y equicontinuo.

1. K(A) ⊂ C([0, T ],Rn) es acotado.
En primer lugar observamos que existen constantes M1,M2 > 0 positivas,

independientes de u, tal que:

i ‖f(s,P(u(s)))− λP(u(s))‖ ≤M1 para todo u ∈ Rn.
ii ‖G(t, s)‖ ≤M2 para todo (t, s) ∈ [0, T ]× [0, T ].

Luego existe una constanteM > 0 tal que para cualquier u ∈ C([0, T ],Rn)
se tiene que

‖K(u)(t)‖ ≤ TM1M2
.
= M.

Esto significa que =K ⊂ BC(0,M) y en particular que para cualquier A ⊂
C([0, T ],Rn) acotado se tiene que K(A) es acotado.

2. K(A) ⊂ C([0, T ],Rn) es equicontinuo.
Como G es uniformemente continua en [0, T ]× [0, T ] entonces dado ε > 0

existe δ > 0 tal que si ‖(t1, s)− (t2, s)‖ < δ entonces ‖G(t1, s)−G(t2, s)‖ <
ε

TM1
. Luego si u ∈ A entonces

‖K(u)(t1)−K(u)(t2)‖ ≤
≤ ∫ T

0
‖G(t1, s)−G(t2, s)‖ ‖f(s,P(u(s)))− λP(u(s))‖ ds < T ε

TM1
M1 = ε

(6.2.0.11)
de manera que K(A) es equicontinuo.

De los puntos 1 y 2 se deduce que K es compacto.

Ahora estamos en condiciones de aplicar el teorema de punto de fijo de
Schauder.

Consideramos A = BC(0,M)). Entonces A es cerrado acotado y convexo
y además es claro, por la cuenta realizada en el punto 1 que

K(BC(0,M)) ⊂ BC(0,M).
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Luego el teorema de Schauder asegura que existe u ∈ BC(0,M) ⊂
C([0, T ],Rn) tal que

K(u)(t) = u(t) =

∫ T

0

G(t, s)[f(s,P(u))− λP(u)]ds. (6.2.0.12)

La conclusión es que el problema auxiliar 6.2.0.4 tiene al menos una so-
lución.

II. Ahora veremos que cualquier solución del problema auxiliar 6.2.0.4
satisface 6.2.0.3, es decir para cada i = 1, 2, ..., n y t ∈ [0, T ] se cumple que
r−i ≤ ui(t) ≤ r+

i . Escribiremos esta condición omitiendo la variable t, es decir
r−i ≤ ui ≤ r+

i .

Probaremos sólo una desigualdad, por ejemplo ui ≤ r+
i , la otra es análoga.

Supongamos que no, esto es que, ui > r+
i para algún t0. Entonces podemos

considerar el máximo de la función ui(t) − r+
i definida en [0, T ] y suponer

que existe t0 ∈ [0, T ] tal que ∀t ∈ [0, T ] : ui(t0) − r+
i ≥ ui(t) − r+

i con
ui(t0)− r+

i > 0.

Distinguimos dos casos:

1. t0 ∈ (0, T )

2. t0 = 0 o bien t0 = T.

Caso 1. Siendo u solución del problema tenderemos que

üi(t0)− λui(t0) = fi(t0,P(u(t0)))− λPi(u(t0)). (6.2.0.13)

Teniendo en cuenta que Pi(u(t0)) = r+
i se obtiene la siguiente igualdad:

üi(t0) = fi(t0,P(u(t0))) + λ[ui(t0)− r+
i ]. (6.2.0.14)

Por hipótesis λ[ui(t0)− r+
i ] > 0 y de acuerdo a (6.2.0.6) fi(t0,P(u(t0))) > 0

entonces se concluye que
üi(t0) > 0

lo cual es absurdo puesto que supusimos que en t0 la función ui tiene un
máximo.
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Caso 2. En este caso t0 = 0 o bien t0 = T ; ahora siendo la solución
T -periódica en particular se tiene que ui(T ) = ui(0) de manera que es indis-
tinto considerar un borde o el otro. Supondremos entonces que el máximo se
alcanza en t0 = 0 y que ui(0) > r+

i .

Teniendo en cuenta que

fi(0,P(u(0))) + λ[ui(0)− r+
i ] > 0 (6.2.0.15)

por continuidad, existe δ > 0 tal que si t ∈ [0, δ) ⊂ [0, T ] entonces

(fi(t,P(u(t))) + λ[ui(t)− r+
i ]) > 0.

Por otro lado la ecuación 6.2.0.7 dice que

üi(t) = fi(t,P(u(t))) + λ[ui(t)− r+
i ] (6.2.0.16)

para t ∈ (0, T ). Luego deducimos de inmediato que si t ∈ (0, δ) entonces
üi(t) > 0.

Ahora bien, el miembro derecho es continuo y positivo en [0, δ), luego
existe la derivada segunda lateral derecha de ui en 0 y además üi(0

+) > 0.
Pero esto contradice el supuesto de que en t0 = 0 la función ui tiene un
máximo, pues u̇(0) = 0 por la condición de periodicidad.

Finalmente teniendo en cuenta la observación 6.2.0.63 y que los argumen-
tos son válidos para cualquier ı́ndice i = 1, 2, ..., n se concluye que cualquier
solución u del problema 6.2.0.4, también es solución del problema 6.2.0.2 y
además satisface 6.2.0.3. El teorema de Schauder garantiza que efectivamente
existe al menos una solución en esas condiciones. ¥

Ahora consideramos otra condición bajo la cual un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias T-periódicas de segundo orden tiene al menos una
solución.

Teorema 6.2.0.64 Consideremos el problema periódico de segundo orden




ü(t) = f(t,u(t))
u(0) = u(T )
u̇(0) = u̇(T )

(6.2.0.17)

con T > 0 y f ∈ C([0, T ] × Rn,Rn) tal que para todo u ∈ Rn con ‖u‖ = R
se cumple que para todo t ∈ [0, T ]

f(t,u) · u > 0. (6.2.0.18)
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Entonces dicho problema periódico tiene al menos una solución en BC(0, R) ⊂
C([0, T ],Rn).

Demostración. Consideraremos una familia de problemas auxiliares aso-
ciada al problema original 6.2.0.17.

Para cada u ∈ C([0, T ],Rn), λ ∈ [0, 1] A,B ∈ Rn fijos consideremos el
problema Dirichlet siguiente

{
v̈(t) = λf(t,u(t))

u(0) = A u(T ) = B
(6.2.0.19)

Fijados λ, u, A y B este problema es lineal y tiene una única solución

v(t) = t · B−A

T
+ A +

∫ T

0

G(t, s)[λf(s,u(s))]ds

donde el núcleo G es la función de Green asociada al problema de Dirichlet
homogéneo.

Luego podemos definir para cada λ ∈ [0, 1] el operador

Tλ : C([0, T ],Rn)× R2n −→ C([0, T ],Rn)

definido
Tλ(u,A,B) = v.

De manera análoga a como lo hemos hecho en la demostración del teorema
6.2.0.61 se prueba que el operador T es compacto.

Ahora se ve que la existencia de solución del problema periódico original
6.2.0.17 es equivalente a la existencia de una función u ∈ C([0, T ],Rn) tal
que T1(u,A,B) = u bajo las siguientes condiciones de borde:

{
A = B

u̇(0) = u̇(T )
(6.2.0.20)

o equivalentemente un cero de la función

F (u,A,B) = (u−T1((u,A,B)),A−B,
dT1(u(t),A,B)

dt
(T )−dT1(u(t),A,B)

dt
(0)).

(6.2.0.21)

Ahora podemos poner en juego la teoŕıa de Leray-Schauder para probar
la existencia de un cero de F .
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Consideramos la homotoṕıa continua

H : [0, 1]× Ω −→ C([0, 1],Rn)× R2n

definida

H(λ, (u,A,B))
.
= Hλ(u,A,B)

= (u− Tλ(u,A,B),A−B, λ
{
dTλ(u(t),A,B)

dt
(T )− dTλ(u(t),A,B)

dt
(0)

}
+ (1− λ)(A + B))

= (u,A,B)− (Tλ(u,A,B),B,−λ
{
dTλ(u(t),A,B)

dt
(T )− dTλ(u(t),A,B)

dt
(0)

}
− (1− λ)A + λB)

= I(u,A,B)−Kλ(u,A,B)
(6.2.0.22)

para todo λ ∈ [0, 1] y (u,A,B) ∈ Ω donde

Ω
.
= BC(0, R)×Q

con
Q

.
= Q(0, R) ⊂ R2n

el cubo cerrado de centro 0 ∈ R2n y radio R.

Es claro que H1 = F y H0 = (u− ϕA,B,A−B,A + B) donde ϕA,B(t) =
t · B−A

T
+ A = t ·D + A es la solución lineal del problema modificado con

λ = 0.

Para que el grado esté definido debemos mostrar que para cada λ ∈ [0, 1]
se tiene Hλ ∈ KI,0(Ω), es decir que Hλ es una perturbación compacta de
la identidad admisible para todo λ ∈ [0, 1]. Ya hemos visto que para todo
λ ∈ [0, 1], Hλ = I−Kλ. Ahora, como Tλ es compacto para cada λ también lo
es Kλ. Falta probar que 0 /∈ Hλ(∂Ω) para todo λ ∈ [0, 1]. Luego aplicaremos
la propiedad de invariancia bajo homotoṕıas.

En primer lugar observemos que (u,A,B) ∈ ∂Ω sii

‖u‖C = R, o bien máx{‖A‖ ; ‖B‖} = R.

Para λ = 0 es claro que H0 = (u−ϕA,B,A−B,A + B) = 0 implica que
u = 0 y A = B = 0 de manera que 0 /∈ H0(∂Ω).

Además si λ = 1 y (u,A,B) ∈ ∂Ω con 0 = H1(u,A,B) = F (u,A,B)
entonces no hay nada que probar.

Podemos suponer entonces que si λ = 0 o bien λ = 1 entonces 0 /∈
Hλ(∂Ω). Luego bastará probar que si λ ∈ (0, 1) entonces 0 /∈ Hλ(∂Ω).
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Supongamos que λ ∈ (0, 1), (u,A,B) ∈ ∂Ω y que Hλ(u,A,B) = 0.
Ahora teniendo en cuenta la definición del operador Tλ y de la homotoṕıa
Hλ se sabe que u es solución del problema

{
ü(t) = λf(t,u(t))

u(0) = A u(T ) = B
(6.2.0.23)

Teniendo en cuenta que (u,A,B) ∈ ∂Ω consideramos dos casos:

1. Existe t0 ∈ (0, T ) tal que ‖u(t0)‖ = R. Definimos ψ(t) = ‖u(t)‖2, de
forma tal que ψ tiene un máximo en t0. Entonces derivando dos veces
obtenemos

dψ
dt

= 2u(t) · u̇(t)
d2ψ
dt2

= 2(‖u̇(t)‖+ u(t) · ü(t)) =
2(‖u̇(t)‖+ u(t) · λf(t,u(t))).

(6.2.0.24)

Luego evaluando en t0 obtenemos de acuerdo a la hipótesis 6.2.0.18 que

ψ′′(t0) = 2(‖u̇(t0)‖+ u(t0) · λf(t0,u(t0))) ≥ 2(u(t0) · λf(t0,u(t0))) > 0
(6.2.0.25)

lo cual contradice que ψ tenga un máximo en t0.

2. Supongamos que ‖u‖C < R en (0;T ). Si Hλ(u,A,B) = 0 entonces
A = u(0) = u(T ) = B y λ(u̇(T )− u̇(0))+(1−λ)(A+B) = 0. Además
‖A‖ = ‖B‖ = R y tomando producto interno de ambos miembros
contra A se obtiene λ(u̇(T ) ·u(T )− u̇(0) ·u(0)) + 2(1− λ)R2 = 0. Por
ser ψ convexa se tiene que ψ′(T ) ≥ 0 ≥ ψ′(0) es decir u̇(T )·u(T ) ≥ 0 ≥
u̇(0) ·u(0). Luego como u̇(T ) ·u(T )− u̇(0) ·u(0) ≥ 0 y R > 0 para todo
λ ∈ (0, 1) se tiene que λ(u̇(T ) · u(T )− u̇(0) · u(0)) + 2(1− λ)R2 6= 0.

En definitiva se probó que para todo λ ∈ [0, 1] se tiene que 0 /∈ Hλ(∂Ω)
de manera que el grado esta definido a lo largo de la deformación definida
por Hλ.

Ahora para finalizar la demostración observamos que por la invariancia
bajo homotoṕıas compactas

d(H0,Ω,0) = d(H1,Ω,0)

o bien
d(G,Ω,0) = d(F,Ω,0)
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donde
G(u(t),A,B) = H0(u(t),A,B) =
= (u(t)− ϕA,B,A−B,A + B) =
= (u(t),A,B)− (ϕA,B,B,−A) =

= I(u(t),A,B)− K̂(u(t),A,B).

(6.2.0.26)

Ahora observamos que K̂ es de rango finito. Si identificamos V = {t ·
D + A : D,A ∈ R2n} ' R2n entonces G|V×R2n ' R4n de manera que se
trata en verdad del grado de Brouwer. Luego siendo G inversible se tiene
d(G,Ω,0) = ±1 y por la propiedad de solución se concluye que existe un
cero de F. ¥

6.3. La teoŕıa del grado topológico y su rela-

ción con las sub y supersoluciones.

En esta sección presentamos el método de super y subsoluciones para
probar existencia de soluciones de un problema T -periódico de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo grado. El valor del peŕıodo podemos fijarlo
en T = 2π que surge habitualmente en el contexo del movimiento armónico.
En particular se destacan los teoremas 6.3.1.2, 6.3.2.8 y 6.3.2.9.

6.3.1. Teorema de existencia de soluciones 2π periódi-
cas de clase C2.

Consideremos, en primer lugar el siguiente problema 2π-periódico:

{
ü+ f(t, u) = 0

u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)
(6.3.1.1)

con f continua.

Para establecer el teorema de existencia necesitamos precisar las nociones
básicas de sub y supersoluciones.

Definición 6.3.1.1 Se dice que α ∈ C2((0, 2π))∩C1([0, 2π]) es una subsolución

del problema periódico 6.3.1.1 si

1. ∀t ∈ (0, 2π), α̈(t) + f(t, 2π) ≥ 0
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2. α(0) = α(2π), α̇(0) ≥ α̇(2π).

Se dice que β ∈ C2((0, 2π))∩C1([0, 2π]) es una supersolución del pro-
blema 6.3.1.1 si

1. ∀t ∈ (0, 2π), β̈(t) + f(t, 2π) ≤ 0.

2. β(0) = β(2π), β̇(0) ≤ β̇(2π).

El resultado fundamental que expondremos a continuación es una suer-
te de toerema del valor intermedio: si existe una subsolución del problema
6.3.1.1 menor que una supersolución entonces existe una solución del mismo
problema acotada inferiormente por la subsolución y superiormente por la
supersolución. Como lo hemos observado anteriormente la estrategia para la
demostración es parecida a la implementada en la sección anterior.

Teorema 6.3.1.2 Sean α y β una sub y supersolución de 6.3.1.1 respecti-
vamente tal que α ≤ β. Sea

E
.
= {(t, u) ∈ [0, 2π]× R : α(t) ≤ u(t) ≤ β(t)}

y f continua en E. Entonces el problema 6.3.1.1 tiene al menos una solución
u ∈ C2[0, 2π] tal que ∀t ∈ (0, 2π), α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).

Demostración. Consideramos el problema auxiliar
{
ü− u+ f(t, γ(t, u)) + γ(t, u) = 0
u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)

(6.3.1.2)

donde γ : [0, 2π] × R −→ R está definida como en (6.2.0.5) de la siguiente
manera:

γ(t, u)
.
=





α(t) si u ≤ α(t)
u si α(t) ≤ β

β(t) si u ≥ β(t)
(6.3.1.3)

Primero probaremos que toda solución u del problema 6.3.1.2 está acota-
da, más precisamente ∀t ∈ (0, 2π), α(t) ≤ u(t) ≤ β(t). En segunda instancia
consideraremos la representación integral de una solución u del problema au-
xiliar y definiremos a partir de alĺı un operador compacto. Veremos que dicho
operador está en las condiciones del teorema de Schauder y por lo tanto tiene
un punto fijo que resulta ser la solución de nuestro problema.
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1. ∀t ∈ (0, 2π) : α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).

Supongamos que existe algún t0 ∈ [0, 2π] tal que mı́nt∈[0,2π]{u(t)−α(t)} =
u(t0)− α(t0) < 0.

Si t0 ∈ (0, 2π) entonces teniendo en cuenta la definición de γ, 6.3.1.3, que
t0 es un mı́nimo de u(t) − α(t) y que α es una subsolución obtenemos la
siguiente contradicción:

0 ≤ ü(t0)− α̈(t0)
= u(t0)− f(t0, α(t0))− α(t0)− α̈(t0)

= u(t0)− α(t0)− [f(t0, α(t0)) + α̈(t0)] < 0.
(6.3.1.4)

Si el mı́nimo se alcanza en los puntos del borde, teniendo en cuenta que
u(0) = u(2π) y α(0) = α(2π) entonces obtenomos

mı́n
t∈[0,2π]

u(t)− α(t) = u(0)− α(0) = u(2π)− α(2π) < 0.

Luego debe ocurrir que

u̇(0)− α̇(0) ≥ 0 ≥ u̇(2π)− α̇(2π).

Por otro lado siendo α subsolución u̇(0)− α̇(0) ≤ u̇(2π)− α̇(2π) de manera
que en definitiva u̇(0) − α̇(0) = 0. Ahora teniendo en cuenta que [u(s) −
α(s)− f(s, α(s))− α̈(s)] < 0 para 0 < s < t con t próximo a 0 si integramos
obtenemos

u̇(t)− α̇(t) =
∫ t

0
[ü(s)− α̈(s)]ds =∫ t

0
[u(s)− α(s)− f(s, α(s))− α̈(s)]ds < 0

(6.3.1.5)

lo cual contradice que u̇(0)− α̇(0) = 0.
Con esto probamos que ∀t ∈ (0, 2π), α(t) ≤ u(t). De manera análoga se

prueba la otra desigualdad ∀t ∈ (0, 2π), β(t) ≥ u(t).

2. Existencia de una solución del problema 6.3.1.2

Ahora integrando la ecuación del problema auxiliar podemos escribir

u(t) =

∫ 2π

0

G(t, s)[f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))]ds (6.3.1.6)

con G la función de Green correspondiente al problema

{
ü− u+ f(t) = 0

u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)
(6.3.1.7)
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Consideramos el operador

T : C([0, 2π]) −→ C([0, 2π])

definido

(Tu)(t) =

∫ 2π

0

G(t, s)[f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))]ds. (6.3.1.8)

Sabemos que T es compacto y por el teorema de Schauder tiene un punto
fijo que es solución del problema auxiliar 6.3.1.2 y por 1 solución de 6.3.1.1,
¥.

Observación 6.3.1.3 El teorema 6.3.1.2 no sólo da información sobre exis-
tencia sino que permite tener cierta estimación. Para ilustrar esto considere-
mos el siguiente problema periódico:

Ejemplo 6.3.1.4

{
ε2ü− u3 + sen3(t) = 0

u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)
(6.3.1.9)

con ε > 0 un parámetro pequeño.
Se verifica que α(t) = sen(t) − 2ε y β(t) = sen(t) + 2ε son sub y super-

soluciones del problema respectivamente. Entonces según el teorema existe
una solución u tal que

u(t) = sen(t) +O(ε). ¥

Ejemplo 6.3.1.5

{
ü+ sen(t) = h(t)

u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)
(6.3.1.10)

con h ∈ C[0, 2π] tal que ‖h‖∞ ≤ 1.
Consideramos la subsolución α = π

2
y la supersolución β = 3π

2
. Entonces,

de acuerdo al teorema 6.3.1.2, existe una solución u tal que

π

2
≤ u(t) ≤ 3π

2
. ¥

También señalamos que el teorema no vale si α > β. Para esto conside-
ramos el siguiente problema:
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Ejemplo 6.3.1.6

{
ü+ u = sen(t)

u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)
(6.3.1.11)

Es fácil ver que este problema no tiene solución y sin embargo α = 1 y
β(t) = −1 son sub y supersoluciones respectivamente. ¥

El teorema anterior se puede demostrar a través de la teoŕıa de grado, de
manera análoga a como lo hemos hecho anteriormente. El esquema sigue los
pasos de la demostración del teorema 6.2.0.61: Para α < β consideremos la
homotoṕıa

H : [0, 2π]× Ω −→ Ω

definida

H(λ, u) = ü+ λ · f(t, u)− (1− λ)
{
k2(u− α(t)+β(t)

2
) + α̈+β̈(t)

2

}

u(0)− u(2π) = 0; u̇(0)− u̇(2π) = 0
(6.3.1.12)

para k suficientemente grande con Ω
.
= {u ∈ C([0, 1],R) : α < u < β}.

Ahora se verifica que el grado está definido usanto las condiciones de que
α y β son sub y supersoluciones con u en las condiciones que definen a Ω.
Como d(H1,Ω,0) = d(H0,Ω,0) 6= 0 se concluye que H1(u) tiene un cero, de
forma tal que el problema 6.3.1.1 tiene al menos una solución.

6.3.2. Teorema de existencia de soluciones 2π periódi-
cas de clase W 2,1

Se puede plantear el mismo problema en un contexto más débil; para eso
damos las siguientes definiciones previas:

Definición 6.3.2.1 Una función f : E ⊂ [a, b] × R −→ R se dice de
Caratheodory sobre E si

1. f(t, ·) es continua para casi todo t ∈ [a, b].

2. f(·, u) es medible para todo u ∈ E.

y Lp Caratheodory, con p ≥ 1 si f es Caratheodory y además para todo
ε > 0 existe hε ∈ Lp(a, b) tal que |f(t, u)| ≤ hε(t) para todo u ∈ [−ε, ε] y casi
todo t ∈ [a, b].
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Como siempre Ck(I)
.
= Ck(I,R); además en esta sección utilizamos las

siguientes notaciones: Ck
0 (I, J) = {u ∈ Ck(I, J)/I = [a, b] u(a) = u(b) = 0} y

C2π = {u ∈ C(R)/u(t) = u(t+ 2π)} es decir las funciones de clase Ck que se
anulan en el borde y las continuas de peŕıodo 2π respectivamente. Asimismo
denotamos W k,p(I) = {u ∈ Ck−1(I)/u(k) ∈ Lp(I)} y Hk(I) = W k,2(I).
Finalmente se debe tener presente la definición de las cuatro derivadas de
Dini D−α(t0), D

+α(t0), D−α(t0), D
+α(t0).

Ahora consideremos el problema

{
ü+ f(t, u) = 0

u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)
(6.3.2.1)

con f una función de Caratheodory, de peŕıodo 2π extendida por periodicidad
a todo R. En este contexto definimos sub y supersoluciones débiles:

Definición 6.3.2.2 Se dice que una función α ∈ C2π es una W 2,1-subsolución

del problema 6.3.2.1 si

i D−α(t0) < D+α(t0) para todo t0 ∈ R o bien

i’ Para cada t0 existe un intervalo It0 con t0 ∈ It0 tal que α ∈ W 2,1(It0) y
además para casi todo t ∈ It0 se tiene que α̈(t) + f(t, α(t)) ≥ 0

Análogamente se define:

Definición 6.3.2.3 Se dice que una función β ∈ C2π es una W 2,1-supersolución

del problema 6.3.2.1 si

i D−β(t0) > D+β(t0) para todo t0 ∈ R o bien

i’ Para cada t0 existe un intervalo It0 con t0 ∈ It0 tal que β ∈ W 2,1(It0) y
además para casi todo t ∈ It0 se tiene que β̈(t) + f(t, α(t)) ≤ 0

Se puede dar una versión más débil de la proposición de existencia de
soluciones del problema 2π-periódico, 6.3.1.2, en el contexto de las W 2,1-sub
y supersoluciones. La demostración es análoga salvo con respecto al hecho
de que u− α alcanza su mı́nimo en (0, 2π) o en algún borde.

Teorema 6.3.2.4 Sean α y β W 2,1-una sub y supersolución de 6.3.2.1 res-
pectivamente tal que α ≤ β. Definimos

E
.
= {(t, u) ∈ [0, 2π]× R : α(t) ≤ u(t) ≤ β(t)}
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y f : E −→ R L1-Caratheodory. Entonces el problema 6.3.2.1 tiene al menos
una solución u ∈W 2,1(0, 2π) tal que ∀t ∈ [0, 2π], α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).

Demostración. Procedemos de manera análoga demostrando que el pro-
blema modificado tiene al menos una solución.

Ahora veremos que dicha solución satisface α(t) ≤ u(t) ≤ β(t).

Nuevamente consideremos sólo una de las desigualdades. Supongamos lo
contrario, esto es que existe t0 ∈ R tal quemint{u(t)−α(t)} = u(t0)−α(t0) <
0. Entonces esto implica que u̇(t0)−D−α(t0) ≤ u̇(t0)−D+α(t0) de manera que
D−α(t0) ≥ D+α(t0). Ahora por la definición de W 2,1(0, 2π) también vale que
D−α(t0) ≤ D+α(t0) y de ah́ı que existe u̇(t0) y por lo tanto u̇(t0)− α̇(t0) = 0

Por otro, también por definición, existe un intervalo It0 tal que t0 ∈ It0 con
α ∈ W 2,1(It0) tal que para casi todo t ∈ It0 se tiene que α̈(t)+ f(t, α(t)) ≥ 0.
Luego integrando sobre t ≥ t0 obtenemos

u̇(t)− α̇(t0) =
∫ t

t0
(ü(s)− α̈(s))ds

≤ ∫ t

t0
(−f(s, α(s)) + u(s)− α(s)− α̈(s))ds =

=
∫ t

t0
(u(s)− α(s)− [α̈(s) + f(s, α(s))])ds < 0

(6.3.2.2)

lo cual implica que u−α decrece a derecha de t0; pero es absurdo puesto que
en t0 tiene un mı́nimo. ¥

A los efectos de poder utilizar la teoŕıa de grado necesitamos garantizar
que las sub y supersoluciones no sean tangentes a las soluciones del problema
original. Esto se consigue para el caso de soluciones C2 a través de la siguiente
proposición:

Proposición 6.3.2.5 Sea f continua y α ∈ C2[0, 2π] tal que

i α̈(t) + f(t, α(t)) > 0 para todo t ∈ [0, 2π].

ii α(0) = α(2π) y α̇(0) ≥ α̇(2π).

Si u ∈ C2([0, 2π]) es una solución del problema original con u ≥ α sobre
[0, 2π] entonces se cumple una condición más exigente: todo t ∈ [0, 2π] u(t) >
α(t).

Demostración. Supongamos que no, esto es que existe t0 tal quemint{u(t)−
α(t)} = u(t0) − α(t0) = 0. Luego se tiene que u̇(t0) − α̇(t0) = 0 Ahora por
ser un mı́nimo en cualquier caso se llega a un absurdo pues en tal caso
0 ≤ ü(t0)− α̈(t0) = −f(t0, α(t0))− α̈(t0) < 0 ¥
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Es claro que una propiedad análoga vale para β C2- supersolución. Pero
la propiedad puede no ser cierta si f es L1-Caratheodory en vez de continua.
Para garantizar la condición de no tangencia definimos las sub y supersolu-
ciones estrictamente débiles.

Definición 6.3.2.6 Se dice que una función α ∈ C2π es una W 2,1-subsolución

estricta del problema débil 6.3.2.1 si no es una solcuión sobre [0, 2π] y
además

i D−α(t0) < D+α(t0) para todo t0 ∈ R o bien

i’ Para cada t0 existe un intervalo It0 con t0 ∈ It0 y ε0 tal que α ∈ W 2,1(It0)
y además para todo u tal que α(t) ≤ u(t) ≤ α(t) + ε0 t ∈ It0 se tiene
que α̈(t) + f(t, u(t)) ≥ 0

También es claro como definir una supersolución estrictamente débil.
Ahora probaremos que efectivamente con esta definición se tiene una
propiedad completamente análoga a la dada antes para funciones f con-
tinua 6.3.2.5.

Proposición 6.3.2.7 Sea f L1-Caratheodory y α ∈ C2π una W 2,1-
subsolución estricta. Entonces si u ∈W 2,1((0, 2π)) es una solución del
problema débil 6.3.2.1 con u ≥ α sobre [0, 2π] entonces se cumple una
condición más exigente: todo t ∈ [0, 2π] u(t) > α(t).

Demostración. Siendo que α no es solución entonces existe un punto
t∗ tal que α(t∗) 6= u(t∗). Ahora supongamos que no se cumple la tesis,
entonces existe t0 = inf{t > t∗/u(t) = α(t)} y como en t0 la función
u− α tiene un mı́nimo entonces se tiene que D−α(t0) ≥ D+α(t0).

Entonces por la definición de subsolución W 2,1-estricta existe un entor-
no It0 , ε0 y un punto t1 < t0 con t1 ∈ It0 y (u̇(t1)− α̇(t1)) < 0 tal que
para todo t ∈ (t1, t0) se tiene que u(t) ≤ α(t) + ε0 y además para casi
todo t ∈ (t1, t0) vale α̈(t) + f(t, u(t)) ≥ 0.

Ahora se concluye que

0 < (u̇− α̇)(t0)− (u̇− α̇)(t1) =

− ∫ t

t0
(f(t, u(t)) + α̈(t))ds ≤ 0 ¥ (6.3.2.3)

Ahora podemos probar, a través de la teoŕıa de grado, la versión del
teorema 6.3.1.2 para el problema débil 6.3.2.1, observamndo que se
obtiene una acotación más precisa.
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Teorema 6.3.2.8 Sean α y β W 2,1 estrictas sub y supersolución de
6.3.2.1 respectivamente tal que α < β en [0, 2π] Definimos

E
.
= {(t, u) ∈ [0, 2π]× R : α(t) ≤ u(t) ≤ β(t)}

y f : E −→ R L1-Caratheodory. Entonces el problema 6.3.2.1 tiene al
menos una solución u ∈W 2,1(0, 2π) tal que ∀t ∈ [0, 2π], α(t) < u(t) <
β(t).

Demostración. Probaremos que

d(I − T,Ω,Ω,0) = 1

donde
Ω = {u ∈ C([0, 2],R) : α(t) < u(t) < β(t)}

y T : C([0, 2π]) → C([0, 2π]) es el operador integral definido

T (u)(t)
.
=

∫ 2π

0

G(t, s)[f(s, u(s)) + u(s)]ds

con G el núcleo de Green del problema de referencia. Es claro que si
probamos que I−T tiene un cero en Ω, habremos probado que T tiene
un punto fijo en Ω y con esto la tesis.

Para ello consideramos el operador integral T̂ : C([0, 2π]) → C([0, 2π])
definido

T̂ (u)(t)
.
=

∫ 2π

0

G(t, s)[f(s, γ(s, u(s))) + γ(s, u(s))]ds

con G el mismo núcleo de Green que define al operador T y γ la función
truncamiento inducida por α y β.

Observamos que =bT ⊂ B(0, R) para R > 0 suficientemente grande y
todo λ ∈ [0, 1]. Luego concluimos que

d(I − T̂ , B(0, R),0) = d(I − λT̂ , B(0, R),0) =
d(I, B(0, R),0) = 1

(6.3.2.4)

De los resultados anteriores se sigue que cada solución u del problema
de referencia satisface α(t) < u(t) < β(t) para todo t ∈ [0, 2π] lo que



Propiedades y consecuencias de la teoŕıa del grado de Laray-Schauder. 177

prueba que la solución está en Ω. Ahora como T y T̂ coinciden sobre
Ω entonces teniendo en cuenta la propiedad de escisión se concluye

d(I − T,Ω,0) = d(I − T̂ ,Ω,0)

d(I − T̂ , B(0, R),0) = 1. ¥ (6.3.2.5)

Para finalizar probaremos un teorema de existencia referido a ecuacio-
nes del tipo péndulo forzado considerado en 6.3.1.10; la técnica en la
que se basa su demostración justifica el nombre que recibe esta clase
de resultados ”teorema de las tres soluciones.”

Teorema 6.3.2.9 Teorema de las tres soluciones

Si h ∈ C([0, 2π]) tal que ‖h‖∞ < 1 entonces el problema 2π-periódico

{
ü+ sen(u) = h(t)

u(0) = u(2π), u̇(0) = u̇(2π)
(6.3.2.6)

tiene al menos dos soluciones, u y u tal que para todo k ∈ Z existe
t ∈ [0, 2π] con u(t) 6= u(t) + 2kπ

Demostración. En primer lugar podemos observar que

α1(t) =
π

2
y α2(t) =

π

2
+ 2π (6.3.2.7)

son subsoluciones W 2,1- estrictas y que

β1(t) = 3π
2

y β2(t) = 3π
2

+ 2π (6.3.2.8)

son supersoluciones W 2,1- estrictas del problema.

Ahora intercalamos las sub y supersoluciones y consideramos los si-
guientes conjuntos:

Ω1
.
= {u ∈ C[0, 2π] : ∀ ∈ [0, 2π], α1(t) < u(t) < β1(t)}

Ω2
.
= {u ∈ C[0, 2π] : ∀ ∈ [0, 2π], α2(t) < u(t) < β2(t)}

Ω
.
= {u ∈ C[0, 2π] : ∀ ∈ [0, 2π], α1(t) < u(t) < β2(t)} y

Ω3
.
= Ω−⋃2

i=1 Ωi

(6.3.2.9)

De acuerdo a lo demostrado en el teorema 6.3.2.8 vemos que

d(I − T,Ω1,0) = d(I − T,Ω2,0) = 1



178 Caṕıtulo 6

de manera que existen dos soluciones u1 y u2 tal que u1 ∈ Ω1 y u2 ∈ Ω2.
Además teniendo en cuenta la aditividad del grado y que

d(I − T,Ω,0) = 1

se tiene:

1 = d(I − T,Ω,0) = d(I − T,Ω1,0) + d(I − T,Ω2,0) + d(I − T,Ω3,0) =
2 + d(I − T,Ω3,0).

(6.3.2.10)
En consecuencia d(I−T,Ω3,0) = −1 y por la propiedad de solución del
grado se garantiza la existencia de una tercera solución: u3 ∈ Ω3.

Finalmente observamos que la tercera solución no puede ser igual a u1

módulo 2π y por lo tanto concluimos que existen dos soluciones, u = u1

y u = u3, que satisfacen la propiedad de la tesis. ¥
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