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Meétodos topologicos para algunas
ecuaciones diferenciales funcionales
resonantes no lineales.

Resumen

En esta tesis se estudia la existencia de soluciones de dos ecuaciones diferenciales fun-
cionales resonantes no lineales. Por un lado, se estudia existencia de al menos una solu-
cién de un problema de segundo orden con condiciones de Neumann bajo diferentes
condiciones impuestas a la no linealidad, con la particularidad de que ésta depende de los
valores de la solucién desconocida en el borde del dominio. Méas precisamente, se prueba
la existencia de al menos una solucién adaptando a este tipo de problemas las condiciones
clasicas de Landesman-Lazer para el caso escalar y para el caso de un sistema, la condi-
cién de Nirenberg. Por otro lado, se estudia un problema de primer orden con una no
linealidad que depende de varios retardos variables. Mas precisamente, se prueba un
resultado de existencia de al menos una solucién periddica positiva para el caso escalar
y para un sistema, y un resultado de estabilidad generalizando los obtenidos por otros
autores. En todos los problemas estudiados, las no linealidades estdn condicionadas en
sus argumentos y se trata de problemas resonantes en el sentido de que el operador lineal
de diferenciacion involucrado tiene ntcleo no trivial. El principal método que se imple-
menta, en cada caso, para probar existencia de solucién se basa en la teorfa del grado
de coincidencia de Mawhin, el cual es una generalizacion del grado topolégico de Leray
Schauder. No obstante, existen problemas resonantes en los que el grado de coincidencia
no se aplica; el problema de segundo orden bajo condiciones de Neumann en un dominio
no acotado es un caso particular de ese tipo y se aborda recurriendo al método de las sub
y super soluciones ordenadas combinado con un argumento del tipo diagonal.

Palabras clave: ecuaciones diferenciales funcionales resonantes no lineales, problemas de
contorno, grado de coincidencia, método de sub y super soluciones ordenadas, método
diagonal de Cantor, condiciones de tipo Landesman-Lazer, Condicién de Nirenberg, ecua-
ciones diferenciales con retardo, soluciones periddicas positivas, atractor global.
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Topological methods for some
resonant nonlinear functional
differential equations.

Abstract

In this work, we study the existence of solutions of two nonlinear resonant ordinary func-
tional differential equations. In the first place, we consider an abstract second order pro-
blem under Neumann boundary conditions arising on an electro-diffusion model. This
problem has the particularity that the nonlinear term depends on the Dirichlet values of
the yet-to-be-determined solution. We shall prove the existence of solutions by adapting
the classical Landesman-Lazer conditions for the scalar case, and a condition by Niren-
berg for a system of equations. In the second place, we study a first order Nicholson type
equation with several delays. We shall prove the existence of a positive periodic solution
both for the scalar equation and for a system. Also, we shall prove an stability result. In
both cases, the nonlinear term is a functional operator and the problems are resonant in
the sense that the associated linear operators have nontrivial kernel. Our main tool for
proving existence of solutions shall be Mawhin’s coincidence degree, which is a genera-
lization of Leray-Schauder degree. There are, however, some cases in which this theory
cannot be applied: for example, the case of a boundary value problem on the half-line,
for which we adapt the method of upper and lower solutions combined with a diagonal
argument.

Keywords: nonlinear functional differential equations, boundary value problems, coin-
cidence degree, upper and lower solutions, Cantor’s diagonal method, Landesman-Lazer
conditions, Nirenberg conditions, delay differential equations, positive periodic solutions,
global attractor.
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Introduccion.

El objetivo de esta tesis consiste en la adaptacién de algunos métodos topolédgicos del
analisis no lineal para probar existencia de solucién de algunas ecuaciones diferenciales
ordinarias bajo condiciones de borde del tipo de Neumann o periédicas en las que el ope-
rador lineal de diferenciacién involucrado tiene ntcleo no trivial, esto es, problemas que
usualmente se denominan resonantes. La particularidad de los problemas resonantes que
estudiaremos es que las no linealidades que en ellos intervienen estdn condicionadas en
sus argumentos por ciertas funciones que representan tiempos de retardos o bien por los
valores de la solucién desconocida en el borde del dominio.

La tesis se organiza del siguiente modo. En el capitulo 1 se dardn los conceptos y resul-
tados teéricos que se usardn en posteriores capitulos. Mds precisamente, el método prin-
cipal que implementaremos se basa en la teoria del grado de coincidencia de Mawhin
([53], [50]), el cual es una generalizacién del grado topolégico de Leray Schauder ([48]);
en general, esta teoria ha resultado ser un instrumento muy adecuado para el estudio de
problemas resonantes. No obstante, como veremos mds adelante, existen problemas re-
sonantes en los que el grado de coincidencia no se aplica; abordaremos un problema de
esa clase recurriendo al método de las sub y super soluciones ordenadas ([30]) combinado
con un argumento del tipo diagonal ([89],[90]). Asimismo, en el capitulo 1 se dardn los
elementos bésicos de la teoria de las ecuaciones diferenciales con retardo.

En el capitulo 2 se describen dos modelos que tienen su origen en dos problemas prove-
nientes de la biofisica y se dan los antecedentes que contextualizan el trabajo realizado en
esta tesis; en ambos casos las condiciones impuestas a la no linealidad intervienen como
factores de autoregulacién o control del fenémeno. Més precisamente, en la seccién 2.1 se
deriva el modelo que describe la difusién-migraciéon de dos especies de iones con idén-
ticas valencias a través de una membrana permeable a ambas especies bajo la acciéon de
un campo eléctrico en régimen estacionario y con condiciones de borde eléctricamente
neutras; la ecuacion diferencial que resulta es la siguiente:

y =y {50 4 [ B o d [ ] p 0.0.1)

donde yy := y(0), y1 = y(1) y las constantes A > 0,1 > 0y D € (—1,1) dependen de
pardmetros fisicos, tales como la constante de difusién, la movilidad iénica, etc. La neu-
tralidad eléctrica de los reservorios se traduce en condiciones homogéneas de Neumann
sobre el borde. Este modelo, usualmente llamado de electrodifusion, fue originalmente es-
tudiado por L. Bass ([18], [19]) y posteriormente utilizado para describir por ejemplo el
proceso de transmisién de las sefiales electroquimicas en las células nerviosas. El modelo

Xi
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fue generalizado en varias direcciones ([26],[44]) y vale la pena destacar que las técnicas
clasicas del anélisis no se aplican a este tipo de problemas por el hecho de que en la no
linealidad intervienen los valores de la solucién desconocida sobre el borde del dominio.
A partir de (0.0.1) se considera la formulacién abstracta de la ecuacién correspondiente al
modelo de electrodifusiéon

y'(x) = f(z,y(2),(0),y(1)) (0.0.2)

El problema de electrodifusion correspondiente al caso de dos o més iones ha sido estu-
diado, con cierto detalle, por muchos autores ([13],[14],[81],[82]); no obstante, hasta donde
nosotros conocemos, no se ha estudiado sistematicamente el caso correspondiente al pro-
blema abstracto (0.0.2).

En la seccién 2.2 se presenta un modelo que describe la dindmica poblacional de cierto
tipo de insectos, basado en los experimentos realizados por el entomdélogo Nicholson [60]
en el afio 1955; los resultados sugirieron que el crecimiento de la poblacion es aproxi-
madamente ciclico y depende, bajo ciertas condiciones bio-ambientales, del tiempo de
maduracién necesario para que una larva en convierta en un individuo adulto capaz de
reproducirse. A lo largo de las subsecciones (2.2.1), (2.2.2) y (2.2.3) se describen princi-
pios generales de modelos de crecimiento poblacional con funciones de natalidad denso
dependiente con retardo y en particular se considera la ecuacién logistica con retardo
como el antecedente fundamental del modelo de Nicholson. En la subseccién (2.2.4) se
describen algunas generalizaciones [21] y se dan algunos resultados relativos al modelo
generalizado de Nicholson que extenderemos en el capitulo 4.

Por un lado se ha formulado el llamado modelo generalizado de Nicholson

m

/() = =6(t)x(t) + Y pr(t)f (w7, (2)) (0.0.3)

k=1

siendo 4,p; € C(R,R") y 7 € C(R,[0,400)) funciones T-periédicas para todo k =
1,2,3,---m, z;, (t) == x(t — 7(t)) y f(z) := xze™™, = € R. ]. Li et al [47] han obtenido
un resultado de existencia de solucién T-periédica positiva para el modelo generalizado
(0.0.3) usando el teorema de punto fijo de Krasnoselskii sobre un cono [90] bajo la condi-
cién

> pr(t) > (1), t €[0,T). (0.0.4)
k=1

Asimismo en [47] se prueba que si
z(s) = é(s), ¢ € C([-7*0],RT) 7 := max) <k<m{maxycpo {7 (t)}} (0.0.5)

entonces toda solucién postiva del problema de valores iniciales (0.0.3)-(0.0.5) tiende a
cero cuando ¢ tiende a 0o asumiendo que

m

> pk(t) <8(t), t € (0,7, (0.0.6)
k=1
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Por otro lado se ha considerado el modelo generalizado de Nicholson (0.0.3) con un tér-
mino H de recoleccion

m

/(1) = =5(0)a(t) + Y pr(t) f(wr (1) — H(t, (1)) (0.0.7)

k=1

siendo H € C(R x [0,+oc), R") T-periddica en su primera variable. En el afio 2009 L.
Berezansky formula el siguiente problema (4. open problems and conjectures, 6. [21]):
Dar condiciones suficientes para la existencia de solucién T-periddica positiva para el
modelo auténomo de Nicholson con un término de recoleccién lineal dependiente de un
retardo arbitrario, con m = 1, es decir para

2! (t) = —6x(t) + pa(t — 7)e ") — ha(t — o) (0.0.8)

siendo 0, p, a, h, T y o constantes positivas.

Este problema fue resuelto por F. Long y M. Yang [49] para el caso no auténomo con un
término de recoleccién lineal dependiente del retardo estimado de la poblacién usando
teoria del grado de coincidencia; mds precisamente en [49] se prueba existencia de al
menos una solucién T-periédica positiva del problema

2! (t) = —0(t)z(t) + pt)z(t — 7(t))e ®O=E=TM) _ by (t — 7(t)) (0.0.9)

cond,p,a € C(R,RT)y7,h € C(R,|0,+0c0)) funciones T-periddicas, asumiendo que

_€_a+u+ . h+ Z 0
donde se usa la notacion
g7 =sup{g(t)}, g~ = inf{g(t)} (0.0.10)
teR teR

para cualquier g continua y acotada definida sobre R y u(t) := a(g(;()t)e.

Asimismo se ha considerado sistemas tipo Nicholson

2 (t) = =121 (t) + Biaa(t) + prag (t — 7y )e” 01 (=T
(0.0.11)
2h(t) = —02wa(t) + Bo1(t) + poxa(t — mp)e 2221 (-7

donde d;, 8;, p; y T son constantes positivas para i = 1, 2.

Este tipo de modelos se utiliz6 por ejemplo para describir la dindmica de las células B
de la leucemia linfocitica crénica (LLC-B). Berezanky L. et al [22] analizan la dindmica de
(0.0.11) con dato inicial z;(s) = ¢i(s), s € [-7,0], #;(0) > 0donde ¢; € C([—7,0], [0, +00))
parai =1, 2.

Qiyuan Zhou [91] considera el sistema (0.0.11) no auténomo con términos lineales de
recoleccién, utilizado para modelar estrategias sustentables de explotacién de recursos
biolégicos en dreas tales como la pesca o forestacion.
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2y (t) = =01 (t)w1(t) + Br(t)w2(t) + p1(t) f(z1,, (1) — hi(t)@1(t — 11(t))
(0.0.12)
x5 (t) = —02(t)w2(t) + Ba(t)z1(t) + pa(t) f(w2,, (1) — ha(t)za(t — T2(t))

donde d;, Bi,pi € C(R,R")y hi, 7 € C(R, [0, +00)) son T-periédicas parai = 1,2. Usando

la misma notacién dada en (0.0.10), en [91], se prueba existencia de solucién T-periddica
positiva de (0.0.12) asumiendo, para i = 1,2 que

>1

_ T
56 _ grat >0, (2 ) 1, b 29 &
10y — BB > <5i+hi g Jo Gi(t) + ha(t) = Bi(1)) dt

y que
pfe_eDi —hf >0
donde . .
( D, > (™ <6f62‘—2+1+62+ (B)" + 51—5;_16;@ (pf)+>
D2 In 5;555_2 AT (2)" + 5;555_1 AT (%)Jr)

En el capitulo 3 se considera la formulacién abstracta del modelo de electrodifusién (0.0.2)
para el caso escalar y de un sistema y se estudia existencia de solucién bajo diferentes
condiciones de borde y diversas hipétesis impuestas a f.

En la seccién 3.1 se demostrardn los resultados que hemos obtenido y publicado en los
articulos ([9], [10]) referidos al modelo abstracto de electrodifusién para el caso escalar;
maés precisamente, en la subseccién 3.1.1, se considera la ecuacién (0.0.2) bajo condiciones
homogéneas de Neumann

y'(0)=4(1)=0 (0.0.13)

y se prueba, usando teoria de grado de coincidencia, por unlado, un teorema de existencia
desolucién para f : [0, 1] xR — R continua y acotada bajo condiciones asintéticas del tipo
de Landesman-Lazer ([43], [52]) (teorema 3.0.1, [10]) y por otro un teorema de existencia
de solucién con hipétesis mds débiles, esto es, para f no necesariamente acotada y bajo
condiciones no asintéticas de Landesman-Lazer (teorema 3.0.2, [10]).

En la subseccién 3.1.2 consideramos el problema anédlogo reemplazando en la no lineali-
dad, que aparece en (0.0.2), el valor y(1) por y(oco) := lim, 1 y(z) y bajo condiciones de
Neumann en un dominio no acotado

y'(0) =vp, y'(c0) =0, (0.0.14)

donde 3/(00) = limy 1009/ (z) y f : [0,+00) x R® — R es continua y acotada. Para
este caso se demuestra, bajo cierta condicién de control para la no linealidad y usando el
método de sub y super soluciones ordenadas en combinacién con un argumento del tipo
diagonal, un teorema de existencia de solucién (teorema 3.0.3, [9]).

Finalmente, en la seccién 3.2, se prueban los resultados obtenidos para el problema abs-
tracto de electrodifusién correspondiente a sistemas, esto es para f : [0,1] x R3" — R"
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con n > 1y que hemos publicado en el articulo [12]. Andlogamente a lo que se hizo
con el caso escalar, en la subsecciéon 3.2.1 se demuestra un teorema de existencia para f
continua y acotada bajo condiciones del tipo Nirenberg (teorema 3.0.4) y en la subseccién
3.2.2 un resultado de existencia de solucién bajo hipétesis mds débiles, esto es para f no
necesariamente acotada y bajo condiciones no asintéticas (teorema 3.0.5, [12]).

En el capitulo 4 se prueban algunos resultados referidos al modelo generalizado de Nichol-
son con un término de recoleccién no lineal que hemos publicado recientemente [11]; esos
resultados generalizan los obtenidos por otros autores.

En la seccién 4.1 se estudian condiciones suficientes para la existencia de solucién T-
periddica positiva. Mds precisamente, en la subseccién 4.1.1 se trata el caso escalar y se
demuestra que la ecuacién (0.0.7) tiene al menos una solucién positiva T-periddica bajo
la hipétesis de que

H
Hgyp(t) := limsup Alt,z)
z—0t x
es uniforme en la variable ¢ y se cumple
3(t) + Haup(t) < > pr(t) (0.0.15)
k=1

para todo t € R (teorema 4.0.4), resultado que extiende al de J. Li et al [47]. Por otro lado
también se da una condicién necesaria para la existencia de solucién T-periédica (teorema
4.0.6). Posteriormente se considera la ecuacién (0.0.7) pero con H = H(t,z., (1)) donde
7, = T para algtn k € {1,2,3,--- ,m} y plantearemos el problema (4. open problems
and conjectures, 6. [21]) en un contexto mds general extendiendo los resultados obtenidos
por F. Long y M. Yang [49]. Mé&s precisamente se prueba que si ademas de satisfacerse la
condicién (0.0.15) se cumple que

<pp(t)e™™ (0.0.16)

2 k=1 P (1)

paratodo ty 0 < z < maxy) (W) entonces la ecuacion (0.0.7) con H =

H(t,zr, (t)) tiene al menos una solucién 7-periédica positiva (teorema 4.0.5).
Por otro lado en la subseccién 4.1.2 se considera un sistema tipo Nicholson, andlogo a

(0.0.12), pero con términos no lineales de recoleccién, libres de retardos; mas precisamente
se considera

71 (t) = =01 (H)21(t) + r(t)z2(t) + p1(t) f((x1)r () — Hi(t, 21(2))
(0.0.17)

wy(t) = —0a(t)wa(t) + Pa(t)1(t) + p2(t) f((22)r (1)) — Ha(t, x2(t))

y se demuestra ! que si

Hi(t’ CC) y Hi’mf(t) = lim 1nf 7Hi(t7 CC)

€T T—>+00 €T

H; sup(t) := limsup

z—0t

1Este resultado no se incluye en [11] y sera parte de un articulo que préximamente enviaremos para su
publicacién.
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son uniformes en la variable ¢ para ¢ = 1,2 y se satisfacen las condiciones

(Hl) : 6z(t) + Hi,sup(t> < 61(75) +pi(t)
(HQ) : 5Z(t) + Hm‘nf(t) > ﬁl(t) + Di (t)

paratodot € Rei = 1,2 entonces el sistema (0.0.17) tiene al menos una solucién x =
(w1, x2) tal que x; es T-periddica y positiva para i = 1,2 (teorema 4.0.7).

Finamlmente en la seccién 4.2 se dan condiciones suficientes para que el equilibrio trivial
sea un atractor global extendiendo el resultado de estabilidad obtenido por J. Li et al [47];
mas precisamente se demuestra que si

- H(t
Alt,z) para todo ¢,z > 0

entonces todas las soluciones del problema de valores iniciales (0.0.7)-(0.0.5) estan global-
mente definidas, son positivas y tienden a 0 cuando ¢ — 400 (teorema 4.0.8).



Chapter 1

Preliminares.

En este capitulo se dardn las herramientas necesarias para abordar posteriores capitulos;
si bien los métodos y conceptos que aqui se tratan son conocidos se opta por hacer una
breve exposicién de los mismos a los efectos de facilitar la lectura de esta tesis.

En la seccién 1.1 se define el grado de Leray-Schauder, se establecen algunas propiedades
frecuentemente utilizadas y se enuncian los teoremas de punto fijo de Schauder (teorema
1.1.3) y el de Poincaré-Miranda (teorema 1.1.4).

En la seccién 1.2 se hace una breve exposicion de la teoria del grado de coincidencia; se
enuncian sus propiedades principales y se demuestran los resultados bésicos necesarios
para aplicar el método de continuacién (teorema de continuacién generalizado 1.2.5 y
corolario 1.2.6) que seran fundamentales en las aplicaciones de la tesis.

En la seccién 1.3 se consideran algunas condiciones de la no linealidad bajo las cuales,
usando teoria del grado de coincidencia, se prueba existencia de solucién T-periddica
para el caso escalar y de sistema; estas condiciones serdn adaptadas al tipo de problemas
tratados aqui.

Posteriormente en la seccién 1.4 daremos un ejemplo en el que se combina el método de
las sub y super soluciones ordenadas y un argumento del tipo diagonal para demostrar,
bajo determinadas condiciones, existencia de solucién para un problema de Dirichlet en
un dominio no acotado.

Finalmente en la dltima seccién 1.5 se da una breve introduccién a las ecuaciones diferen-
ciales con retardo; més precisamente en la subsecciéon 1.5.1 se ilustran, a través de ejem-
plos, algunas de sus principales diferencias con respecto a las ecuaciones diferenciales
ordinarias. En la subseccién 1.5.2 se prueba existencia y unicidad de solucién (teoremas
1.5.5y4.1.2) y dependencia continua respecto del dato inicial para ecuaciones con retardo
(teorema 1.5.4); por dltimo en la subseccién 1.5.3 se considera el operador de Poincaré en
el contexto de las ecuaciones diferenciales con retardo, frecuentemente utilizado en las
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales ordinarias para establecer existencia de solu-
cién periddica, y se observan algunas de las dificultades que surgen en su aplicacion.
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1.1 El grado de Leray-Schauder.

Comenzamos con una definicién axiomédtica del grado topolégico debida a Amann y
Weiss [1] que nos permitira definir el grado de Leray-Schauder como un caso particular.

Sean X un espacio normado con 7 la topologia y p la métrica inducidas por la norma y G
una familia de abiertos tal que ) € G. Para Q2 € G denotamos

C(Q):={F:QC X — X/ F es continua }

dotado de la topologia uniforme y consideramos, para cada 2 € G fijo, una subcoleccién

de funciones M (£2) C C(£2) con la topologia inducida .

Definicién 1.1.1. Funciones Admisibles. Se dice que

M©G) = |J M©®)

es un conjunto de funciones admisibles de X si se cumple

(a): I|g € M(R2) para todo ©2 € G no vacio.

(b): Paracadapar;,Qs € Geony C Qyycada F € M () se tiene que Flg, € M ().

Ahora fijemos una clase de funciones admisibles M(G) asociada a cierta subfamilia de
abiertos §. Para cada 2 € G y p € X, difinimos

Mp(Q) :=={F € M(Q) : p ¢ F(OQ)},
A, ={(F,Q,p):Q€qG, FeM,Q))}

A= U A,.

peEX

Con estas notaciones damos la siguiente
Definicion 1.1.2. Grado Topolégico. Un grado topolégico para M(G) es una funcién
d:A—=17Z

que satisface los siguientes axiomas:

(Al). Normalizacién. Si) € Gy p € Q entonces d(I|g, 2, p) = 1.

(A2). Aditividad. Sean 2 € G no vacio, {21, 22 C Q abiertos disjuntosyp € X. Si F' € M(Q)
yp & F(Q— (21 UQy)) entonces

d(Fagap) = d(F‘ﬁlvgl)p) +d(F|§27927p)
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(A3). Invariancia bajo Homotopia. Sea Q) € Gno vacioyp € X.

Para cada
H:[0,1] — M,y(Q)

continua se cumple que
d(H(t),$,p) = d(H(0),2.p)
para todo ¢ € [0, 1].
(A4). Traslacion. SiQ € G esno vacioy F € M,(Q) entonces

Una funcioén d(-,Q,p) : M,(Q) — Z que satisface (A1), (A2), (A3) y (A4) se denomina
grado topoldgico en p relativo a 2 y el entero d(F,$2,p), el grado topoldgico de la funcién
admisible F' en p relativo a €.

Para definir el grado de Leray-Schauder comencemos con la siguiente

Definicién 1.1.3. Operador compacto.  Sean X,Y espacios normados. Se dice que el
operador K : Dom(K) C X — Y es compacto si K es continuo y ademads para todo
B C Dom/(K) acotado se verifica que K (B) es relativamente compacto, es decir, K (B) es
compactoen Y

y recordemos el siguiente resultado ttil para probar la compacidad de un operador

Teorema 1.1.1. Arzela-Ascoli. SiY un espacio de Banach y X un espacio métrico compacto
entonces A := {f;}icr C C(X,Y) es relativamente compacto en C(X,Y) si y sélo si la familia
de funciones A es equicontinua y para cada x € X el conjunto A(x) := { fi(z) : paratodoi e I}
es relativamente compacto en Y.

Ahora consideramos un espacio de Banach E, 2 C E un conjunto abierto y acotado y K :
Q) — Fun operador compacto; teniendo en cuenta que 2 es acotado K puede aproximarse
por un operador de rango finito; mas precisamente, dado € > 0 existe V. un subespacio
de E de fimensién finita y un operador K. : Q — E continuo tal que Im(K.) C V. y
ademés ||K(z) — K.(z)|| < € para todo = € Q. El operador K. se llama usualmente
una e-aproximacioén del operador K. Por otro lado observamos que siendo K compacto
infyepq || — K (z)|| # 0, luego podemos dar la siguiente

Definicion 1.1.4. Grado de Leray Schauder. Con las notaciones anteriores si K : Q — E
es compactoy 0 ¢ (I — K)~1(9Q) definimos el grado de Leray Schauder de I — K en 0
relativo a (2 del siguiente modo

dps(I = K,Q,0) == d((I - K2)|y., 2N Vz,0) (1.1.1)

donde 0 < € < 3 infyepn ||z — K ()|, I : Q — Q denota la identidad sobre Q y K. es una
e-aproximacién del operador compacto K.
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En primer lugar sefialamos que la definicién 1.1.4 es independiente de la aproximacién
elegida [6] y en segundo lugar si tomamos G como el conjunto de todos los abiertos y
acotados de X de dimensi6n infinita y M(G) = Jqgeg K1(2) donde

K(Q)={F:Q— X/F:=1-KconK :Q — X compacto} (1.1.2)

entonces dr,s es una funcién que verifica las propiedades (A1)-(A4) de la definicién 1.1.2
[48]. Mas atin Amann y Weiss [1] han probado el siguiente resultado de unicidad

Teorema 1.1.2. Existencia y Unicidad del Grado Topolégico. Sea X un espacio vectorial
localmente convexo y G la familia de todos los abiertos acotados de X. Entonces existe un tinico
grado topoldgico para la clase admisible de funciones

M(G) :={K(Q):Qeg}.

Observacion 1.1.1. El clasico ejemplo de Kakutani [48] muestra que el grado topoldgico
de Leray-Schauder no se puede definir si G se elige como el conjunto de los abiertos y
acotados de un espacio normado X de dimensién infinita y M(G) = Ugeg C(Q).

La teoria del grado topoldgico es un instrumento que basicamente permite obtener, bajo
ciertas condiciones, una cota inferior de la cantidad de soluciones de una ecuacién determi-
nada; en ese sentido la propiedad que con mayor frecuencia se utiliza es llamada existencia
de solucion: si d(F,Q,p) # 0 entonces existe x € ) tal que F(z) = p.

Muchas veces, en la practica, se requiere calcular el grado de una aplicacién continua
¥ S» 1 — Sl donde S"! := {x € R" : ||x|| = 1}. Esto puede hacerse de varias ma-
neras diferentes, por ejemplo usando homologia. No obstante podemos proceder, en el
marco de nuestro desarrollo de la teoria de grado, de la siguiente manera: en primer lu-
gar recordamos una propiedad que se utiliza frecuentemente para el calculo del grado
y que se refiere al hecho de que su valor sélo depende del punto, del dominio y de
cémo la funcién se defina sobre el borde del dominio; mds precisamente, si dos fun-
ciones admisibles F,G : O C X — X coinciden sobre 952 entonces sus grados coinciden
d(F,Q,0) = d(G,,0). Teniendo en cuenta esta propiedad damos la siguiente

Definicién 1.1.5. Grado Relativo a una Esfera. Dada ¢ : S"~! — S™~! continua, conside-
ramos F' : B1(0) — R" una extensién continua arbitraria de ¢ y definimos su grado

deg(¢) = dp(F, B1(0),0) (1.1.3)
donde B;(0) = {x € R" : ||x|| < 1} y dp es el grado de Brouwer.

Finalmente enunciamos dos teoremas de gran importancia que usaremos posteriormente
y que son consecuencias de la invariancia bajo homotopia del grado topolégico.
El primero es el teorema, bien conocido, de punto fijo de Schauder

Teorema 1.1.3. Punto Fijo de Schauder. Sea X un espacio de Banach y S C X un conjunto
acotado, cerrado y convexo tal que el operador K : S C X — X es compacto y ademds S es
K-invariante. Entonces K tiene al menos un punto fijo en S.
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El segundo resultado fue formulado por primera vez por Poincaré [67] en el afio 1886 y
demostrado posteriormente por Miranda [56] en el afio 1940; es conocido como teorema
de Poincaré-Miranda. El enunciado tal cual figura en el trabajo de Miranda [56] es el
siguiente

Teorema 1.1.4. Poincaré-Miranda. Sea
Q={reR":|z|<L,i=1,2,---,n}

yF:Q—=R"F=(fi1,f2, -, fn) continua tal que

fi(xlal‘Za o ,$i,1,L,$i+1,$i+2, e ,‘Tn) Z 0 (1 1 4)
fi(x17x27"'7xi—17_L7mi+17xi+27"' 71'71) SO o
para todoi =1,2,---  n. Entoncces existe v € Q tal que F'(z) = 0.

Paran = 1elresultado coincide con el teorema de Bolzano. Miranda prob6 que el teorema
(1.1.4) es equivalente al teorema del punto fijo de Brouwer [42].

El siguiente corolario dice que el teorema sigue siendo vélido para rectangulos arbitrarios
con caras paralelas a los ejes coordenados y si se intecambian las desigualdades.

Corolario 1.1.5. Sea F': Q C R" — R" (F = (f1, f2,- - , fn)) continua en el paralelepipedo

+

Q=[r;r ] X o X [rosrd ] X oo X [ 57

n 7 TTZ
conr; <rlparacadai=1,2,..,n.
Consideremos,para cada i = 1,2, ..., n, las caras anterior y posterior i-ésimas de

cli,-)={zxel:z;=r;}, C(i,—l—):{QCGIIﬂZi:T;r}

respectivamente.
Supongamos que para todoi = 1,2,--- ,ny para todo x € ¢(i,—), % € c(i,+) se cumple

fi(z)fi(z) <0. (1.1.5)
Entonces existe x € ) tal que F'(z) = 0.

Finalmente sefialamos que el resultado puede generalizarse para funciones continuas en
espacios de dimensién infinita [80].

1.2 El grado de coincidencia.

Como se sabe el grado de coincidencia de Mawhin es una generalizacién del grado topolégico
de Leray-Schauder; en esta seccién daremos la definicién del grado de coincidencia pero
antes debemos establecer una serie de definiciones y resultados preliminares.

Definicion 1.2.1. Operador de Fredholm. Sean X e Y espacios de Banachy L : Dom(L) C
X — Y un operador lineal con Dom(L) C X un subespacio. Se dice que el operador L es
de Fredholm si se cuamplen la siguientes condiciones:
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(F1): ker(L) es finito dimensional.
(F2): Im(L) es un subespacio cerrado de Y y de codimension finita, o sea
codim(Im(L)) = dim(coker(L)) < oo
donde coker(L) :=Y/Im(L).
Ademaés si L es de Fredholm se define su indice como el entero
i(L) := dim(ker(L)) — codim(Im(L))

Nos interesa en particular los operadores de Fredholm de indice cero.

De resultados basicos del andlisis funcional sabemos que existen complementos directos
del ker(L) y de I'm(L) y en tal caso podemos definir proyectores continuos P : X — X'y
Q:Y—>Y

L

—Y ——Y

X —Dom(L)

de manera que

Im(P) = ker(L) (1.2.1a)
ker(Q) = Im(L) (1.2.1b)
y
X = ker(L) & ker(P) (1.2.2a)
Y = Im(L) & Im(Q) (1.2.2b)

Como veremos en la préxima seccién, cuando se reformulan ciertos problemas resonantes
en el contexto funcional, aparece un operador de diferenciacién que no es inversible; en
esos casos se considera la inversa generalizada sugtin se establece en la siguiente

Definicién 1.2.2. [nversa generalizada de L. Con las notaciones previas, se define la inversa
generalizada de L
Kpg :Y — Dom(L) Nker(P)

como
Kpq = Kp(I - Q) (1.2.3)

donde
Kp:Im(L) — Dom(L) N ker(P)

es la inversa algebraica del operador
Lp: Dom(L) Nker(P) — Im(L).

Observacion 1.2.1. Efectivamente Ly, := L|pom(L)rker(p) € un isomorfismo; par ello basta
observar que siz € Dom(L)Nker(P)y L(z) = 0 entonces x € ker(P)Nker(L)y de acuerdo
a la suma directa (1.2.2a) se tiene = = 0. Ademas se verifican las siguientes relaciones

LKp = Il ¥ KpL = [I = Pl|pom(r)- (1.2.4)
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Ahora consideramos el co-nticleo de L con la topologia cociente y
II:Y — coker(L)
la sobreyeccién canénica definida I1(y) = [y] = {y + Im(L),y € Y} y observamos que

y € ker@Q = Im(L) sii y € kerII. (1.2.5)

En lo que resta consideraremos L : Dom(L) C X — Y un operador de Fredholm de
indice ceroy N : {2 C X — Y no necesariamente lineal con €2 abierto y acotado.

Nuestro objetivo es estudiar condiciones suficientes para que la ecuaciéon
Lx =Nz
tenga al menos una soluciéon z € Dom(L) N Q.

En el contexto de la teoria del grado de coincidencia interesan las no linealidades que
satisfacen ciertas propiedades; mds precisamente fijados los proyectores P y () damos la
siguiente

Definicion 1.2.3. Operador L-Compacto. Un operador N : Q — Y sidice que es L-compacto
en (2 si se satisfacen las siguientes condiciones:

(L1): IN : Q C X — coker(L) es continuo y IIN(Q) es acotado.

(L2): KpgN : © — X es un operador compacto en () es decir KpgN es continuo y

KpgN (£2) un conjunto relativamente compacto.

Observacion 1.2.2.  La condicién (L2) no depende del par (P, Q) de proyecciones, mas
precisamente se tiene el siguiente resultado (Proposition II1.1, [53]): si L es un operador de
Fredhom de indice cero y se cumple (L1) entonces si para algiin par de proyectores (P, Q) se
cumple (L2) entonces (L2) se cumple para cualquier par de proyectores continuos (P’, Q')
que satisfacen (1.2.1a) y (1.2.1b).

Por altimo consideramos O, la clase de todos los isomorfismos del coker(L) con el ker(L)
y damos la siguiente

Definicién 1.2.4. Se dice que I'' y I" son homotdpicas en © si y sélo si existe un operador
continuo
[:[0,1] x coker(L) — ker(L)

tal que
T0,)=T"y I'(1,.)=1".
Asimismo teniendo en cuenta la orientacién del ker(L) decimos que

I': coker(L) — ker(L)

es un isomorfismo que preserva la orientacion si y sélo si fijadas las orientaciones B; :=
{viti<i<n Y B2 = {wi}ti<i<n para el coker(L) y ker(L) respectivamente entonces I'(B;)
define la misma orientacion para ker(L) que la dada por By. En caso contrario decimos
que la invierte.
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Observacion 1.2.3.  Se demuestra (Proposition II1.4 , [53]) que existen sélo dos clases ho-
motépicas que particionan a ©, mds precisamente: I y I' son homot6picas en © si y s6lo
si

det(T'(T")~1) > 0.

El siguiente diagrama ilustra la situacién que tenemos hasta aqui

X < ker(P) N Dom(L) <:[L(>le(L) = ker(Q)

g P
I-P 1-Q
T Kpq T

X Y

ij/inN

Im(P) = ker(L) coker(L)

r

Basdandonos en estos preliminares definimos el operador
F:QcX—-X

como
Fi=1-K (1.2.6)

donde
K:=P+ (Tl + Kpg)N

y probaremos dos resultados bdsicos para alcanzar nuestro objetivo: en primer lugar que
el operador K es compacto y en segundo que el conjunto de ceros de F es el conjunto de
soluciones de la ecuaciéon Lz = Nz.

Proposicion 1.2.1.  Si L es un operador de Fredholm de indice cero y N es L-compacto entonces
el operador IC es compacto en .

Demostracién. Por la condicién (L2) KpgN es compacto. Por otro lado P es de rango
finito, de manera que P es compacto. Finalmente por la condicién (L1) tenemos que ILNV

es continua y IIN(2) es acotado, luego I'lIN es continua de rango finito y se sigue el
resultado.

Con las notaciones y definiciones previas tenemos
Proposicion 1.2.2. SiT' : coker(L) — ker(L) es un isomorfismo arbitrario entonces para todo
x € Dom(L)NQ

Lz =Nz & Fz=0 (1.2.7)
Demostracién. Teniendo en cuenta que I — () es proyectar sobre Im(L) y que ker(Q) =

Im(L) tenemos
Lr=Nz & Lx=(I —Q)Nz, QNxz = 0.

Aplicando K p en ambos miembros de la ecuaciéon Lz = (I — Q)Nz y usando la equiva-
lencia QNz = 0 < IINz = 0 (relacién (1.2.5)) vemos que

Lr =Nz < KpLx = Kp(I —Q)Nx, IINz =0
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Finalmente teniendo en cuenta que KpL = [I — P]|pomz) (relacion (1.2.4)), que Kpg =
Kp(I — @)y quel esunisomorfismo

Lz =Nz < (I — P)z = KpoNz, TTINz =0

es decir
Lr =Nz < (I - P)x =TTl + Kpg)Nx

de donde se sigue el resultado. B

Observacion 1.2.4. De acuerdo a la equivalencia (1.2.7), si se cumple la condicién
Lz # Nz para todo € Dom(L) N 0N (1.2.8)

el grado de Leray Schauder dr5(F,€2,0) estd definido y tenemos el siguiente resultado
(Proposition IIL.6, [53]) que es la antesala de la definicién del grado de coincidencia: Si
L:Dom(L) C X — Y es un operador de Fredholm de indice cero, N : Q C X — Y es L-
compacto y se cumple (1.2.8) entonces el grado de Leray-Schauder dy5(F,2,0) depende
solamente de L, IV, 2 y de la clase de homotopia de I' € © elegida.

Teniendo en cuenta el desarrollo previo, podemos extender la nocién del grado topolégico
de Leray-Schauder; para ello fijamos orientaciones para el ker(L) y el coker(L) y elegimos
un isomorfismo I' que preserve la orientacién y damos la siguiente

Definicién 1.2.5. Grado de Coincidencia. Si L es un operador de Fredholm de indice cero
y N es L-compacto entonces el grado de coincidencia del par (L, N) en 2 es el entero

d((L,N),Q) :==dps(F,Q,0) =drs(I — K,8,0)
donde K se define como en (1.2.6).

Observacion 1.2.5. Si X =Y y L = I entonces L es claramente un operador de Fredholm
de indice cero y se tiene que P = 0, ) = 0y Kpg = I. En este caso las condiciones (L1) y
(L2) se satisfacen si N es compacto sobre (2. Luego, efectivamente, el grado de coincidencia
del par (I, N) es el grado de Leray-Schauder de la perturbaciéon compacta de la identidad
I — N, es decir

d((I,N),Q) :=drs(I — N,Q,0).

Obviamente, para espacios normados de dimensién finita, el grado de coincidencia es el
grado de Brouwer. También observamos que en el caso no resonante, ker(L) = {0}, se
tiene que P =0,Q = 0,11 =0y Kpg = L~! de manera que

d[(Lv N)a Q} = dLS(I - L—1> Q) O)
Enla subseccién que sigue usaremos la siguiente convencion referida al grado de Brouwer

para un espacio de dimensién cero, es decir X = {0}. En ese caso, definimos d(I, {0},0) =
1y para la aplicacién vacia d(, {0},0) = 0.
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1.2.1 Principales propiedades del grado de coincidencia.

En esta subseccién enunciamos algunas de las propiedades fundamentales del grado
de coincidencia que se aplican usualmente, en particular las propiedades (A1), (A2) y
(A3) de la definicién axiomatica del grado topolégico (1.1.2); las demostraciones de esas
propiedades son consecuencias de la definicién del grado de coincidencia y de la validez
de las propiedades andlogas para el grado topoldgico de Leray Schauder.

Teorema 1.2.3. Si L es un operador de Fredholm de indice cero y N es L-compacto en () entonces
el grado de coincidencia satisface las propiedades

1.
2.

Normalizacion. Si Q2 € Gy 0 € Q entonces d[(1,0),Q] = 1.
Aditividad. Si Q2 = Q¢ U Qq con Qo y 4 abiertos disjuntos entonces

d[(L,N),Q] = d[(L,N), Q] + d[(L, N), ]

Invariancia del grado bajo Homotopia. Si N : [0,1]x€Q — Y es L-compactoen [0,1]xQ
tal que para cada \ € [0, 1]

0¢ (L — N, -)(Dom(L) N Q)

entonces
d[(L> N()‘v ))7 Q]

es independiente de X € [0, 1].

Existencia de Solucién. Si d[(L, N),Q] # 0 entonces existe x € Dom(L) N € tal que
Lz = Nz.

Escisién. Si Qo C Q es un abierto tal que (L — N)~1(0) C Qg entonces

d[(Lv N)a Q] = d[(La N), QO}'

El grado de coincidencia d[(L, N), ] sélo depende de L, Q2 y de la restriccion de N sobre
.

Teorema de Rouché. Para cada N’ : Q — Y tal que
sup{||Fzx — F'z||: 2 € 0Q} < r
donde Fx :=x — Px — (I'll - Kpg)Nz,
r = inf{||Fz|| : x € 0Q} > 0
yF'z:=x— Px — (I'll - Kpg)N'x se tiene que

d((L,N),Q) =d((L,N'"),Q).

Teorema de Borsuk Generalizado. Si 2 es un conjunto abierto, acotado y simétrico res-
pecto del origen y N es impar entonces d((L, N ), Q) es impar.
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En la practica se combinan varias de estas propiedades: existencia de solucién, aditivi-
dad, escision e invariancia bajo homotopia. La aditividad es frecuentemente utilizada
para probar multiplicidad de solucién. No obstante, la propiedad mads potente es la inva-
riancia bajo homotopia. Para ilustrar su alcance probaremos algunas de las consecuencias
enunciadas.

Por ejemplo que el grado no depende sino de L, 2 y de la restriccién de N al borde de
() se puede probar asi: supongamos que N y N’ son L-compactos y coinciden sobre 0f2;
entonces si consideramos la mds simple de todas las homotopias que es la combinacién

convexa )
N\ z):=ANz+ (1 - ANz (1.2.9)

el resultado se sigue de la propiedad de invariancia bajo homotopia enunciada en el teo-
rema (1.2.3).

También el teorema de Rouché es una consecuencia de la invariancia; nuevamente consi-
deramos la homotopia (1.2.9) y Fz := & — Pz — (Tl — K P7Q)N (A, x). Entonces facilmente
se comprueba que para = € 99 se tiene || Fz|| > 0 lo que muestra que Lz # N (), z) para
x € Dom(L) N 0Ny A € [0,1] y de ahi el resultado.

1.2.2 Teorema de continuacion generalizado.

Ahora estamos en condiciones de establecer la herramienta fundamental para esta tesis,
esto es, un teorema de continuacién generalizado que garantiza, bajo ciertas condiciones,
existencia de solucion.

Dado L : Dom(L) C X — Y un operador de Fredholm de indice cero y
N:[0,1]xQ—Y
un operador L-compacto en [0, 1] x O se considera la familia uniparamétrica de ecuaciones
L =AN\z)+y, Ae€l0,1], yeIm(L) (1.2.10)
y se tiene la siguiente equivalencia

Lema 1.2.4. Paracada X € (0, 1] el conjunto de soluciones de la familia (1.2.10) coincide con el
conjunto de soluciones de la ecuacion

Lr=(Q+XI - Q)N x)+y=QNN\z)+AI - Q)N(\z) +y (1.2.11)
y si A = 0 cada solucion de (1.2.11) es una solucion de (1.2.10).

Demostracién. Supongamos que A € (0, 1], entonces teniendo en cuenta que ker(Q) =
I'm(L) se tiene que (1.2.10) es equivalente a

0=QN\z) v Lr =XI—-Q)N(\z)+vy

y en consecuencia a (1.2.11).
Por otro lado si A = 0 entonces (1.2.11) queda

0=QN(0,2) Lzx=y
y por lo tanto cada solucién de (1.2.11) es una solucién de (1.2.10). W

El resultado funcamental de esta seccién es el siguiente
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Teorema 1.2.5. de Continuacién Generalizado. Sean L : Dom(L) C X — Y un operador
de Frdedholm de indice cero, N : [0,1] x Q — Y L-compacto en [0,1] x Q con N(1,-) := N e
y € Im(L) fijo, tal que se satisfacen las siguientes condiciones

(H1): Lx # AN(\,z) +y para cada X € (0,1) y cada = € Dom(L) N OS2
(H2): TIN(0,x) # 0 para cada x € L™ (y) N OQ.

(H3): El grado de Brouwer de la funcion ILN (0, -) restringida al espacio finito dimensional afin
L~Y(y) relativo al conjunto Q N L~1(y) es no nulo, es decir

dp [HN(Ov ')|L‘1(y)’ an L_l(y)v O] # 0.

Entonces para cada X € [0, 1) la ecuacion (1.2.10) tiene al menos una solucion en Q0 y la ecuacion
Lx=N(x)+y
tiene al menos una solucién en .

Demostracién. Aplicaremos la propiedad de invariancia bajo homotopia para el operador
L-compacto )
N\ z)=QN\z)+AI - Q)N(\z)+y.

Tenemos que verificar en primer lugar que se cumple
0¢ (L—N(\-)(Dom(L)NoQ)

para todo A € [0, 1].

Por la hipétesis (H1) tenemos que si A € (0,1) y x € Dom(L) N 92 entonces Lz #
AN (A, x) + y; luego por el lema (1.2.4)

Lz #QN\z) + XTI — Q) N\, z) +y =N\, z),

es decir que para todo A € (0,1) y todo x € Dom(L) N 0N se verifica que 0 ¢ (L —
N(\,-)(Dom(L) N o).

Por otro lado si A = 0 entonces nuevamente por el lema (1.2.4) toda solucién de L(z) =
N(0,2) = QN(0,z) + y es solucién de Lz = y de manera que QN (0,z) = 0y teniendo
en cuenta que Qz = 0sii z € kerIl tenemos que IIN(0,z) = 0. Ahora de la hipétesis
(H2) se tiene TIN(0,z) # 0 para cada x € L1y N dQ y entonces también se verifica que
0¢ (L— N(0,-))(Dom(L) N dN) para todo = € Dom(L) NI,

Finalmente si para A = 1y z € Dom(L) N0 se cumple que L(z) = N(1,z) = N(1,z) +y
entonces se verifica en forma directa la tltima afirmacién del teorema y entonces podemos
asumir en definitiva que 0 ¢ (L — N(),-))(Dom(L) N dQ) para todo A € [0,1] y = €
Dom/(L) N oN.

Por la propiedad de invariancia bajo homotopia tenemos que d[(L, N(, -)), 2] no depende
de A € [0,1] de manera que podemos calcular su valor para A = 0.
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d[(L7N(07 ))79] = d[(La QN(O,x) + y), } =

=dps(I — P—TIIN(0,) — Kpy,$,0). (1.2.12)

Ahora distinguimos dos casos:

1) Si ker(L) = {0} entonces tenemos que P =0,Q = 0,11 =0, Kpg = Lty
d[(L,N(0,-)),Q] = dp(I — L™ 'y,0,0).

En este caso la hip6tesis (H2) es equivalente a que L™ {y} N 9 = 0 y con la convencién
del grado de Brouwer para espacios de dimensién cero (observacién 1.2.5) la hipétesis
(H3) se transforma en la condicién Q N L™y} # 0 es decir si L™!(y) € Q lo cual implica
LYy} noQ = 0. Ahoradp(I — L™1y,Q,0) = dp(I,Q, L~ 1y) = 1y el resultado se sigue
de la propiedad de existencia de solucién.

2) Si ker(L) # {0} entonces

d[(L,QN(0,z) +y),Q] =drs({ — P —-TIIN(0,-) — Kpy,Q,0) =
=drs(I — P —TIIN(0,- + Kpy), —Kpy + 2,0) =

= dLS(I - P - FHN(()’ t+ KPy)|ker(L)7 (_KPy + Q) N ker(L)> O) =
= dLS(_FHN(Ov -+ KPy)|ker(L)v (—pr + Q) N ker(L)a 0) =

= +ds(IIN (0, + KpY)lker(r), (—Kpy + Q) Nker(L),0) =

= +dps(IIN(0, )| -1443, 2N L7 {y},0)

(1.2.13)

donde se ha usado la invariancia del grado bajo traslacién, la propiedad multiplicativa
del grado de Brouwer y el hecho de que el grado de un isomorfismo lineal es +1. Ahora
el resultado se sigue usando la hipétesis (H3). B

Generalmente la verificacion de las hipétesis (H2) y (H3) del teorema 1.2.5 no son inme-
diatas; a los efectos de evitar trabajar con el espacio cociente procedemos de la siguiente
manera. Consideramos el caso y = 0 y observamos que si

J : Im(Q) — ker(L)

es un isomorfismo para algiin proyector continuo @ : Y — Y que satisface la condicién
(1.2.1b) entonces la equivalencia formulada en la proposicion (1.2.2) se cumple con

Fr=x—Pxr—JQNzx - KpgoNz (1.2.14)
y se tiene el siguiente corolario del teorema 1.2.5 que usaremos en capitulos posteriores

Corolario 1.2.6. Sean L : Dom(L) C X — Y un operador de Frdedholm de indice cero
y N :[0,1] x Q — Y L-compacto sobre [0,1] x Q, N(0,-) := Ny J : Im(Q) — ker(L)
un isomorfismo para algiin proyector continuo Q) : Y — Y que satisface la condicion (1.2.1b).
Supongamos que se cumplen las hipdtesis

(H1): Lx # AN (X, x) para cada A € (0,1) y cada x € Dom(L) N 0N

(H2): QN # 0 para cada x € ker(L) N OS.
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(H3):
dB(JQN [xer(r), 2 N ker(L),0) # 0.

Entonces las conclusiones del teorema (1.2.5) siquen siendo vilidas.
Demostracién. Con la notacién Il := II] Im(Q) observamos que
I'MIN =TTEN = (I'llg)QN
siendo I'llg un isomorfismo de Im(Q) sobre ker(L). Luego
AN |ger(r), 2 Nker(L), 0] = £d[JQN |xer(r), 2 N ker(L), 0]

de donde se sigue el resultado. W

Observacion 1.2.6. Notamos que las hipétesis (H2) y (H3) conjuntamente dicen que el
grado de Brouwer de la funciéon QN existe y es distinto de cero. Ademads para algtn
isomorfismo ¢ : ker(L) — R" ponemos

G = p(ker(L) N Q)
e identificamos JQN |xer(r) con b := 9. JQNp™ |

Onker(L) =Y e, Im(Q) —L> ker(L)

il B

G h R”

1.3 Algunas aplicaciones de la teoria del grado de coincidencia a
ciertos problemas resonantes.

En esta seccién se dan algunos resultados que se adaptarén a ciertos problemas resonantes
que se describen en el siguiente capitulo.

La estrategia del método del grado topolégico comienza reformulando una determinada
ecuacion diferencial como una ecuacién funcional

Lxr =Nz

donde z pertenece a cierto espacio de Banach adecuado. En general el operador L es un
operador lineal de diferenciacién y la no linealidad /N involucra derivadas de orden infe-
rior a las que ocurren en L. Dependiendo de las condiciones de contorno del problema, el
operador L puede invertirse (ver por ejemplo (1.4.4)) y en tal caso Lz = Nx es equivalente
al problema de punto fijo

= LIN(z).

Si L no es inversible se dice que el problema es resonante y bajo ciertas condiciones, por
ejemplo en una ecuacién de segundo orden bajo condiciones de tipo Neumann o perié-
dicas, podemos usar la teoria del grado de coincidencia de acuerdo al siguiente esquema
basado en el corolario 1.2.6:
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1. Se eligen espacios de Banach adecuados X e Y; un operador lineal L : Dom(L) C
X — Y con Dom(L) un subespaciode X y N : X — Y de forma tal que el problema
a resolver sea equivalente a la ecuacién L(z) = N(z),z € Dom(L).

2. Se prueba que L es un operador de Fredholm de indice cero y a partir de la determi-
nacién de proyectores continuos P, () que satisfacen las relaciones (1.2.1a) y (1.2.1b),
un isomorfismo J : Im(Q) — ker(L) y la inversa generalizada de L, es decir Kp,
se define la homotopia (1.2.14).

3. Se prueba la existencia de un conjunto 2 C X abierto y acotado de forma tal que
N :Q C X — Y resulte ser un operador L-compacto y se verifiquen las hip6tesis
(H1), (H2) y (H3) del corolario 1.2.6.

Se observara que en todos los casos tratados en esta tesis el operador NV es independiente
del parametro A, de manera que la familia uniparamétrica de problemas sobre la que se
aplica el método de continuacién es Lz = ANz con A € [0,1] y € Dom(L) N Q.

El procedimiento para la determinacion de la existencia del conjunto (2 est4d basado, en
parte, en el obtencién de cotas a priori de las supuestas soluciones del problema; en este
sentido usaremos, en la proxima subseccion, la desigualdad de Wirtinger, segtin la cual
para una funcién z : [0,7] — R absolutamente continua que satisface z(0) = z(7T') y
2'(0) = 2/(T') existe una constante ! C' > 0 tal que

|z = (| 200,y < Cll2 12200, (1.3.1)

donde 7 := fOT x(t) dt es el promedio de x sobre [0, 7). en

1.3.1 Condiciones de Landesman-Lazer.

Enun articulo cldsico Landesman y Lazer dan condiciones suficientes para la existencia de
solucién de un problema eliptico resonante con condiciones de Dirichlet ([43],[52]); esas
condiciones se pueden formular para el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias en
términos del comportamiento asintético de la no linealidad.

Consideramos el problema de segundo orden T-periédico

2! = f(t,a:)
{ z(0) = z(T), 2'(0) =2'(T) (1.3.2)

donde f € C([0,T] x R,R). Un primer resultado es el siguiente

Teorema 1.3.1. Landesman-Lazer. Caso Asintético. Sea f(t,x) = p(t) —g(z) con g € C(R)
acotada, p € C([0,T)) tal que existen los limites

g(+00) == lim g(x)

r—r-+00

g(—o0) := lim g(z).

T—r—00

'Se puede probar que la constante 6ptima es C = =
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Si se satisface que

g(—00) <P < g(+00) (1.3.3a)

(oN

g(+00) <P < g(—00) (1.3.3b)

donde p := 7 fOT g(x) dx designa el promedio de p sobre [0, T| entonces el problema (1.3.2) tiene
al menos una solucion T-periodica.

Observacion 1.3.1.  Si para todo = € R se cumple que
g(—00) < g(z) < g(400) (1.3.4)

entonces la condicién (1.3.3a) es también necesaria.

De la demostracion de este teorema ([6], [7],[52]) se sigue que las condiciones de Landesman-
Lazer asi enunciadas pueden debilitarse en el sentido de levantar la exigencia de la exis-
tencia del limite de la no linealidad, por ejemplo pidiendo que para alguna constante
R > 0 se cumpla

g(—=x) <p < g(x) (1.3.5a)

g(r) <p < g(—x) (1.3.5b)
para todo z > R.

Bajo cualquiera de estas dos condiciones (1.3.5a) 6 (1.3.5b) se verifica que sip = 0 entonces
el problema tiene solucién atin cuando g(£o00) = 0, es decir para el caso de las llamadas
vanishing nonlinearities.

Un segundo resultado, méas general, es el siguiente

Teorema 1.3.2. Landesman-Lazer. Caso Asintético Generalizado. Sea f € C ([0, T] xR, R)
acotada tal que

limsup f(t,2) = () liminf f(t,2) = f7(0). (1.3.6)
Si se satisface que
T T
/ fo(t)dt <0< / fiT() dt (1.3.7a)
0 0
0 . ,
/ fE()dt <0< / fi (8) dt (1.3.7b)
0 0

entonces el problema (1.3.2) tiene al menos una solucion T periddica.

Demostracién. Siguiendo el esquema recién enunciado, en primer lugar elegimos, en este
caso, X =Y = C[0,T] conlanorma || - ||« y consideramos los operadores

L:Dom(L)Cc X - X
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con
Dom(L) = {x € C*[0,T] : 2(0) = z(T), 2'(0) = 2/(T)}

y
N:X—>X

definidos
Lz(t) = 2"(t), x € Dom(L); Nz(t) = f(t,z(t)), v € X

para todo ¢ € [0, 7.

Féacilmente se verifica que el problema es resonante, pues ker(L) = R y ademaés
Im(L)={z e X: =0}
Luego L resulta ser un operador de Fredholm de indice cero .

Ahora consideramos los proyectores continuos P, Q : X — X definidos Q(x) = P(z) :=
z, el isomorfismo J : Im(Q) — ker(L) dado por la identidad y la inversa de Lp =
L| pom(L)nker(P); Mds precisamente, dada ¢ € Im(L), se define Kp(¢) := x siendo z la
tnica solucién de promedio cero del problema

' =¢

z(0) = z(T), 2/(0) = 2/(T).
Usando la desigualdad de Wirtinger (1.3.1) y el teorema 1.1.1 de Arzeld-Ascoli se com-
prueba que K p es compacto; luego la inversa generalizda Kp g = (I — Q) K p es compacta.

En segunda instancia, se considera la familia uniparamétrica de problemas
(P\): Lx =ANz, x € Dom(L), X€|[0,1]

y seguin la proposicién (1.2.2) tenemos que z € Dom(L) es solucién de (Py) para A € (0, 1]
siy s6lo si Fy(z) = 0 donde

Fa(z) =2 —P(z) — JQ(Nz) — AKpg(Nzx) =
= 2= P(z) = JQUI(-2)) = \Kp(I = Q)(f(,)) =
=z = [T+ [02) + AKp(f(2) = F(2))]

Finalmente debemos probar la existencia de un conjunto 2 C X abierto y acotado de
forma tal que N : QO — X sea L-compacto y se verifiquen las hipétesis (H1) (H2) y (H3)
del corolario 1.2.6. Consideraremos el caso (1.3.7b) pues el otro es anélogo.

En primera instancia observamos que si 2 C X es un conjunto abierto y acotado arbitrario
entonces IIN : @ — coker(L) es continuo, IIN(£2) es acotado y KpoN es un operador
compacto, de manera que IV es L-compacto en 2.

Ahora veamos que existe r; > 0 suficientemente grande tal que siz € Dom(L) y ||z||oc >
r1 entonces Lx # ANz para todo A € (0,1). Por el absurdo, supongamos que existen
sucesiones (z,,) C Dom(L), (An) C (0,1) tal que ||zy||cc — +00y Fa, (xn) = 0. Luego
zh(t) = A f(t, (L)) con A, € (0,1), 2,(0) = 2, (T) y 2,,(0) = z/,(T) y observamos que si
Zn = Xn, — Tp, entonces usando la desigualdad de Wirtinger

[2nlloo < Cllzpllec = Cllan|l < ClLf(s zn)lloe < M
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para cierta constante M > 0; asi debemos tener que 7,, — oo y pasando a una subsucesién
si fuera necesario podemos suponer que z,, — +o0.

Ahora teniendo en cuenta que fOT f(t,zn(7)) dt = 0 para todo n € Ny usando el lema de
Fatou se concluye que

T
()—hmmf/ f(t,zn (T dt—liminf/ f(t, zn(T) +Tp) dt

n——+o0 n—+00
g/ liminf f(t, 2, (7) + ) dt</ f
0 n—+0o

lo cual es absurdo. El caso z,, — —oo se trata de manera anéloga.

Por otro lado podemos elegir 75 > 0 de forma tal que Q Nz # 0 para todo x € ker(L) con
||z||cc > r2. En primer lugar observamos que, teniendo en cuenta las definiciones de N,
P,QyJyqueker(L) =R

1 T
Foluntia) = ~JQ(N®) = ~QNe) = ~Fo) =~ [ f(t.a0)

luego, segtin lo observado en (1.2.6), identificamos —Q N |ie;(z) con la funcién h : R — R

definida
1 /7
r) = —/0 f(t,r)dt

Ahora usando nuevamente el lema de Fatou tenemos

lim sup A(r </ ft,r)ydr <0

r—-+00

lim sup A(r >/f (t,r)dr >0

T——00

luego existe ry suficientemente grande tal que h(r2) < 0 < h(—r32).

En definitiva si elegimos Q := B,(0) := {z € X : ||z]loc < 7} conr > max{ry,ra}
se verifican las hipétesis (H1) y (H2) del corolario (1.2.6) y ademés dp(JQN |ier(z), 2 N
ker L,0) = dg(h, B»(0) NR,0) = —1 de donde se obtiene el resultado M.

Es interesante observar que para el caso (1.3.7a) el grado dp(JQN |xer(r), 2 Nker(L),0) =
1; la diferencia en el valor del grado segtin el caso se ve reflejada, cuando se aborda el
problema por métodos variacionales, en el tipo de punto critico de la funcional en juego:
para el caso (1.3.7a) la funcional es coerciva y se tiene un minimo mientras que para el
caso (1.3.7b) un punto silla.

En todos los casos considerados hasta aqui, la no linealidad se supone acotada y se impo-
nen ciertas condiciones sobre su comportamiento en el infinito.

En primer lugar observamos que la hipétesis de la acotacién de la no linealidad no puede
eliminarse sin imponer alguna restricciéon como se ve a partir del siguiente ejemplo

2 (t) + x(t) = sen(t)
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que atin cumpliendo la condicién (1.3.5a) no tiene soluciones 27-periddicas.
Por otro lado, podemos evitar la condicién de acotacién en el siguiente sentido. Usando
la desigualdad de Wirtinger (1.3.1) en la ecuacién

7
xr =

Alp —g(x)), A € (0,1]
se tiene
20 < lle”llz20m) < 5-11p — 920y
Luego si ||z||oc = R

3
-
[ = F]|oo < =

1
< 5 (Ilpllzz + T5Gr) =T (138)
donde
Gr =sup{g(z) : = € Br(0)}.

Ahora si consideramos R > 2I'i entonces

[z(8)] = 2| = [|lz = Z|loe = R —2I'r > 0.
Por otro lado integrando la ecuacién obtenemos

T T
AzﬁﬁﬁZA o(u(t)) dt

de donde deducimos que si T > 0 entonces

inf(g(Ir)) <P < sup(g9(Ir))
con

I :=[R — 2Ty, R]
ysiz <0

inf(g(Jr)) < p < sup(g(Jr))
con

Jr:=|-R,2Tr — R).

De esta forma, por ejemplo, la condicién (1.3.5a) puede sustituirse por esta otra

g(—x) <p < g(x) paratodo z € Ip
para alguna constante R > 0 con I = [R — 2I'g, R] C R™.

(1.3.9)
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1.3.2 Condicién de Nirenberg

En esta subseccion queremos dar condiciones suficientes, andlogas a las de Landesman-
Lazer, para sistemas de la forma

{X”(t)+g(><(t)) p(t), t € (0,T)

= t
x(0) = x(T), x'(0) = x'(T) (1.3.10)

cong € C(R",R") acotada 'y p € C([0,T],R").

Para adaptar las condiciones de Landesman-Lazer al caso de sistemas comenzamos ob-
servando que para el caso escalar, n = 1, los limites de g : R — R en fo00 pueden ser
considerados como limites radiales de los bordes de la bola B;(0) C R, es decir:

g(+o0) = lim g(s-v) =gy

s——+o0
conv = *1.

De esta forma ¢ puede definirse en forma continua en la recta extendida. La condicién
de Landesman Lazer dice, en particular, que g, # p paraven S 0 = {41} 1o cual permite
definir la aplicacién ¢ : S° — S°

G — P
b(v) = =F
|90 — DI
De la definicién de 9 y de las condiciones de Landesman-Lazer se ve que su grado, en el
sentido de la definicién 1.1.5, es no nulo.

En este sentido el resultado que sigue es una adaptacion de las condicones de Landesman-
Lazer para sistemas a la vez que una adaptacion de un resultado més general dado por
Nirenberg para un sistema eliptico.

Teorema 1.3.3. Nirenberg. Sea g € C(R",R") acotada y p € C([0,T],R"™) tal que los limites
radiales
gy = lim g(s-v) (1.3.11)

s$—+00

existen y son uniformes respecto de v € S™"~' y ademds se satisfacen las hipétesis:
(N1): gy # P para todov € S™1
(N2): el grado de la funcién 1 : S*~1 — S™~1 definida

gv - p
== - 1.3.12
Y = g, T (1.312)

es distinto de cero.
Entonces el sistema (1.3.10) tiene al menos una soluciéon T-periddica.

R. Ortega y L. Sdnchez [62] han dado un ejemplo en el cual se muestra que para el caso
paran > 1 la generalizacion de las condiciones (1.3.5a)-(1.3.5b) no son vélidas; més pre-
cisamente, presentan un sistema que no tiene soluciones T-peridédicas y que sin embargo,
para alguna constante R > 0, satisface las siguientes hipétesis:
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(O1): g(x) # p para todo ||x|| > R.
(O2): El grado de la funcién 1 : S"~! — $"~1 definida

b(v) - g(R-v)—p

== 7 - 1.3.1
le® )l (1.3.13)

es distinto de cero.

Por otro lado en el articulo de R. Ortega y J.R Ward [63] se estudia existencia de solucién
de sistemas para los que no valen las condiciones de Nirenberg; las hip6tesis acerca de gy,
Hggg:g“ de forma tal que eventualmente

los limites radiales pueden ser iguales al promedio p para algunos puntos de la esfera,
incluso para todos o atin ni siquiera existir.

se reeemplazan por otras referidas al cociente

1.3.3 Una condicién geométrica.

En todos los casos considerados hasta aqui la no linealidad se supone acotada. En esta
subseccién levantamos esta restriccion. Comencemos recordando la siguiente

Definicién 1.3.1. Cdpsula Convexa. Sea X un espacio vectorial y A C X. Se define la
capsula convexa de A, notada co(A), como el conjunto convexo mas pequefio que contiene
al conjunto A

co(A) ::ﬂ{C’:AC C y C esconvexo }.

Teorema 1.3.4. de la Capsula Convexa. Con las notaciones y definiciones dadas anteriormente
si existen constantes R, R tal que R > R > 0y se satisfacen

(C2): Paracadav € R" con ||[v||=R

P éco (g (BR(V))) (1.3.14)
Yy
(C3): dp(g — P, Br(0),0) # 0
entonces el problema (1.3.10) tiene al menos una solucion T periddica.
Observacién 1.3.2.  Este resultado depende del comportamiento de g sobre la corona
C={xeR":R-R<|x||<R+R}

y en este sentido puede ser interpretado como una extension de la condicién (1.3.9); asimismo
observamos que la hipétesis (1.3.14) no puede ser sustituida por esta otra mas débil

g # P paratodov € R" tal que ||v|| = R.
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Demostracién. Siguiendo el esquema general establecido a partir del corolario (1.2.6) se
considera el espacio de Banach

B = {x € C([0,T]) : x(0) = x(T)}
dotado de la norma infinito, el abierto
Q={x€ E:|x—X[[e <R, [[X]| <R}
y se prueba que
1) x" #Ap —g(x)) parax € INy0<A<1
2) g(x) #pparax €e R*"NINy
3) dp(g — P, Br(0),0) # 0

Por un lado observamos que 2) y 3) se siguen directamente de las hipétesis del teorema y
del hecho de que R" N 9Q = Bx(0).

Por otro lado si x” = A\(p — g(x)) parax € 92y 0 < A < 1 entonces

B T3/2
[ = Xlloo < or (HPHL2 + TI/QGRJ@) =Tpr<R

de manera que ||[x|| = Ry x(t) € B,(X) para ciertor < Ry todo t € [0,T].

A partir de la condicién de la cadpsula convexa (1.3.14) y usando la versién geométrica
del teorema de Hahn-Banach existe un hiperplano H = (w) que separa estrictamente el

punto p del conjunto compacto y convexo co <g B, (V) ) ); es decir

para cierta constante ;> 0y todo vector ||a|| < r.

Ahora integrando la ecuacion se ve que
1 /T
| s +x)de=p
T Jo

donde a(t) = x(t) — X y entonces

T
0:;/0 (ga(t)+p)—p,wW)dt>pu>0

lo cual es absurdo. B
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1.4 Combinacion del método de sub y super soluciones orde-
nadas con el método diagonal.

El método de sub y super soluciones ordenadas es una herramienta bésica del andlisis no
lineal para resultados de existencia de problemas de contorno; fue introducido por Scorza
Dragoni [76] en el afio 1931 para funciones de clase C? y en el afio 1938 para funciones L!-
Caratheodory. Desde entonces el método ha sido desarrollado bajo multiples variantes
([17],[29],[34],[64],[69],[70],[80]).

Nosotros aqui describiremos una situacién tipica en la que se aplica el método de C%-sub
y super soluciones ordenadas que adaptaremos, en un capitulo posterior, al problema de
electrodifusion abstracto. A tales efectos consideremos el siguiente problema de segundo
orden con condiciones de contorno separadas o de Sturm-Louville

y' = f(z,y), =€ (a,b)
ar1y(a) — azy’(a) = A (1.4.1)
biy(b) + bay'(b) = B

donde A, B € R, a1,b1 € Ry az, by € RT conaf + a3 > 0, b7 + b3 > 0.

Si la funcién f : [a,b] x R — R es continua las soluciones de (1.4.1) son de clase C? y
una definicién de sub y super soluciones adecuada al problema es la siguiente (para una
definicién menos restrictiva ver [30])

Definicién 1.4.1. C2-suby super soluciones ordenadas. Una funcién a € C*([a, b])NC?((a, b))
se dice que es una C2-sub solucién del problema (1.4.1) si

1. &"(z) > f(z,a(x)) para todo = € (a,b).
2. a1afa) —azd/(a) < A, bia(b) + bec(b) < B.

Una funcién 8 € C([a, b]) NC?((a, b)) se dice que es una C?-super solucién del problema
(1.4.1) si

1. "(z) < f(x,B(x)) para todo = € (a,b).
2. a1f(a) —asf'(a) > A, b1B(b) + b28'(b) > B.

Ademds decimos que oy 3 es un par de sub y super soluciones ordenadas del problema
(1.4.1) si a es una sub-solucién, 8 una super-solucién del problema (1.4.1) y

a(z) < B(z)
para todo = € [a, b].
Ahora consideremos el conjunto

E ={(z,u) €[a,b] xR : a(z) <u < p(x)} (1.4.2)

con a y Bun par de C2?-sub y super soluciones ordenadas del problema (1.4.1)y f : E — R
continua y acotada.
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Teorema 1.4.1.  Bajo los supuestos dados, existe al menos una solucién y € C?([a, b]) del pro-
blema (1.4.1) de forma tal que
a(z) <y(z) < p(z) (1.4.3)

para todo = € |a, b].

Demostracién. El esquema de la demostracion es el siguiente:
(I): Se considera el problema auxiliar que es una modificacién del original

y”—y:f(:c,P(:r,y)) —P(x,y), (S (avb)
y(a) — agy'(a) = A+ (1 — a1)P(a,y(a)), (1.4.4)
y(b) +bay'(b) = B+ (1 — b1) P(b, y(b))

donde P : [a,b] x R — R es la funcién de truncamiento

alr) siy < a(x)
P(z,y) =X vy sia(z) <y < B(x) (1.4.5)
Blx) siy>B(z)

es decir P(z,y) := max{a(z), min{y, 5(z)}}.

Luego definimos los operadores

Ly := (y" —y,y(a) — azy/(a),y(b) + bay/ (b))

Ny = (f(x,P(x,y)) - P(.’I},y),A + (1 - al)P<a7y(a))7B + (1 - bl)P(buy(b)»

de forma tal que el problema (1.4.4) es equivalente a la ecuacién Ly = Ny y como el
operador L es inversible en definitiva es equivalente al problema de punto fijo

y= L 'Ny.

Finalmente teniendo en cuenta que el segundo miembro de la ecuacién del problema
modificado es acotado, se comprueba, usando el teorema 1.1.3 de punto fijo de Schauder,
que (1.4.4) tiene al menos una solucién.

(I) En segundo lugar se verifica que toda solucién y del problema modificado satisface
(1.4.3).

En efecto, si asumimos que y — « tiene un minimo negativo en zy € (a,b) entonces obte-
nemos la siguiente contradiccién

0 < y"(w0) — " (w0) = f(zo, (o)) +y(z0) — a20) — " (20) <0

Tampoco es posible que el minimo negativo se alcance en los bordes. Si por ejemplo zyp = a
tenemos y'(a) —a'(a) >0y

0=A+(1—-a1)P(a,y(a)) —y(a) + a2y’ (a) > A — aja(a) + aza’(a) > 0
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ysizg=1b

0= B+ (1=b1)P(b,y(b)) — y(b) — bay'(b) = B — bry(b) — bay/(b) < 0.

Andlogamente se prueba también que y(x) < f(x) par todo = € [a, b].

En definitiva si consideramos una solucién del problema modificado observamos que
P(z,y(z)) = y(z) de forma tal que P nada trunca y el problema original tiene al menos
una solucién que naturalmente satisface (1.4.3), es decir

a(z) <y(z) < Bx)
para todo = € [a,0]. R

El caso correspondiente a la condicién mixta —y'(a) = A, y(b) = B, es decir con a; =
by =0y az = by =1, lo usaremos en un capitulo posterior.

Ahora veremos como se puede combinar el método de las sub y super soluciones orde-
nadas con un argumento del tipo diagonal [89] para probar existencia de solucién en un
intervalo no acotado. A modo de ejemplo consideremos el siguiente problema de Dirich-
let

y(0) =0, Y(00) = Yoo := lim y(x) (1.4.6)

T—>+00

{ y” = f(x,y), T e (07 +OO)

y supongamos que existe un par de C%-sub y super soluciones ordenadas, esto es «, 3 €
C([0,+00),R) N C?((0, +00),R) con a(x) < B(x) tal que

Oé//(x) > f(x’a)7 6//(x> < f(x,ﬁ)
a(0) < 3o < B(0), oo = Boo = Yoo (1.4.7)

para todo z € (0, 4+00).

Teorema 1.4.2. Buajo este supuesto existe al menos una solucion y € C([0, +00), R)NC?((0, +00), R)
del problema (1.4.6) tal que o(z) < y(x) < B(x).

Observacion 1.4.1.  En la demostracién del teorema usaremos la norma C* de z con k =
1,2; mds precisamente como es usual si I = [a,b] cona < b, x € C’k(I ), k > Ny definimos
la norma C* de = de la siguiente manera

k
I D ™
j=0

donde (j) indica el orden de derivacién de z, 2(%) := 2y || - ||oo la norma infinito.

Demostracién. El esquema de la demostracion es como sigue. Consideramos la siguiente
sucesion de problemas

/! — , , 07
B ={ oy Lo = otz (49
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y una solucién y,, de forma tal que afj ) < yn < 8

[0,n]-

Para m > 0 fijo y n > m > 0, definimos

ult) = LWy
m

y observamos que existe una constante Cy, independiente de n tal que ||y, — ¢n || c2(j0,m)) <
C',. Ahora usando Arzeld-Ascoli, se comprueba que existe una subsucesion de (y,)n>m
que converge en [0, m] en el sentido de la norma C*.

Enlo que sigue se construye una sucesion infinita de subsucesiones de una cierta sucesion
de partida; a los efectos de poner de manifiesto la idea que estd en juego se hara explicita
la notacién usual para subsucesiones.

Procedemos del siguiente modo. Para m = 1, consideramos una sucesién de funciones
(Yn)n>1 donde cada término y,, : [0,n] — R es una solucién del problema P,,n > 1y
elegimos una subsucesion (Y, (n))n>1 de (yn)n>1 de forma tal que ((yy,(n))l[0,1))n>1 con-
verge a cierta funciéon

y':[0,1] = R

en el sentido de la norma C.

En el segundo paso, para m = 2, se elige una susubcesion (y,,(,))n>1 de la sucesién
(Yo (n))Jn=1 de forma tal que ((Yoy(n))l[0,2])n>1 converge, en el sentido de la norma C*, a
una funcién

y*:[0,2] = R.

Observacion 1.4.2.  Notemos que 01 : N — Ny o2 : N — I'm(o;) son funciones estricta-
mente crecientes y 02(n) > o1(n) para todo n € N. Hasta aqui tenemos que
(Yoo (n))n>1 C Yoy (n))n>1 € (Yn)n>1

tal que las sucesiones ((Yoy,(n))lj0,21)n>15 (Yoy (n))lj0,1])n>1 convergen en el sentido de la
norma C' y por unicidad del limite se tiene que y|j 1) = y'.

Repitiendo este procedimiento se obtiene una sucesion de sucesiones (y,, (n))n>1,k € N
de forma tal que cada sucesion ((y,, (n))ljo,5])n>1 converge en el sentido de la norma C* a
una funcion

y¥:[0,k] = R.

Ahora por construccién las funciones (y*);>1 se pegan bien en el sentido de que

k+1 k
v o =y

de manera que la funcién
y:[0,+00) = R
con y(x) = y¥(x) si 0 < x < k esta bien definida.
Observemos ademas que cada funcién y* es una solucién del problema P, de forma tal

que (y"); >, converge uniformemente a la funcién f(-,y(-)) en [0, k] y ademas yx(0) = yo
para todo k € N.
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Luego para xz < k < n se tiene que

y (@) = o + (") (0)z + /O ' /O ("Y' (t) deds, (1.49)

de manera que si k — +oo entonces n — +oo y pasando al limite obtenemos

y(z) =yo +y'(0)x + /Ox /08 F(t,y) dt ds

lo que muestra que y satisface la ecuacién del problema (1.4.6).

Finalmente teniendo en cuenta que ao, = Boo = Yoo ¥ que @jgy) < y" < Bljon) para
todo n € N concluimos que y resulta ser una solucién del problema de Dirichlet (1.4.6) en
[0, 4+00). B

Observacién 1.4.3. El procedimiento anterior puede visualizarse en el siguiente esquema

Yor(1) Yor(2) ~° Youlk) 0 Yoy - — Y- enl0,1]
Yos(1) You@) ° Youtk) ~°° You(n) -+ —> y> en[0,2]
Yor(h) ya'f@) N yak.(k) N Yorlm _> yk en [0,k (1.4.10)
You(1) You2) 0 " Youm) 0 — y" enl0,n]
: : . . . SN .

y en|0,+00)

La sucesién diagonal del esquema (1.4.10), es decir (y,, (n))n>1, converge a y; ademads
como (Yo, (n))” converge uniformemente a la funcién f(-,y(-)) en [0, 7], sustituyendo y"
POT Yy, (n) €N (1.4.9) se obtiene la misma conclusién lo que muestra que en efecto el argu-
mento es del tipo diagonal.

1.5 Ecuaciones diferenciales con retardo.

La teoria de las ecuaciones diferenciales con retardo no es una simple extensioén de la
teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias ([20],[24],[32],[38]). En muchas ocasiones
los sistemas complejos requieren de procesos de autoregulacién para su correcto fun-
cionamiento y el efecto de la retroalimentacién no es inmediato, esto es, el sistema reac-
ciona al factor de control con cierto retardo, de manera que el estado actual del sistema
depende de valores previos; esta dependencia del pasado contrasta con los modelos de-
terministas basados en el clasico principio de causalidad.

Comenzamos heuristicamente con algunos ejemplos que ilustran las principales diferen-
cias que se presentan respecto de las ecuaciones diferenciales ordinarias.
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1.5.1 Algunos ejemplos y observaciones.

(1).

).

La ecuacién
2(t) = —x (t - f) (1.5.1)
tiene soluciones de la forma
z(t) = c1 cos(t) + ca sen(t)

con ¢y, cp constantes arbitrarias, lo cual muestra que el retardo dado en el argumento
produce la existencia de soluciones oscilatorias no triviales.

Consideremos el problema de valores iniciales hacia atras (backwards)

Z(t) =ax(t) +bx(t—7) t< -7
Vi te 0] (152
donde b # 0, a # —b, 7 > 0 es el retardo constante y ¢ : [—7,0] — R una funcién

constante no nula ¢(t) := k.
Facilmente se verifica que si = es una solucién entonces se tiene que

_ak

x(t) = 2

para todo ¢ € [—27, —7] y como —% £ k entonces la solucién no es continua a pesar
que el dato inicia es suave.

. Elsiguiente ejemplo, dado en 1969 por Winston y York [85], muestra que una ecuacién

diferencial con retardo puede tener infinitas soluciones o ninguna dependiendo del
dato inicial; més precisamente consideramos

() =bt)x(t—1) t<0 (1.5.3)

con b : R — R continua definida

0 sit<0
b(t) ;=< cos(2mt)—1 si0<t<1 (1.5.4)
0 sit>1

En primer lugar observamos que z(t) = k, con k una constante cualquiera, es solucién
de (1.5.3) en (—o0, 0].

Ahora, sobre [0, 1], tenemos que
2'(t) = (cos(2nmt) — 1)k

con z(0) = k e integrando

z(1) =k + k/l(cos(27rt) —1)dt = 0.
0
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(4).

Pero entonces para ¢t > 1 se verifica 2/(t) = 0y por lo tanto z(¢t) = 0 para todo ¢ > 1.

Luego si consideramos la ecuacién (1.5.3) con dato inicial ¢ = 0 para ¢ € [1, 2] se ve
que el problema de valores iniciales correspondiente tiene infinitas soluciones contin-
uas en (—oo, 2] mientras que con ¢ no idénticamente nula en [1, 2] no tiene ninguna
solucion en (—oo, 2.

El ejemplo anterior también muestra que si especificamos solamente un valor inicial
z(1) = xo # 0 entonces el problema de valores iniciales correspondiente no tiene
soluciones para t < 1.

Lo mismo es vélido para el caso de sistemas como lo muestra el siguiente ejemplo
dado por Popov [67] en el afio 1971

z'(t) = Ax(t) + Bx(t—1) t>1 (1.5.5)
donde
0 2 0 0 0 O
A=[00 -1 ] yB=[10 -1
0 0 O 0 2 0

Si z satisface el sistema tendremos
zy(t) = 2x(t)

xh(t) = —z3(t) + 21 (t — 1) (1.5.6)
zh(t) = 2z(t — 1)

parat < t; cont; > 1. En el paso siguiente se determinan para ¢t < t; + 1 las

relaciones
2yt~ 1) = 2h(t) = 0

.’El(t — 1) — I‘g(t) = C1
xg(t) = cy = +c1t (1.5'7)
r1(t) = c3 + 2cat + c1t?

con ¢, ¢ constantes arbitrarias.

Finalmente para ¢t < t; + 2 tenemos
x3(t) = 3 — 29 + 2(ca — 1)t + c1t?

de manera que
1131(25) — 2:E2(t) — :Eg(t) =0

luego no puede haber solucion de (1.5.5) en (—oo, tg] si z(tg) = (w01, T2, To3)" se
elige de forma tal que xg1 — 2292 — 203 # 0.

. Siun término del tipo (¢t —7) se sustituye por su correspondiente polinomio de Tay-

lor de cierto orden puede ocurrir que las soluciones de la correspondiente ecuacién
diferencial ordinaria obtenida presenten caracteristicas muy diferentes a las de las
soluciones de la ecuacion original con retardo. A modo de ejemplo consideremos la
ecuacion

' (t) = —2x(t) + z(t — 7). (1.5.8)
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(6).

Se puede probar [32] que todas las soluciones de la ecuacién (1.5.8) son acotadas y
tienden a cero cuando ¢ — +o0.

Ahora bien, si consideramos el desarrollo de Taylor de segundo orden alrededor de
7 = 0 dela funcién f(7) := z(t — 7) obtenemos

ot —7) = a(t) — o' ()7 + %x”(t)# e =)

para cierto ) € (0,7) y si despreciamos los términos de orden superior a dos obte-
nemos la ecuacion diferencial ordinaria

—T;x”(t) + (1 +7)2'(t) +2(t) = 0.

Ahora observamos que las raices de la ecuacién caracteristica son

1
)\i:ﬁ(l—FT:I:\/(l—I-T)Q—FQTQ) > 0.
T

Luego la ecuacién diferencial ordinaria tiene, en particular, soluciones de la forma
z(t) = ceM conc > 0y A := AT, lo cual muestra que tiene soluciones exponenciales
crecientes sin importar que tan pequefio sea el valor del retardo 7.

Anéalogamente se comprueba que todas las soluciones de la ecuacion
2/ (t) = =3z(t) — 2x(t — 1)

estan acotadas mientras que la ecuacion diferencial ordinaria obtenida sustituyendo
el término z(t — 1) por z(t) — 2/(t), es decir

—a'(t) + 5x(t) =0
tiene soluciones exponenciales crecientes de la forma z(t) = ce®, ¢ > 0.

Consideremos el problema de Cauchy asociado al modelo exponencial con retardo

Z(t)=—cx(t—71), t >t

1.5.9

{ z(t) = ¢(t), t € [to — 7, to] (1.59)

donde ¢ y 7 son constantes positivas y ¢ definida en el intervalo [ty — 7, o] es una
funcién continua.

Si proponemos soluciones de la forma ke*! para la ecuacién del problema (1.5.9) se
obtiene la ecuacién caracteristica

A= —ce

que tiene una sola solucién real. Para analizar la existencia de otras soluciones intro-
ducimos el cambio de variable A = 1 de manera que una solcién de la ecuaciacién
caracteristica es un cero de la funcién h(z) = 1 + cze~=. Ahora bien, h tiene una
singularidad esencial aislada en z = 0y por el teorema de Picard concluimos que en



1.5. ECUACIONES DIFERENCIALES CON RETARDO. 31

un entorno de dicha singularidad asume todos los valores complejos salvo quizas
uno. Pero teniendo en cuenta que h(z) # 1 para todo z # 0 concluimos que h tiene
infinitos ceros. Luego si A = A1 + i) es una de las infinitas soluciones complejas de
la ecuacién caracteristica entonces

z1(t) = eMlcos(thy), zo(t) = eMlsen(thy)

son soluciones reales de la ecuacién y por lo tanto la ecuacién del problema (1.5.9)
tiene infinitas soluciones. 2

Para finalizar esta subseccion ilustraremos a través de un ejemplo un método que se utiliza
frecuentemente para construir una solucién de una ecuacién diferencial con retardo.

Para ello considaremos el problema de valores iniciales (1.5.9) y para fijar ideas, supon-
gamos que ¢ := k una constante positiva. El primer paso consiste en hallar una extensiéon
continua de la funcién ¢ en el intervalo [to, to + 7] que satisfaga (1.5.9).> Méas precisamente
consideramos el pvi
() =—ck, t>to+T

(Ro) : { 2(to) = k (1.5.10)

e integramos
z1(t) =k —ck(t —to), t € [to,to + 7).

Ahora conociendo la solucién del problema (1.5.9) hasta el tiempo t = ¢y + 7 tenemos que
z(to +7) =k — ck(to + 7 — to) = k(1 — ¢7) y podemos plantear el pvi
JAt)=—cxi(t—T)=—ck+Pk({t—T—1), t>to+T

(P) : { z(to+7)=x1(to+7) =k (1 —cT). (1.5.11)

Resolviendo (P;) en [ty + T, to + 27] obtenemos la solucién z2(t) del problema (1.5.9) hasta
el tiempo t = to + 27. En definitiva, procediedo de esta manera podemos prolongar,
paso a paso, la funcién correspondiente al dato inicial de forma tal que sea solucién del
problema (1.5.9).

El método, recién descripto, se lo conoce como método del paso a paso. Las limitaciones
que presenta el método estan a la vista; sélo en casos muy simples resulta posible la in-
tegracion explicita y en general no permite establecer las caracteristicas principales de la
solucién.

1.5.2 Condiciones suficientes para la existencia y unicidad de solucién.

Una ecuacién diferencial con uno o varios retardos de orden n > 1 es equivalente a un
sistema de ecuaciones diferenciales con uno o varios retardos de primer orden; todos los
ejemplos de la subseccién anterior son casos particulares de este tipo. En muchos modelos

*Se puede probar [38] que todos los valores caracteristicos tienen parte real negativa si y sélo si cr < Z;
si cr < 1 las soluciones convergen exponencialmente de manera que los retardos pequefios no influyen en
la dindmica; si £ < c7 < % las soluciones convergen a cero pero oscilando; finalmente si ct > 7 aparecen
soluciones periddicas e incluso soluciones no acotadas.

3Se sobreentiende, como es habitual, que =’ (to) = 2/ (t).
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las ecuaciones diferenciales presentan retardos constantes, en otros retardos variables.
En lo que sigue establecemos algunas definiciones y resultados basicos para sisitemas de
ecuaciones diferenciales con retardos variables y acotados.

Consideremos el sistema de la forma

2 (t) = f(t,x(g1(t), 2(g2(t)), - - -, z(gm(2))), t€E [to,p)
{ (t) = 0(t), t € [to — 7 to] (15.12)

donde f: J x D™ - R", g;: J =R, j=1,2,--- ;my#: [ty — 7,t] = D son continuas
con J C [tg, ) C R un intervalo no vacio y D C R"™ abierto.
La funcién 6 describe la historia del sistema. Las funciones g;, j = 1,2,--- ,m se llaman
argumentos retardados y satisfacen la siguiente condicion: existe una constante v < ¢, tal
que

v <g(t) <t
paracada j = 1,2,...,my para todo t € [ty, 3). Eventuamente podemos tener g;(t) =t
para algtn j y si 7 = 0 se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

En el tltimo capitulo usaremos la siguiente notacién g;(t) :=t — 7;(t) con 7; > 0 (retardos
variables) y x,,(t) := z(g;(t)), t € J.

Interpretaremos el problema (1.5.12) en un contexto algo mas general. Comenzamos con
la siguiente definiciéon debida a Shimanov [77].

Definicién 1.5.1. Dada # : I — R" con [t — 7,t] C I se define una nueva funciéon
Oy : [—7’,0} — R"
del siguiente modo
Oi(0) :=0(t+0), o€ [—T,0] (1.5.13)

Notemos que el gréfico de ¢; se obtiene por desplazamiento del gréfico de 0|,_, ) sobre
el segmento [—7, 0]; con esta definicién la condicién inicial del problema (1.5.12) es equi-
valente a x4, = 0.

Ahora intrudicimos las siguientes notaciones
C:=C(-1,0,R")yCp :=C([-7,0],D), DCR"

y consideramos el pvi
2/ (t) = F(t,xt), tE€ [to,S)
1.5.14
{Cvt():(ﬁ, b € Cp. (1519
donde F : J x Cp — R™.

Observemos que zy, = ¢ significa que z(tp + o) = ¢(0) con 0 € [—7,0] o bien z(t) =
¢(t — to) sit = tp + 0. En este contexto se tiene la siguiente

Definicién 1.5.2. Solucién de un PVI para una Ecuacion Diferencial con Retardo. Una solucién
del problema de valores iniciales (1.5.14) es una funcién continua « : [to —r, 1) — D para
algan /1 € (to, 5) que satisface
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1. xt():(b? ¢€CD
2. (t,x¢) € Dom(F)y
3. 2/(t) = F(t,z;) para todo t € [to, 1)

Ademas decimos que la solucion z es tnica en [ty — 7, 31) si dada cualquier otra solucién
T tal que [tg — 7, 1) C Dom(Z) se tiene que Z |y, 3,) = .

Observacion 1.5.1.  (I). El problema (1.5.12) se puede escribir en la forma (1.5.14). Para

ello basta definir

para (t,%) € [to, 81) x Cp.
En efecto, en tal caso tenemos
z(gj(t) —t) = x(t + g;(t) — t) = x(g;(1))

paratodoj=1,2,--- ,my

(IT). La ecuacién logistica con retardo
a'(t) = —ca(t — 1)(1 +x(t))
esdelaforma (1.5.12)conm=1,7=1,J =R, D =Ry F: R x C — Rdefinda

F(t, ) = —cp(=1)(1 +¢(0)).

(III). Si definimos
0
Ft6) = [ o)

tenemos el siguiente sistema diferencial con infinitos retardos

0 t
2(t)=F(t,zy) = / x¢(0) do = /t x(s)ds (1.5.16)

-r -
usualmente llamado sistema con retardos distribuidos.
Ahora damos una condicién que tendremos en cuenta para establecer un teorema de uni-

cidad que resulta ser un poco mds débil que la continuidad.

Definicién 1.5.3. Condicion (C). Decimos que F' : J x Cp — R™ (J := [to, 3)) satisface
la condicién (C) si F(t, x¢) es continua con respecto a la variable ¢t € J siempre que x :
[to — 7, 8) — D sea continua.
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En particular si fy gj, j = 1,2,--- ,m son continuas entonces

F(t,o(t) = f(t.9(g1(t) — 1), 9(g2(t) — ), -+, P(gm(t) — 1))
es continua cada vez que ¢ sea continua en [ty, ), de manera F' que satisface la condiciéon
©).

También observamos que si ¢ : R — R es continua entonces

0 t
F(t,¢y) := 3 ¢i(o)do = o(s) ds

t—1

depende continuamente respecto de la variable ¢ y por lo tanto satisface la concidién (C).
Lo mismo ocurre con los otros ejemplos dados en la observacién (1.5.1).

En este contexto damos la siguiente representacién integral de la solucién del problema
(1.5.14)

Definicién 1.5.4. Representacion Integral de una Solucion. Si F' : J x Cp — R" satisface la
condicién (C) entonces una funcién continua z : [t — 7, 1) — D para algun 5, € (to, 5]
es solucién del problema de valores iniciales (1.5.14) si y sélo si

o ¢(t—t0), t e [to—T,to]

z(t) = { »(0) + ftz F(s,xs) ds, to € [to,to+ M] (1.5.17)

Si D = R" entonces Cp = C es un espacio lineal y podemos considerar el espacio de
Banach (C, || - ||) con la norma

ol == sup {[[o(o)[[}-
0]

oc|—T,

Si bien, en general, Cp no es un espacio vectorial y por lo tanto || - || no es una norma, se
puede trabajar en el espacio C que incluye Cp y establecemos la siguiente

Definicién 1.5.5. Condicion de Lipschitz. Si existe una constante K > 0 tal que
F:JxC D — R"™
satisface

1 (8, ¢1) = F(t, ¢2)|| < Kllgr — a2~

para todo (¢, ¢1), (t,¢2) € € C J x Cp decimos que F es Lipschitz sobre £ con constante
K.

Por otro lado la funcional F' se dice que es localmente Lipschitz si para cada (£, ¢) € J x Cp
existe un entorno &, C J x Cp sobre el cual F' es Lipschitz donde

Eupi= ([ —a,F+a]NJ) x By (d)

)

By (@) :={€C:||¢p—dll- <b}

con a, b > 0 constantes.
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Los dos lemas siguientes son necesarios para la demostraciéon del teorema de unicidad
y omitimos las pruebas que se pueden encontrar en el texto de R. D. Drive (Lemma B,
Lemma C, [32]).

Lema 1.5.1. Sea ¢ € Cp. Entonces existe § > 0 tal que
{veR": ||lv—¢(0)|| <6 paraalgiino € [-1,0]} C D

y en particular §§ (¢) C Cp.

Lema 1.5.2. Sea x : [to — 7, 8) — R™ continua. Entonces dado cualquier t € [to,5) y e > 0
existe § > 0 tal que ||x+ — xzl|- < € siempre que t € [to,B) y |t — | < 0.

Teorema 1.5.3. Unicidad. Sea F' : J x Cp — R" una funcional localmente Lipschitz con
constante K > 0 que satisface la condicion (C). Entonces dada ¢ € Cp el problema de Cauchy
(1.5.14) tiene a lo sumo una solucion sobre [ty — T, 1) para cualquier B € (to, 3.

Demostracién. Supongamos que existen dos soluciones del problema de valores iniciales
x, T : [to —7,01) — D tales que = # Z y consideremos

t] = inf{t S (to,ﬁl) : J?(t) 7é i(t)}
Luego teniendo en cuenta que ambas satistacen la misma condicién inicial tenemos que
z(t) = Z(t)

para todo t € [tg — 7,t1]. Ahora dado (¢1,z¢,) € [to, 81) X Cp existen, segiin lema previo
(1.5.1), constantes a, b > 0 tal que

5a’b = [tl,tl—l—a} X {¢ eC: Hgb—a:tlHT < b} C [to,ﬂl) x Cp

y F es Lipschitz sobre &, ; con constante K.

Por otro lado segtn el lema (1.5.2) existe 0 < 0 < a tal que (¢, z¢), (t,%:) € &, para todo
t e [tl,tl + (S)
Luego por la representacion integral de la solucién (1.5.17) tenemos que para ¢ € [t1,t1+0)

[2(t) = 2@)]| = || fyy (F(s,25) = F(s,,)) ds|| <

15.18
< K [} ||lzs — & ds. ( )

Asi teniendo en cuenta que el miembro derecho es una funcién creciente de ¢ y ||z(t) —
Z(t)|| =0 parat € [t; —r,t1]| tenemos parat € [ti,t; + 6)

t
|z — F¢||r < K/ llzs — || ds (1.5.19)
t1

de manera que z(t) = Z(t) para todo t € [t1,t; + ¢) contradiciendo la definicién de ¢;. W

El teorema que sigue garantiza, bajo cierta condicién global de acotacién, que la solucién
depende continuamente de la condicién inicial



36 CHAPTER 1. PRELIMINARES.

Teorema 1.5.4. Dependencia Continua. Sea F' : J x Cp — R™ una funcional globalmente
Lipschitz con constante K > 0 que satisface la condicién (C). Sean ¢, ¢ € Cp valores iniciales y x
y & las tinicas soluciones correspondientes al problema de Cauchy (1.5.14) con x4, = ¢ y x4, = ¢
respectivamente. Si x y T estin definidas en [to, 51) entonces

l|lx(t) — 2| < ||¢ — (Z)HTeK(t—to)
para todo t € [to, b1).

Demostracién. Sobre [ty —T, §1) ambas, = y Z, satisfacen la misma ecuacién con los valores
iniciales z;, = ¢ y =4, = ¢; luego por la representacién integral tenemos para todo ¢t €

[to, B1)

Hﬂif)—-f(®||=:H?(U)—-é(0)+-1;(FYS,$s)—-FTS,fs))dSH <
< Hﬁb_¢HT+ftl; Kl|zs — Zs||- ds.

Luego, tomando supremo obtenemos para t € [to, 51)

t
20 = &l < |r<z>—¢|r+/ K|z, — |l ds
to

y usado la desigualdad de Gronwall se obtiene el resultado. W

El siguiente resultado, cuya demostracién es similar al caso correspondiente al de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, da una condicién suficiente para la existencia local de solu-
cion.

Teorema 1.5.5. Existencia. Supongamos que F' : J x Cp — R" es localmente Lipschitz con
constante K > 0y satisface la condicién (C). Entonces para cada ¢ € Cp el problema de Cauchy
(1.5.14) tiene una tinica solucion sobre [ty — T,ty + M) para alguna constante M > 0.

Demostracién. La unicidad ya ha sido probada, sélo debemos probar la existencia de
solucién. De acuerdo a la defincién de funcional localmente Lipschitz (1.5.5) considera-
mos un entorno £, C [tg, 3) x Cp sobre el cual F' es Lipschitz con constante X' > 0y
definimos una funcién x : [to — 7, to + a) — R" del siguiente modo

| ot —to), telto—T, to)
(1) = { 50, o e ot ol (1.5.20)

Por satisfacer la condicién (C) F'(t,;) depende continuamente respecto de ¢ y entonces
para alguna constante B; > 0 tenemos ||F(t,x;)|| < B sobre [to, to + a].

Ahora definimos B := Kb + B y elegimos, de acuerdo al lema (1.5.2) una constante
aj € (0,a] tal que
IXe — 9llr = [IXe — Xgoll- <0

parat € [to,to+a1]y M > Otal que M < min{ai, &, =} y consideramos el conjunto S de
todas las funciones continuas y : [tg — 7,to + M] — R™ tal que x(t) = ¢(t — to) para todo
t e [to—T,to]y

Ix(t) = ¢(0)]] < b
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para todo t € [tg,to + M].
Observemos que si x € S entonces x; € Eg@t) y

EE x|l < N xe) — F (& Xl + (XD <

_ 1.5.21
< Kllxe = %ll- + B1 < B. (1.5.21)
Ahora para cada x € S definimos T'x sobre [tg — 7, to + M]
(Z)(t—to), tc [to—T,t()]
Tx(t);= 1.5.22
X { $(0) + ftto F(s,xs)dz, to € [to,to + M] ( )

y como ||F'(s, z,)|| < B tenemos
ITx(t) — ¢(0)[| < BM < b

para todo ¢ € [to, tg + M].
Observando ademas que 1"y es continua tenemos que T'x € S, es decir, T' es S-invariante.

El resto de la prueba consiste en hacer uso del método de las aproximaciones sucesivas
de Picard. Elegimos z° € S y definimos

"= T(z" '), neN.
Observemos en primer lugar que para cada n € N se cumple que
" (t) = o(t —to), t € [to — 1, t0).
Por otro lado para cadan € Nyt € [ty, to + M] tenemos

272 () = 2 (0)]] = [] fi, (P, 237h) = Fs,a))ds|| <
< KM Supse[to,to—f—M]{Hx?Jrl —z¢}-

Ahora teniendo en cuenta esta acotacién, el hecho de que ||z!(t) — 2°(¢)|| < 2bparat €
[to, to + M] y usando induccién obtenemos

’|In+l(t) — x"(t)” < Qb(KM)n, te [thtO + M]

y ademas

o0 o0

S llak* ) — @)l < S 26K M)

k=0 k=0
Luego como KM < 1 la serie del segundo miembro converge y por el criterio de Weier-
strass (z"),>0 converge a una funcién x que que es solucién del problema de valor inicial
(1.5.14) sobre [ty — 7,to + M). R

Definicion 1.5.6. Continuacion de solucion. Sea x definida sobre [ty — 7, 51) y Z definida
sobre [ty — 7, 32) soluciones del problema de valores iniciales (1.5.14). Si 52 > /51 decimos
que 7 es una continuacién de . Una solucién se dice no continuable si no existe solucién
que la contindte.



38 CHAPTER 1. PRELIMINARES.

Para establecer algtin resultado con relacién a la posibilidad de continuacién necesitamos
de la siguiente

Definicién 1.5.7. Funcional Cuasi Acotada. Una funcional F': J x Cp — R" se dice que es
cuasi-acotada si es acotada sobre cada conjunto [tg, 51] X C4 C J x Cp donde A C D es un
subconjunto compacto.

Teorema 1.5.6. Existencia de Solucién Maximal. Sea F' : J x Cp — R" localmente Lipschitz,
cuasi acotada y que satisface la condicion (C). Entonces

1. Para cada ¢ € Cp el problema de valor inicial (1.5.14) tiene una tinica solucién no continu-
able x definida sobre [ty — T, 51) Y

2. Si py < B, para cada compacto A C D se tiene que x(t) ¢ A para algiin t € (tg, B1).

Demostracién. La unicidad sobre cualquier intervalo de la forma ¢y, 51) estd probada.
Consideremos

B1 :=sup{s € R : existe una solucién del problema (1.5.14) en [t; — 7, s)}.

Observamos que 51 > tg y para cada s € (to, f1) existe una tinica solucién z* sobre [ty —
7, s); luego definimos la funcién = : [tg — 7,51) — D del siguiente modo: para cada
t € [to—7,p1) x(t) := x°(t) sit € [to — 7,s). La buena definicién de x es consecuencia
de la unicidad y por construccién z es solucién de (1.5.14) en [ty — 7, 51) y no puede ser
continuada mas alla de ;.

Por otro lado para probar la segunda parte veremos que si la trayectoria no se escapa de
cualquier compacto A C D entonces la solucién podria continuarse més alla de 3.
Supongamos que 8; < By que para algin subconjunto A C D compacto tenemos que
x(t) € Aparatodot € [ty,51). En tal caso consideramos el conjunto A U Im(¢) que es
compacto de manera que z(t) € AU Im(¢) para todo ¢t € [top — 7,1). Siendo F' cuasi
acotada existe una constante B tal que

12" (O] = [ (¢, ¢)|| < B, paratodo (t,¢) € [to, B1] X Cavrm (o)

Luego como z’ esta acotada en [tg, 51) tenemos que existe lim;_,3, z(t) = vg, € A C D.
Luego podemos extender z, definiéndola en 5; como su limite z(3;1) = vg,.

Ahora como F satisface la condién (C) resulta que F(y, z+) es continua en [to, 31|, podemos
extender la representacion integral de x hasta 31 y considererar el problema

{ 2(t)=F(t,z), t>p (1.5.23)
ZB1 = Tpys 26, € Cp B

Luego por el teorema de existencia concluimos que existe una solucién z del problema
(1.5.23) en [31 — 7, B1 + M) para alguna constante M > 0y

o(t) = z(t), tepr—T, 5]
x(f) +f[§1 F(s,z5)ds, te|[p,p1+ M)

En definitiva si definimos z := x sobre [tg — 7, f1 — 7] entonces
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P(t — o), t € [to—T,to]
2(t) =4 6(0)+ [ F(s, ) ds, t € [to, B1]
$(0) + [ F(s,xs) ds + [3 F(s,xs) ds, t€[B1,p1+ M)

es decir

Z_{(Z)(t—to), tE[to—T,to]
~ 1 00) + [ F(s,xs) ds, t€ [to, B1+ M)

de manera que z es solucién del problema (1.5.14) sobre [ty — r, 51 + M) continuando a z
lo cual es absurdo. B

La siguiente es una condicién suficiente para la existencia de solucién global

Teorema 1.5.7. Sea D = R" y F : [ty, ) xC — R" localmente Lischitz que satisface la condicién
C. Supongamos ademds que

()| < M(8) + N@OI|llr, (89) € [to, B) x C (1.5.24)

donde M y N son funciones continuas positivas definidas sobre [t, 3) . Entonces existe una tinica
solucién no continuable del problema (1.5.14) en el intervalo [ty — T, 3).

Demostracién. La condicién (1.5.24) implica que F' es cuasi acotada. De acuerdo al
teorema (4.1.2) podemos considerar = la tinica solucién no continuable definida sobre
[to — 7,51) con B; < [ del problema (1.5.14). Luego existen constantes M, N; > 0 tal
que M(t) < My y N(t) < N; para todo t € [ty, £1]. Por la respresentacién integral de la
solucién (1.5.14) tenemos

t t
||x<t>||§||<z>|7+/ Mlds+/ Nyl ds
to to

para todo ¢ € [tg, 1) de donde deducimos que
t
|zellr < l@llr + Mi(Br = to) + [ Nullzs|| ds
to

para todo ¢ € [tg, 51). Luego obtenemos

z@®)|| < |zdllr < (6]l + Mi(B1 — to))eNr (A=t

sobre [to, 51). Esto dice que x|[t07 31] permanece en un conjunto compacto y teniendo en
cuenta la conclusién del teorema (4.1.2) se concluye que 5; = 3. B

1.5.3 El operador de Poincaré para ecuaciones con retardo.

En esta subseccién describiremos como se puede utilizar el operador de Poincaré para
probar la existencia de al menos una solucién periédica. Esta técnica se adapta, no sin
ciertas dificultades, para el caso de las ecuaciones diferenciales con retardo.

A modo de ejemplo consideremos el siguiente problema periédico
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{ f(((f)) :a{((fsm(t))’ re oy (1.5.25)

y veamos que bajo determinadas condiciones para la no linealidad se tiene existencia de
solucién periédica; méas precisamente se tiene el siguiente:

Teorema 1.5.8. Si f : [0,1] x R™ — R es continua y localmente Lipschitz en su segunda
variable y ademds
(f(t,z),z) <0 (1.5.26)

para todo x € R™ tal que ||x|| = Ryt € [0, 1] entonces el problema (1.5.25) tiene al menos una
solucion x tal que ||z|| < R.

Como ocurre con el método del shooting, la idea es plantear un problema de valores ini-
ciales adecuado y buscar algtin valor \* € R" para el cual la solucién del problema de
valores iniciales sea en efecto solucién del problema (1.5.25). Més precisamente conside-
ramos el problema de valores iniciales

{ i/((t)) - { (¢, 2(%)) (1.5.27)

y para cada A € R" definimos P(\) := z(1,\) donde z(-,\) es la tnica solucién del

problema (1.5.27) siempre y cuando la solucién esté definida hasta el valor ¢ = 1.

De esta forma definimos un operador P : U C R" — R" para algtin conjunto U que en
general no es facil determinar. No obstante teniendo en mente el teorema de punto fijo de
Brouwer, alcanza con garantizar que existe un subconjunto compacto y convexo K C U
que sea P-invariante.

Demostracion del teorema 1.5.8.

Sea A € R” tal que |A\| < Ry supongamos que z(-, A) estd definida hasta algtin tiempo
T < 1. Afirmamos que |z(t,\)| < R para todo t € [0, 7.

Para ello, dada = € C[0, T}, consideremos la funcién ¢ : [0, 7] — R

y observamos que si x es solucién de (1.5.27) y satisface (1.5.26) entonces

¢'(t) = 2(x(t),2'(t)) = 2(x(t), f(t, x(t))) <0

para todo t € [0,T] lo cual implica que si |\| < R entonces ¢(0) < R? y por lo tanto
¢(t) < R? paratodot € [0,7]. En particular esto dice que la solucién z debe estar definida
hasta ¢ = 1 pues de lo contrario existiria 7’ < 1 de forma tal que z(t) — cosit — 1.

Finalmente vemos que si tomamos T = 1 entonces P(Bg(0)) C Br(0) y por el teorema
de punto fijo de Brouwer existe \* tal que

2(0,A*) = X* = P(\*) = 2(1, \*)
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es decir (1.5.25) tiene al menos una solucién. B

Ahora veamos cudl es la idea para las ecuaciones diferenciales con retardo; en primer
lugar damos la siguiente

Definicién 1.5.8. Eyectividad. Sea X un espacio de Banach, U C X un conjunto abierto,
z € Uy A: U\{z} — X. Decimos que el punto x es eyectivo para el operador A si
existe un entorno abierto G C X de x tal que siy € G N U\{z} entonces existe un entero
m=m(y) >0taque A™(y) e GNU.

Generalmente se utiliza en este contexto dos teoremas cuyas demostraciones pueden en-
contrarse en Hale [38]. En primer lugar se tiene el siguiente resultado

Teorema 1.5.9. Sea X un espacio de Banach, K C X es un conjunto cerrado, acotado y convexo,
A K\{zo} — K un operador compacto y xo € K eyectivo para A. Entonces A tiene al menos
un punto fijo en K\{xo}.

Yy para el caso en que K no sea necesariamente acotado

Teorema 1.5.10. Sea X un espacio de Banach, K C X es un conjunto cerrado y convexo,
A : K\{0} — K un operador compacto y 0 € K eyectivo para A tal que si existe M > 0 tal
que Ax = Ax,x € K N 0By (0) implica que A < 1 entonces A tiene al menos un punto fijo en
Kn BM(O)\{ZEQ}

Usualmente en la aplicacion de los teoremas 1.5.9 y 1.5.10 a las ecuaciones diferenciales
auténomas con retardo, el operador A juega el papel del operador de Poincaré anterior-
mente descripto.

Mas precisamente, supongamos que existe un conjunto cerrado, acotado y convexo (o
cerrado y convexo) K C C tal que para cada ¢ € K, la tnica solucién z = z(-,¢,0) de
(1.5.14) (con tg = 0) retorna a K en algin tiempo 7 := 7(¢) > 0, 0 sea z,(4) (-, ¢,0) € K si
¢ € K. Luego si el operador

A K — K, A((b) = x7(¢)('7¢7 0)

es compacto, por el teorema 1.5.9 (o bien 1.5.10) existe al menos una funcién ¢ € K tal que
A(vp) = v es decir = z,(y)(+,9,0) y por lo tanto x(-, 1, 0) es una solucién 7(1)-periédica
del problema (1.5.14) (con zp = 7).

Usualmente K es un conjunto infinito dimensional y como lo hemos sefialado para el caso
de las ecuaciones diferenciales ordinarias, dificil de determinar. No obstante, como vere-
mos en el dltimo capitulo, se puede sortear esa dificultad utilizando la teoria del grado
de coincidencia.






Chapter 2

Formulacion y antecedentes de los
problemas.

Este capitulo estd organizado del siguiente modo. En la seccién 2.1 se deriva el modelo
de electrodifusién multi-ién en régimen estacionario formulado por Leuchtag [44]; m&s
precisamente, en la subseccién 2.1.1 se hacen explicitas las leyes fisicas que intervienen en
dicho proceso y se establece una familia de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
(2.1.9) que lo modelan; en particular los dos primeros términos de la familia (2.1.27); en
la subseccién 2.1.2 se trata el caso, de nuestro interés, correspondiente a dos iones con
idénticas valencias (2.1.28). Por tltimo en la subseccién 2.1.3 se dan los antecedentes del
problema de electrodifusién de dos iones con idénticas valencias.

En la seccién 2.2 se deriva el modelo generalizado de Nicholson y se dan algunos de sus
antecedentes; mds precisamente en la subseccién 2.2.2 se deriva el modelo de crecimiento
poblacional basado en la ecuacién logistica con retardo (2.2.5) y en la subseccién 2.2.3 una
familia de modelos (2.2.15) que incluyen una funcién de natalidad denso-dependiente, del
cual el modelo de Nicholson es un ejemplo. Por tltimo en la subseccién 2.2.4 se introduce
el modelo de Nicholson, algunas de sus principales generalizaciones (modelos (2.2.25) y
(2.2.26)) como asi también los antecedentes que tendremos en cuenta en el capitulo 4.

2.1 Modelo de electrodifusion multi-ién en régimen estacionario.

La teoria de la electrodifusion es una descripcién macroscépica del transporte de particu-
las cargadas por medio de una combinacién de flujos de migracién y difusién a través de
un material que presenta determinadas caracteristicas fisico-quimicas que determinan su
permeabilidad a determinados tipos de iones, tal como lo hace una membrana.

Esta descripcion tiene su origen en la teoria de la juntura liquida de Nernst y Plank [66] y
constituye la base de la teoria de Bernstein [23] del potencial eléctrico de las membranas
de las células del sistema nervioso. La teorfa tuvo gran desarrollo y diversas aplicaciones,
entre otras, a la biofiscia de las membranas, la fisica del plasma y de los superconductores,
etc.

H. R. Leuchtag [44] describe el proceso unidireccional del transporte de m-iones en régi-
men estacionario sin restriccién en el tipo de iones presentes y da una formulacién unifi-

43
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cada del proceso; mds precisamente, establece una familia de ecuaciones diferenciales or-
dinarias no lineales que modelan dicho fenémeno y cuyo orden viene dado por el nimero
de diferentes cargas idnicas; por ejemplo, el primer miembro de la familia corresponde al
caso del transporte de particulas que presentan idénticas cargas y el segundo al transporte
de dos clases de particulas con distintas cargas.

2.1.1 Descripcién del modelo general.

Como lo sugiere Schlolgl [74] conviene clasificar en diferentes clases al conjunto de todos
los iones del sistema de forma tal que todas las especies que conforman una misma clase
tengan la misma carga. Mds precisamente, suponemos que existen m clases, tal que en
la clase i-ésima todas las especies j = 1,2,--- ,k; tienen carga ¢; coni = 1,2,--- ,my
consideramos las dos ecuaciones acopladas que modelan este proceso:

(N=P): Ty = g0 gt + g BNy (2.1.1)

(G) %E( = 4% > i Zf;l qiNij -
donde X es la coordenada normal al borde de la membrana, E el campo eléctrico, V;; el
numero que indica la densidad del i6n ij, 1;; la movilidad o velocidad de deriva iénica
del i6n ij, € la constante dieléctrica y § = KT la temperatura en unidades de energia,
siendo K p la constante de Boltzmann. Se supone que estos tres tltimos pardmetros son
constantes a lo largo de la membrana.

La primera ecuacién (N-P) de (2.1.1) corresponde a la ecuacién de Nernst-Plank y establece
que la densidad de corriente del i6n ij tiene dos componentes: el primer término se debe
al proceso de disfusién mientras que el segundo al efecto de migracién causado por el
arrastre del campo eléctrico; la segunda ecuacién (G) es la de Gauss segiin la cual la
variacién del campo eléctrico es proporcional a la superposiciéon de las densidades de
las clases i6nicas.

El namero total de especies viene dado por > ; k; y se supone que no hay interacciones
entre ellas.

En estado estacionario y bajo el supuesto de que no hay fuentes ni sumideros, la densi-
dad J;; es independiente de X. También se asume la relacién de Einstein segtn la cual la
movilidad y la constante de difusién estdn relacionadas de acuerdo a la férmula

En el estudio de las membranas se destacan dos magnitudes de interés; por un lado la
diferencia del potencial eléctrico definida

L
V:—/ EdX
0

donde L denota el espesor de la membrana y por otro, la corriente neta que atraviesa la
membrana.

Ahora veremos que el sistema (2.1.1) es equivalente, bajo ciertas condiciones, a un sistema
de m + 1 ecuaciones diferenciales ordinarias donde el campo eléctrico oficia de variable
dependiente.
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Una familia de ecuaciones diferenciales ordinarias que modela el proceso de electro-
difusién multi-ién.

En primer lugar observamos que el sistema (2.1.1) no es lineal y es invariante bajo un
reescalamiento dado por la transformacién

To: (X,V,E,Nij, Jij) — (o ' X, V,aE, a®Nyj, o J;j)

donde a > 0. Mas aun, ({T,, : @ € R*},0) es un grupo abeliano siendo 7} el elemento
neutroy 7,-1 el inverso de 7},; asi dada una solucién de (2.1.1) se obtienen via T}, infinitas
soluciones.

El sistema (2.1.1) puede reformularse de forma adimensional de manera tal que el sub-
indice j que denota la especie en cuestion puede ser eliminado, lo cual pone de manifiesto
que efectivamente el proceso sélo depende de la clase de carga y no del tipo especifico de
ién que porta esa carga [74].

Comenzamos con algunas definiciones. El namero entero

v = 2 (2.1.3)
q0

donde ¢y = e es la unidad de carga del protén y ¢; la carga propia de la clase, representa
la valencia signada del i-ésimo i6n.

Para una unidad arbitraria de densidad Ny se define la longitud de Debye

1/2
\ ( id ) , (2.1.4)
4mqyNo
Luego se define
k;
n; == Ny ! Z N;; (2.1.5)
j=1

que representa el nimero de iones con la misma carga relativa a la unidad de densidad
iénica IVy establecida anteriormente y

ki

A Jij
Ci = —. (2.1.6)
Nogi0 pe
un reescalamiento de las densidades de corriente.
Luego consideramos dos reescalamientos, el del campo eléctrico denotado
A
pi= (‘g) E 2.1.7)
y el de la coordenada normal X
X
= + x1 (2.1.8)

con x; una constante a definir.
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Con estas definiciones y reescalamientos se puede probar que (2.1.1) se transforma en

!/ __ N
n; =vinp—ci, t1=1,...,m

m

/

p = § ving
i=1

donde ’ denota la derivada respecto de .

(2.1.9)

Los dos primeros miembros de la familia.

Diferentes problemas de contorno derivan de este sistema de ecuaciones; los casos para
m = 1,2 fueron estudiados y resueltos en ([13],[14]). La estructura de Painlevé de estas
ecuaciones ha sido establecida en [26].

Por ejemplo, para el caso m = 1 el sistema (2.1.9) toma la forma
n =vnp—c
{ o = vn (2.1.10)
Usando la segunda ecuacién de (2.1.10) para eliminar n de la primera tenemos

1
n =pp —c= <2p2—cx>.

Ahora integrando y usando la constante x1 que aparece en (2.1.8) para anular la constante
de integracion tenemos

1,
n—ip —cz.

Finalmente eliminando n de la segunda ecuacién de (2.1.10) obtenemos

1 1
p=v <2p2 - c:c) = 51/]92 — vex (2.1.11)

que es el primer miembro de la familia.
Para el caso m = 2 el sistema queda

n) =vimip — a1
nh = vanap — o (2.1.12)
P =ving + vang

Sumando las dos primeras ecuaciones de (2.1.12) y usando la tercera obtenemos

1
ny +nh = (v1n1 +vang)p—c=pp —c= <2p2 — ca:)

donde ¢ = ¢1 + ¢o.

Nuevamente integrando y usando otra vez z; que aparece en (2.1.8) para anular la cons-

tante de integracion tenemos
2

n1+n2:%—cx.
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Luego
ng = p—Q —ny —cx
275 1
y reemplazando en la tercera ecuacién de (2.1.12) obtenemos
P =uving + Vg(ﬁ —ny —cx) =ving + llzﬁ — Uon] — HcT =
1 2 2 2 (2.1.13)
= 519p° + (V1 — v2)n1 — vaca.

Despejando n; de esta tltima ecuacién

1
P — svep® + e
vy — 12

ni

y reemplazando en la primera ecuacién del sistema (2.1.12)

;o P/ —grop*tuace _
ny =unmp i—1g —C =

_ lep/—%V2V1P3+V1V2696P—Cl(Vl—V2) (2.1.14)
v1—Uo :
Finalmente derivando (2.1.13)
p" = vapp’ + (11 — v2)ny — va(c1 + c2) (2.1.15)

y sustituyendo n por la expresion obtenida en (2.1.14) se tiene el segundo miembro de la
familia
'Ly p? —er(vi—
o = vappl + (1 — VQ)lep 5VaV1D ;rll/_lzchz ca(vi—r2) w(e1 + e2) =
= vopp’ + vipp’ — %ngp?’ + rvacpx — ci (v — o) — (e +ca) = (2.1.16)

— / 1 3
= (11 +v2)pp’ — sve11p° + v1vecpT — civy — cavo

La ecuacién (2.1.16) fue obtenida por primera vez en el afio 1965 por Bruner [25]. Para
iones con iguales cargas pero de signos distintos 1 fue obtenida por Bass ([18],[19]) en
el afio 1964 y por Cohen y Cooley en 1965; en este caso el segundo término vy + 12 =0y

se tiene

i 3
p = —§V1V2p + vvacxp — vicp — Vac2

Las ecuaciones correspondientes a los 6rdenes tres y cuatro pueden verse en el citado
articulo de Leuchtag [44].

2.1.2 El caso de dos iones.

Como lo mencionamos en la introduccion, a partir de las ecuaciones de Nernst-Plank y de
Gauss se elabora un modelo que describe el proceso fisico involucrado en la migracién-
difusién de ciertas particulas cargadas a través de los bordes de una membrana permeable
que tiene gran importancia en el estudio de la transmisién de las sefiales electro-quimicas
de las células nerviosas.

Describiremos el modelo para m = 2, tratado originalmente por Bass, bajo condiciones
eléctricamente neutras en los reservorios para dos iones con idénticas valencias y que da
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origen al modelo abstracto que estudiaremos en esta tesis. Suponemos que los dos reser-
vorios estdn separados por una sustancia dieléctrica gelatinosa que ocupa cierta regiéon
del espacio (unidimensional) 0 < z < §; la constante dieléctrica obviamente dependera
de la conductancia i6énica selectiva de la membrana respecto a las dos especies de iones
en cuestion, por ejemplo sodio Na™ y cloruro Cl~.

Con las notaciones y definiciones basicas dadas en la subseccién anterior y tal como se des-
cribe en el trabajo de Thompson [82] para el caso m = 2 tenemos dos valencias v+ := %
donde ¢y = e es la unidad de carga del protén y ¢+ la carga propia de la clase segtn la
clase ionica. En principio no supondremos ninguna relaciéon entre las valencias de los
iones y al final de la seccién deduciremos de esta ecuacién el caso de nuestro interés co-
rrespondiente a iones de idénticas valencias.

Fijada una unidad arbitraria de desidad iénica Ny, definimos la longitud de Debye A :=

1/2

(47“;729]\[() ,las concentraciones idnicas de las dos clases relativas a la unidad de densidad
0

A

N . . I
N4y 1= ﬁ, las densidades de corriente ¢4 := mji y el campo eléctrico reescalado

pi= %E. Finalmente denotamos n :=ny +n_yc:=cqy +c_.

Ahora procedemos de manera anédloga a como lo hicimos en la subseccién anterior; las
ecuaciones de Nernst-Plank para este caso son

n!, =vyingp—cy (2.1.17)
y

n =v_n_p-—c_ (2.1.18)
y la ley de Gauss

p=ving +v_n_ (2.1.19)

donde, como antes, ' denota la derivada respecto de .

Sumando (2.1.17) y (2.1.18) y usando (2.1.19) obtenemos

n'. +n_ = (vyniv_n_)p—c=pp —c¢ (2.1.20)
e integrando
2 _ 2
ny +n_ = p2p(0) — ct +n(0). (2.1.21)
Luego podemos escribir
2 _ 2
ny = pr(O) —ct —n_ +n(0) (2.1.22)

y reemplazando esta tltima en (2.1.19) obtenemos

p=ving +v-n_ =v_n_+uvy (W —ct—n_+ n(O)) =
=v.n_+ V+M —vyct —vyin_ +vyin(0) (2.1.23)

p>—p(0)?
2

= (v —vp)n_ + vy —vicet +vyn(0)

de donde se deduce que
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2 N2
P v PO v ct—vin(0) (2.1.24)
V_—vy :

n_ =

Ahora diferenciando (2.1.23), reemplazando n’_ por la expresién dada en (2.1.18) y n_ por
(2.1.24) tenemos

p'=w_ —vi)n + u+pp — 1/+c =w. —v)(von_p—c_)+uvipp —vic=
= (v_ —vy) (1/_ (p vy B P(V>_+V:+ct u+n(0)> p— c_> +uvipp —vic=

= (v +v_)pp’ — v (p ]20 —ct +n(0)

= (g +v)pp’ —vivo K% —ct+ n(())) D+ %} ‘

Vv

(2.1.25)
p—V_C_ —VyiCqr =

Como no hay corriente a través de la membrana se tiene 0 = vy D cy + —v_D_c_ =
0(v4pqcq + v—p—c-) de forma tal que (vypicq +v-pc_)(v4 —v-) = 0y como conse-
cuencia

v_c_ + vycy o D_ — D+ c
viv_ vy Dy —v_D_ "
Luego se obtiene
2_ 2 —
P =y +v)pp —viv_ [(% —ct+ n(O)) D+ %c} ) (2.1.26)

Se supone que los valores de las concentraciones, esto es, n4.(0), ny(d) y n—(0) y n—(9)
de la interfase, son concidos; luego evaluando (2.1.21) en t = § tenemos

2(85) — 2

c— = <n(0) —n(d) + M) '
J 2

De la neutralidad eléctrica de los reservorios y de la ley de Gauss (2.1.19) se obtiene la

condiciéon de Neumann p/(0) = 0 = p/(d) y podemos eliminar ¢ de la ecuacién (2.1.26).

Maés atin, siponemos dz :=t, D 1= \/—v_ V+U+D+ P D , = "(1%&{;(0))\ = —6%v_vyn(0),

X = % ey := 0/—v_vipy reescalamos la ecuacion (2.1.26) obtenemos finalmente

"no__ / _ ya—y> _ Y5 —yi v —ui
{ v =xu ﬂi[k : (M+ 2 )QU}JF(MJF 2 )D’ €01 n10
y'(0)=0=19'(1)

donde usamos la notacién yp := y(0) e y1 := y(1).

Observamos, tal cual lo adelantamos en la introduccién, que en la no linealidad inter-
vienen los valores de la solucién desconocida en el borde del dominio, es decir yg € y1.
Algunos resultados de interés para el problema (2.1.27) pueden encontrarse en [15].

Por otro lado también notamos que en general —v_v; > 0y si se cumple que n(1) > n(0)
y v— = —v4 entonces tenemos el problema de contorno
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"_ _yd—y? ya—y; _ Y57
{y —y(A - -+QA+ - )z) 1A+ %% D .

y'(0) =0=19'(1)
Teniendo en cuenta la naturaleza de las constantes fisicas de las que dependen los paré-

metros [, A y D que intervienen en (2.1.28) se ve que los rangos para los cuales el problema
tiene sentido fisicoson —1 < D <1y A, 1 > 0.

2.1.3 Algunos antecedentes del problema de electrodifusién de dos iones con
idénticas valencias.

Se ha probado ([18],[26]) que la ecuacién del problema (2.1.28), bajo determinadas condi-
ciones iniciales, tiene estructura de Painlevé II [65].

En 1988 Thompson [81] estudia existencia y unicidad del sistema

y” = f(z’y7y,ay0’y1), x € (O’ ]_)
{yﬂhzozyu) (2.1.29)

con f : [0,1] xR*" — R" continua, usando teoria del grado de coincidencia conjuntamente
con el método de sub y super soluciones ordenadas.

En primer lugar se formula un teorema de continuaciéon (Theorem 2.1 [81]) y el resultado
principal de existencia (Theorem 2.2, [81]). Como consecuencia se obtiene un corolario
(Corollary 2.3, [81]) clave para el posterior estudio del problema (2.1.28); més precisa-
mente, con la notacién z < y siysélosi z; < y; paratodoi = 1,2,---,n,y,z2 € R" se
demuestra que si f es continua y existen «, 8 € R” (o < 3) de manera que se cumplen:

1. f(l'aavoayo’yl) <0< f(xaﬁ707y07y1) Paraa Syayanl SﬁYJUE [Oa]-] .

2. Condicion de Nagumo. [57] Existe una funcién k : [0, +o00) — (0, +00) no decreciente
tal que |fi(x’y7zay07y1)| < h(|zl|) para i = 1’ 2a e,y S [07 1} y« < Y,Y0,Y1 < ﬁ

Y T
/ ﬁ > max (62 — Oéi)
0

h(s) = 1<i<n

paraciertoT >0y
3. La funcién g(c) := fol f(z,¢,0,¢c) dx tiene grado

d(g,9,0) #0
conQ:={ceR":a<c<f}

entonces el problema (2.1.29) tiene al menos una solucién.

Para el caso escalar, n = 1, se demuestra (Theorem 2.5 [81]) que si f es continua y de clase
C' en sus tres primeras variables y u es una solucién del problema (2.1.29) que satisface

of (2, u, ', u(0),u(1)) >0, of

/
— — >
(x,u,u,u(()),u(l)) 0
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entonces u es estrictamente decreciente o bien u es constante.

No obstante haber considerado el problema abstracto (2.1.29), los principales resultados
obtenidos por Thomson ([81],[82]) se refieren al problema de electrodifusién (2.1.28) para
I,\, D > 0 de manera que omitiremos la dependencia de la no linealidad respecto de y/'.
Por otro lado la restriccién respecto del signo del pardmetro D no constituye una ver-
dadera limitacién dado que si y es solucién del problema (2.1.28) para los pardmetros
[,A> 0y D entonces —y lo es para los pardmentros [,A > 0y —D.

Los resultados recién enunciados (Corollary 2.3, Theorem 2.5, [81]) son usados por Thomp-
son para probar existencia de solucién para el problema de electrodifusiéon (Theorem 2.6,
[81]). Mas precisamente se tiene el siguiente resultado: si D, [, A > 0y existe una constante
m > 0 tal que

m (1 + ;) —ID>0 (2.1.30)
y 2
m </\ - ”;) - m2§ >0 (2.1.31)

entonces el problema de electrodifusion (2.1.28) tiene al menos una solucién no negativa
estrictamente decreciente. Este resultado dice en particular que si A es suficientemente
grande en comparacién con los valores de los pardmetros [ y D las soluciones no negativas
son decrecientes.

Mas atin, usando el principio del méximo se prueba (Theorem 3.1, [81]) que si f es de
clase C! en Q) tal que

of of af
> ——>0, — 2.1.32
oy Oyo 33/1 ( )

entonces

1. Si u e y son soluciones de (2.1.28) entonces u — y es constante.

2. Si gf + day;; + 8y1 # (0 entonces a lo sumo existe una solucién de (2.1.28).

3. Si gf + gy{) + 68;1 = 0 y u es una solucién de (2.1.28) entonces y = u — c es otra

solucién para cada constante ¢ € Ry toda solucién es de la forma y = u — c.

Por otro lado se prueba el siguiente resultado que es clave para la unicidad (Theorem 3.3,
[81]): si f es de clase C! en ) tal que

L L < A [ A

Ay Jy 8yo oy’ — 33/1 ayo
entonces a lo sumo existe una solucién del problema (2.1.28). En particular (Theorem
3.5, [81]) si f es de clase C' sobre (2 con 5. = 0, — g y{) > gf > 0 entonces si u e y son

soluciones entonces v — y = c es Constante ysiz J + 75 0 entonces existe a lo sumo
una solucién del problema (2.1.28); un resultado s1m11ar se tiene para el caso en que f sea
independiente de y, (Corollary 3.6, [81]).
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1D?

Otro resultado de interés (Theorem 3.7, [81]) establece que si A — 20T > 0 entonces
cualquier solucién no negativa de (2.1.28) es decreciente y si A — 2%%1) > 0y ademas de
cumplirse (2.1.30) y (2.1.31) se cumple
2
m <)\ . ";) —ID>0 (2.1.33)

entonces (Corollary 3.8. [81]) existe s6lo una solucién no negativa tal que que 0 < y <
m. Notamos que efectivamente para [,D > 0 con ) suficientemente grande todas las
condiciones son satisfechas.

Usando un argumento de shooting Thompson prueba (Theorem 4.2, [81]) que si lpDg = 0
y Ao > 0 entonces existe § > 0 tal que si |l — lp| + |[A — Ao| + |D — Dy| < I entonces el
problema (2.1.28) tiene solucién y(z) = y(x,l, D, \) y ademas |y;| < d coni = 1,2.

En el afio 1994 Thompson [82] retoma su trabajo acerca del problema de electrodifusion
unificando y extendiendo los resultados obtenidos en [81] para los parmétros con valores
[,X\,D > 0. Mas precisamente, usando el principio del maximo prueba que si,\,D > 0
entonces no existen soluciones negativas del problema (2.1.28) y que todas las soluciones
positivas son estrictamente decrecientes y satisfacen

y(0) <y(1)(1 +1),

mas aun, se prueba (Theorem 2,[82]) que efectivamente existen soluciones positivas si
existe una constante m > 0 tal que

1
— (1-——)D> 1.
mA — [IN+m < 2(1+l)2) >0 (2.1.34)
lo cual es equivalente a pedir que
A> 21—t D? (2.1.35)
- (1+1)2 ' o

Finalmente prueba en el mismo articulo (Theorem 6, [82]) que para [, \, D > 0 las solu-
ciones obtenidas en el teorema 4.2 de [81] son positivas.

Amster et al [16], usando una técnica de shooting bidimensional y teoria de grado, han
probado que la condicién (2.1.35) puede ser suprimida.

2.2 Modelo Generalizado de Nicholson.

Una de las aplicaciones més importantes de la matematica a la ecologia consiste en la
formulacién de modelos que permiten describir, bajo determinados supuestos, las varia-
ciones de la densidad poblacional, esto es el nimero de individuos o biomasa por unidad
de espacio 1 en funcién del tiempo.

Obviamente, la buena representacién del modelo exige que se cumplan ciertos principios
baésicos:

'En general nos referiremos a la densidad como al tamafio de la poblacién.
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1. Sila poblacién es nula entonces el crecimiento debe ser nulo,

2. La densidad de poblacién no debe ser negativa en ningtin momento.

Como veremos, mas adelante, estos dos principios se verifican de manera adecuada si los
componentes de la densidad satisfacen ciertos supuestos.

En general se considera que el primer modelo % de crecimiento poblacional fue establecido
por Malthus en el afio 1798

dN
— =7rN. 2.2.1
praiakd (2.2.1)

En este caso el crecimiento es exponencial N () = Nye'?, siendo Ny el tamafio inicial de la
poblacién. La constante no nula
_ 1dN

"TNa@
se llama tasa intrinseca de crecimiento natural per cipita de la poblacion, y representa, en condi-
ciones bioldgicas y ambientales 6ptimas, el potencial reproductivo de cada individuo, de
manera que %Y es proporcional al niimero de unidades reproductoras. Las condiciones
6ptimas incluyen un ambiente fisicoquimico bajo el cual el crecimiento de la poblacién es
maximo y una distribucién por edades estable.

Es claro que este modelo satisface las dos restricciones anteriores: la velocidad de creci-
miento es nula si la densidad lo es y ademés la densidad es estrictamente positiva atin
cuando la tasa de crecimiento sea negativa. En este modelo se asume, implicitamente,
que el efecto de la densidad poblacional sobre la velocidad de crecimiento es instantineo y
describe muy bien, durante un lapso de tiempo breve, la dinamica poblacional de ciertas
especies denominadas plagas en presencia de suficiente alimento y espacio; por ejemplo el
crecimiento de las moscas domésticas en un criadero de pollos en verano, el crecimiento
bacterial en un recipiente con caldo nutritivo, etc. Aun asi, el modelo se aplica también a
poblaciones consideradas no plagas como la humana.

Para este modelo existen tres tipos posibles de comportamiento: la soluciones crecen ex-
ponencialente si y s6lo si r > 0; decrecen exponencialmente a cero si r < 0 y obviamente
son constantes si r = 0.

Un pardmetro de cierto interés es el tiempo de duplicacion de la poblacion definido como el
tiempo que tardaria la poblacién para alcanzar un tamario igual al doble que el actual; tal
parametro coincide con el de semivida si la tasa de crecimiento es negativa. 3

El modelo de Malthus no explica el hecho de que, en general, la densidad se estabiliza
alrededor de cierto valor de equilibrio; méas precisamente este modelo no tiene en cuenta
que los recursos espacio nutricionales en general son escasos y por lo tanto la poblacién no

*También se destacan los aportes de Fibonacci.
%El modelo exponencial también se usa en el estudio de la radioactividad y en ese contexto se considera
ambién el tiempo de semivida de cierto elemento radioactivo.
tamb 1t d dad to el to radioact
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puede crecer de manera ilimitada *; este proceso de autolimitacién se denomina en oca-
siones competicion intraespecifica; esto motivé la modificacién del modelo imponiéndole
cierto freno en funcién de la propia densidad.

2.2.1 El modelo logistico de Verhulst-Pearl.

Verhulst [51], en el afio 1836, propuso un modelo en el cual la tasa de mortalidad permace
constante mientras que la tasa de crecimiento depende linealmente de la densidad de la
poblacién a tiempo t. Ese modelo fue reconsiderado posteriormente, en el afio 1927, por
Pearl y actualmente se lo conoce como como el modelo logistico o ecuacion de Verhulst-Pearl.

Mas precisamente se propuso que r sea una funcion lineal decreciente de la densidad pobla-
cional, es decir de la forma
r(t) = —mN(t) + ro

donde m y 7y son constantes relacionadas entre si y representan conjuntamente una ca-
racteristica intrinsiceca de la poblacién. Sefialemos aqui que el modelo sélo se ajusta bien
en determinadas especies y que la tasa en general varfa con los factores abiticos ° del
medio ambiente.

Reemplazando esta expresion en el modelo de Malthus (2.2.1), obtenemos

% = N(t) (—mN(#) + 10) = —mN2(t) + roN(b). (222)
De acuerdo a este modelo la poblacién no crece de manera indefinida, presenta puntos
de equilibrio, es decir, valores de la densidad para los cuales la velocidad de crecimiento es nula.
Obviamente uno de esos puntos es el trivial, como lo exigia la restricciéon inicial, y el
otro K := 2. El equilibiro no trivial es asintéticamente estable mientras que el trivial es
inestable.

La constante N* := K representa el tamafio maximo que puede alcanzar la poblacién en
un hdébitat especifico bajo ciertas condiciones de recursos y se llama capacidad mdxima de
carga 8. Por otro lado el pardmetro 7o representa el valor mdximo que puede asumir la tasa de
crecimiento intrinseca.

Con estas notaciones la ecuacién (2.2.2) asume la forma usual del modelo logistico

AN — _mN2(t) + roN(t) = roN(t) — BN2(t) = .
= roN(t) (K%W):roj\f(t) (l_w) (2.2.3)

que dice que la velocidad de crecimiento es proporcional tanto al tamaiio de la poblacién como
a la cantidad que le falta a la densidad para alcanzar su capacidad de carga mdxima relativa, es decir

*Desde el punto de vista de los recursos se pueden distinguir tres tipos de modelos de crecimiento de
poblaciones homogéneas: a) Libres de restricciones de recursos externos para la sustentabilidad, b) con restriccion
de recursos externos para la sustentabilidad y c) con recoleccién.

SPor ejemplo el ec6logo L. Birch mostré que una hembra del gorgojo del arroz (Calandra oryzae) produce
una descendencia aproximada de 22 individuos al afio a 23° C, una descendencia anual de 37 a 29° C y de 6
a 33,5° C; en el caso de la pulga de agua se encuentra también una situacién parecida.

®Es usual en la literatura de la ecologia matemética representar el valor del equilibrio con un asterisco
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KN . este factor es el que limita el crecimiento de la poblacién y acttia en consecuencia

en contra del potencial de crecimieto 7oNV.

Integrando la ecuacién (2.2.3) con N (0) := Ny tenemos

— K _ Noerﬂt
(t) = T BN gmrot 1400 (ot 1) (2.2.4)

Si la densidad inicial Vg es muy pequefia comparada con la capacidad de carga del am-
biente K, 0 sea Z2 < 1, tenemos que N (t) ~ Npe™!. Luego a densidades bajas el modelo
logistico se comporta como el modelo exponencial de Malthus. También se observa que
N(t) - K sit — +oo de manera que para valores grandes se pone de manifiesto la
resistencia biol6gica ambiental.

2.2.2 El modelo logistico con retardo de Hutchinson.

En verdad la situaciéon es mas compleja que la descripta hasta aqui; puede ocurrir que la
densidad poblacional siga creciendo més alld del nivel de carga teérico K o incluso que
su crecimiento fluctiie alrededor del valor de carga; este fenémeno de oscilacién se presenta
en ciertas especies denominadas ciclicas cuya dindmica es sensible a cambios estacionales;
en algunas plantas exéticas ocurre que se alcanza abruptamente la capacidad de carga y
luego se reduce de manera drésatica. ’

En este sentido es de interés establecer condiciones bajo las cuales existen soluciones po-
sitivas periddicas de los modelos de crecimiento poblacional, tema especifico que tratare-
mos en el dltimo capitulo a propédsito de una variante del modelo logistico con retardo.

El modelo de Verhulst-Pearl se ajusta muy bien a especies en las que no hay un tiempo
de retardo significativo entre el nacimiento y la madurez reproductiva, y en donde no hay dife-
rencias reproductoras por edades (todos los individuos contribuyen de igual manera al
crecimiento de la poblacién). De esta forma el modelo funciona en poblaciones de plantas
o animales unicelulares con reproduccién asexual, ciclos de vida cortos y altas tasas de
reproduccién. En este modelo se supone que el efecto de retroalimientacion o autoregulacion
biolégica-ambiental dado por el factor 1 — % es instanténeo.

Si, por el contrario, suponemos que la autoregulaciéon produce su efecto pasado cierto
tiempo 7 > 0 entonces tendremos una ecuacion diferencial con retardo

dN N(t—T1)
¥ o) (1- M) (225)

El pardametro 7 > 0 representa la edad de maxima capacidad reproductiva de un indi-
viduo de la poblacién.

Esta ecuacion llamada ecuacion logistica con retardo fue aplicada en el afio 1934 en el estu-
dio de la dindmica de los ciclos econémicos y posteriormente en el afio 1948 usada por
Hutchinson [40] para estudiar el tiempo que tarda en recuperarse la vegetacién sometida

"Otras simplificaciones hechas por los modelos de crecimiento poblacional es que no tienen en cuenta
la estructura poblacional por edades ni los efectos de recoleccién (harvesting); la primera supone que la
poblacién es homogénea y la segunda que no existen factores exégenos que afecten el crecimiento y desarrollo
poblacional como por ejemplo la depredacién, la cosecha, etc.
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al pastoreo de animales; nos referiremos a la ecuacién logisica con retardo como ecuacién
de Hutchinson.

Una generalizacién del modelo logistico con retardo fue dado en el afio 1963 por el ec6-
logo Smith para interpretar sus experimentos sobre el crecimiento de la poblacién de la
mosca Daphina magna; mds precisamente propuso el siguiente modelo llamado modelo
de la rapida limitacion

K—x(t—r1)
K +croz(t—7)
Observamos que para ¢ = 0 retornamos a la ecuacién logistica con retardo.

2 (t) = rox(t)

(2.2.6)

En el afio 1933 el bidlogo W. Allee [4] descubre que en ciertas especies en las que la estruc-
tura cooperativa es esencial para el sustento poblacional, abejas, hormigas, peces, etc., la
tasa de crecimiento per cdpita aumenta hasta un instante en el que se alcanza un valor
critico. Superado este valor la poblacién empieza a disminuir debido a causas como por
ejemplo la competencia. Este fenémeno se denominé el efecto Allee; un modelo posible
que describe el efecto Alle viene dado por

2 () = x(t) (1 - %) (ro + qz(t — 7) 2.2.7)

donde ry > 0y ¢ > 0; en particular con ¢ = 0 se obtiene el modelo de Hutchinson.

Todos los modelos anteriores (2.2.5)-(2.2.6)-(2.2.7) son casos particulares® del siguiente
tipo de ecuacién diferencial de primer orden con retardo

20 = f(a(t 1) (2.2.8)

Mis aun, esta ecuacion puede escribirse en la forma 2/(t) = F(z(t—1)) para cierta funcién
F’; en efecto, si hacemos el cambio de variable

z(t) := In(x(7t))

en (2.2.8) se tiene e*(!) = z(1t) y

() =780 = rf(a(rt — 7)) = Tf(2(r(t — 1)) = 7f(ED) = F(z(t — 1)) (2.2.9)
donde F'(z) = 7f(e?).

En particular haciendo el cambio de variable

2(t) = —In <N§;t>)

en el modelo de Hutchinson obtenemos

N'(tt) N(tt—7) (-

/ = — = — —_—_—— = — — (1 1)

2'(t) T 0 T <1 a(l—e ) (2.2.10)
donde a := r¢7. Poniendo F'(z) = —a(1—e~?) vemos que la ecuacién logistica con retardo

es de la forma (2.2.9).

La funcién F' de este modelo tiene tres propiedades de interés

8Para el modelo de Hutchinson se tiene f(x ) =ro(1— —) para el modelo del rdpido crecimiento f(x) =
y para el modelo del efecto Alle f(z) = ( L) (ro + qz).

"0 Kierow K+c'r x
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1. F(0)=0
2. Fesdeclase C'y F/(z) < Oparatodoz € R,y
3. F esti acotada inferiormente.

Las propiedades (1) y (2) implican que = F(x) < 0 para todo x # 0 propiedad que se
conoce como condicion del feedback negativo y significa que la tasa de crecimiento per capita
es positiva si la densidad estd por abajo del valor critico K y negativa si esta por arriba.
Las propiedades (2) y (3) implican que la tasa de crecimiento per capita disminuye cuando
aumenta la densidad de la poblacién hasta cierto nivel critico.

Uno de los aspectos mas importantes en el andlisis de la dindmica de una poblacién es
determinar condiciones bajo las cuales la densidad tiende a estabilizarse alrededor del
pardmetro K, es decir del nivel de la maxima capacidad de carga. Wright [86] estudié la
estabilidad de la ecuacién logistica con retardo; mas precisamente propuso el cambio de
variable

en la ecuacion (2.2.5) obteniendo:

w(t) = 2D _ T (1 S

> =—aw(t—1)(w(t)+1). (2.2.11)

La reformulacién de la ecuacion de Hutchinson (2.2.11) se la conoce en la literatura como
ecuacion de Wright. ® Considerando la linealizacién de la ecuacién (2.2.10), es decir

2(t) = F'(0)2(t —1) = —az(t — 1)

se puede probar que la solucién trivial de la ecuacién logistica con retardo es asintética-
mente estable si y s6lo sia < § ysia > 7 existen soluciones que no convergen a cero, es
decir, z = 0 no es globalmente asintéticamente estable. 1

Finalizamos esta subseccién mostrando, muy brevemente y de manera heuristica, cierto
vinculo de la ecuacién de Hutchinson con el teorema de los ndmeros primos. Si bien el
problema es propio del drea de la biologia matematica tuvo su motivaciéon en un problema
de la teorfa analitica de numeros; mas precisamente en la basqueda de una demostraciéon
sencilla del teorema de los niimeros primos conjeturado por primera en el afio 1793 por
Gauss, segtin el cual

lim m(x)In(z)

Tr— 400 X

=1

?Para la ecuacién de Wright el problema de la estabilidad consiste en encontrar valores de a para los cuales

li t) =
para toda solucién que satisface w(t) + 1 = % > 0; en tal caso se dice que w = 0 es globalmente asintoti-
camente estable.
"Wright formulé la siguiente conjetura atin no resuelta: "si a € (0, %) entonces el equilibrio z = 0 es
globalmente asintéticamente estable para la ecuacién (2.2.11). "
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donde 7 es la funcién de Euler que asocia a cada > 0 la cantidad de nimeros primos
menores o iguales a x. Este limite dice que el orden de crecimiento de la funcién 7 es
similar al de la funcién %

En particular en el afio 1942 Lord Cherwell, estudiando este tema, considera la siguiente

ecuacion diferencial
2zy" (x) ]y (x) + ' (V/x) = 0. (2.2.12)
Wright se interes6 en esta ecuacién a propdésito de la teorfa de ntiimeros pero pronto ese
vinculo qued¢ atrds; posteriormente prouso un cambio de variable en (2.2.12)
Y (@)in(z) =1+ w(v) y In(z) :=2v
y obtuvo la ecuacién
w'(v) = =In(2)w(v — 1)(1 + w(v)) (2.2.13)
la cual es un caso particular de la ecuacién que llava su nombre (2.2.11).
Ahora bien, si
UEI_POOw(v) =0 (2.2.14)

para todas las soluciones de la ecuacién (2.2.13) entonces por un lado se tiene que

lim 3/ (z)in(z) =1

T—r—+00

de donde EIP y'(z) = 0y por otro usando la regla de L'Hospital

L y(@)in()

T——+00 x

=1
En consecuencia demostrar (2.2.14) implicaria probar!! el teorema de los ntimeros primos.

2.2.3 Modelos con funcién de natalidad denso-dependiente con retardo.

En general los modelos de crecimiento poblacional presuponen la existencia de dos fuerzas
opuestas que interactdan y tienen distintos efectos sobre el crecimiento y el desarrollo de
las poblaciones; una es de ellas es intrinseca a la poblacién y se refiere a su capacidad para
reproducirse a cierto ritmo; la otra, opuesta a la anterior, consiste en la mortalidad o si se
quiere la longevidad fisiol6gica.

El ec6logo Royal Chapman se refiri6 a estas fuerzas que regulan el crecimiento poblacional
como el Potencial bidtico y la Resistencia del ambiente. En este sentido se considera que los
procesos basicos, conformados por una diversidad de factores endégenos y exégenos que
afectan el crecimieto poblacional, son:

1. B: La funcién de natalidad, dependiente de todos los factores que contribuyen de
algtin modo a la reproduccién de la especie.

"Para una descripcién de la historia del vinculo de las ecuaciones diferenciales con retardo y la teoria de
los nimeros primos remitimos al lector al texto de Sandor [73].
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2. D: La funcién de mortalidad, dependiente de todos los factores que contribuyen de
algtin modo a la extincién de la especie.

Es frecuente construir modelos en los que se supone que la funcién de natalidad depende
de la densidad poblacional teniendo en cuenta el efecto del tiempo biolégico necesario
que requiere un individuo de la especie para alcanzar la madurez reproductiva, mientras
que la funcién de mortalidad D depende sélo del estado actual de la densidad pobla-
cional; mds precisamente modelos dados por una ecuacién diferencial de primer orden
con retardo del siguiente tipo:

N'(t) = F(N(t), N(t — 7)) = B(N(t — 7)) — D(N(t)) (2.2.15)

donde B y D son las funciones de natalidad y mortalidad respectivamente; N(¢) > 0
representa la densidad a tiempo t y 7 > 0 (retardo de tipo discreto) el tiempo necesario para
alcanzar la madurez reproductiva.

En general se requiere que las funciones B y D satisfagan ciertas condiciones que refle-
jan hechos biolégicos estructurales de las poblaciones; estas condiciones se denominan
resticciones fuertes del modelo y basicamente son tres:

(H1): B(0) = D(0)y B(N) > D(N) para N € (0,¢) cone > 0.
(H2): Existe una constante K > 0 tal que B(K) = D(K).

(H3): (Z - K)(B(N)—D(N)) < 0para Z € (0,+00) con N # K.
La primera hipétesis (H1) dice que la velocidad de crecimiento es nula en ausencia de
densidad (equilibrio trivial) y es positiva a densidades poblacionales bajas.

La segunda y tercera hipétesis, (H2) y (H3), se refieren a la capacidad de carga: la segunda
afirma que efectivamente existe una capacidad de carga maxima (equilibrio no trivial) y
la tercera que la capacidad de carga es tinica y ademads establece que por debajo de la
capacidad maxima la densidad crece y por arriba la densidad decrece.

Dos ejemplos tipicos de funciones de natalidad son:
Bi(N)=pNe ™ p>0 (2.2.16)
llamada usualmente de tipo Riker y

_ PN
14+ Nm’

By(N) m >0 (2.2.17)

de tipo Beverton-Holt. Asimismo es tipica la funcién de mortalidad
D(N) =N, § > 0.

Las funciones By y B, conjuntamente con D, satisfacen las condiciones (H1), (H2) y (H3).
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2.24 El modelo de Nicholson: antecedentes y generalizaciones.

Como lo sefialamos anteriormente la densidad poblacional de ciertas especies pueden
fluctuar casi periédicamente en el tiempo; estos periodos no pueden explicarse mediante
una mera variacion temporaria; la regularidad de este fendmeno atrajo la atencién de
muchos e¢ologos.

En particular se destacan los experimentos que realizé en el afio 1954 el entomdlogo
Nicholson [60] acerca de la mosca de la oveja Australiana, declarada para entonces peste
en Australia. Nicholson controlé durante dos afios, en forma independiente, el alimento
suministrado a larvas y moscas adultas y observé que la densidad poblacional oscilaba
aproximadamente en ciclos de 35 a 40 dias.

La conclusion de esos experimentos fue que la oscilacién se debia al tiempo de demora
que existia entre el estimulo dado (suministro de alimento) y la respuesta obtenida (cre-
cimiento demografico).

El primer modelo propuesto para explicar los resultados de los experimentos de Nichol-
son fue la ecuacién de Hutchinson % (2.2.5). En el afio 1980 Gurnay et al. [37] mostraron
que la ecuacién de Hutchinson no se ajustaba de manera adecuada a los resultados obser-
vados y propusieron el siguiente modelo
% — _5N(t) + pN(t — r)eoNET)

donde N (t) designa el tamano de la poblacién en tiempo ¢, p la maxima produccién diaria
de huevos por individuo adulto; K = 1/« es el tamafio en el que la poblacién se reproduce
a sumaxima tasa intrinseca de crecimiento, § es la tasa de mortalidad diaria por individuo
adulto y 7 el tiempo de maduracién necesario para que una larva se convierta en individuo
adulto y pueda procrear. Haciendo el cambio de variable z(t) := a/N(t) tenemos

o' (t) = —6z(t) + pa(t — 7)e ), (2.2.18)

Este modelo se dio en llamar la ecuacién de “las moscas de Nicholson “ (Nicholson’s
Blowflies) y nos referiremos al mismo como el Modelo de Nicholson; los trabajos referidos
a este modelo se centraron en el estudio de la existencia de soluciones positivas, periodi-
cidad, persistencia, permanencia, oscilacién y estabilidad [21].

Observamos que el Modelo de Nicholson es del tipo (2.2.15) con la funcién de natalidad
B(z) = pre™™ (tipo Riker) y de mortalidad D(x) = dz conp > 0y ¢ > 0 constantes.

En el articulo de J. So y Yu [79] se prueban varios resultados relacionados con la existencia
y unicidad de solucién del problema de valores iniciales (2.2.18) con el dato inicial

z(s) = ¢(s),V¥s € [-7,0] (2.2.19)

donde ¢ € C([—,0],[0,+00)). Mas precisamente se prueba que todas las soluciones
de (2.2.18)-(2.2.19) son no negativas si el valor inicial ¢(¢f) > 0 para todo ¢t € [-7,0] y

2May [54] encontré que el periodo no dependia de K sino de ro7 donde 7q es la tasa intrinseca de creci-
miento poblacional generalmente desconocida; los valores de los parametros de la ecuacién de Hutchinson
que, segtin May, mejor se adaptaban a esos datos satisfacen aproximadamente la relacién rom = 2, 1.
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estrictamente positivas para ¢t > 7 si ademds ¢ no es idénticamente nula. Y en el caso en
que el valor inicial sea estrictamente positivo las soluciones son estrictamente positivas
para todo ¢t > 0 y ademds

limsup z(t) < L
t—+o0 de

Por otro lado tambén se prueba que si p < § entonces para cualquier solucién z se tiene
que z(t) — 0 cuando t — +00, de manera que « = 0 es una atractor global para cualquier
retardo 7; mientra que si p > ¢ el equilibrio trivial es inestable y si = es una solucién po-
sitiva no oscilatoria alrededor del equilibrio no trivial z* = ln(e%), esto es, si la diferencia
x — x* es eventualmente positiva o bien eventualmente negativa, entonces

lim xz(t) — x™.
t—+o0
Mas atin si

(e — 1)(%’ 1) <1

entonces z* es un atractor global, de donde se ve que si el retardo es suficientemente

chico el equilibiro no trivial es globalmente asintéticamente estable. Asimismo se ve que

no existen soluciones no triviales tal que , li+m x(t) = 0y todas las soluciones de (2.2.18)
—+00

son uniformemente persistentes, esto es, existe m > 0 tal que

liminf z(t) > m
t——4o00

para toda solucién con dato inicial positivo.

El modelo auténomo (2.2.18) se ha generalizado en varias direcciones, en primer lugar se
consideraron las tasas p > 0y > 0 variables obteniéndose el Modelo No Auténomo con
retardo variable:

2/ (t) = —6(H)z(t) + p(t)z(t — 7(t))e =T, (2.2.20)

Luego se formul6 un modelo en el que intervienen m especies'?; mas precisamente se con-

sidera para cada especie k = 1,2, - - - m la funcién de natalidad especifica By(x) := ppre™™
con py, la tasa de producciéon maxima de huevos por individuo adulto (no necesariamente
constante) y

By(x(t — k(t))) = pr(t)x(t — i (t))e =)

con 7 el retardo variable especifico para la especie. A continuacién se define la funcién
natalidad, B, como una superposicién de las funciones de natalidad de las especies

B(t,a(t = (1)), 2(t = (), - &(t = (1)) 1= Ly Bu(a(t — mu(t)) =
= 7 pr(t)a(t — Ty (t))e =t ®) w=l (2.2.21)

y la funcién de mortalidad D(z) := dz donde § > 0 denota la tasa de motalidad promedio
(no necesariamente constante). Luego se obtiene el siguiente modelo

13Se supone que cada especie contribuye a la densidad de la poblacién total a través de sus tasas intrinsecas
de crecimiento y de sus tiempos especificos de maduracién reproductiva.
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2'(t) = F(t,x(t), 2(t = 11(1), 2(t = 7a(t)), -+, 2(t = (1)) =
= B(t,x(t — 1 (t), x(t — 72(t)), - - 2t — 7m(t))) — D(x(t)) = (2.2.22)

= 2ol pe(t)a(t — i (t))e "m0 )= 6(t)a(t)
con 4, p,, € C(R',[0,00)) y 7%, € C([0, +00), [0, 00)).

A los efectos de simplificar escribimos
By(x) := prf(z)

con f(z) :==xe "y
Zr () == x(t — 11(2)) (2.2.23)

de manera que (2.2.22) se transforma en

a(t) = 323 pe(t) f(an (1) — 6(t)x(t). (2.2.24)

A la ecuacion (2.2.24) se la conoce usualmente como el Modelo Generalizado de Nicholson
con varios retardos variables concentrados. *

Por otro lado se ha considerado también el modelo (2.2.24) pero con un término de recolec-
cién H : [0,400), x[0, +00) — (0, 4+00) continuo tal que H(0,z) =0
2(t) = ~3()a(t) + S pu(t) f@n (8)) — H(t2(1)) (2225)

o también el modelo con un término de recoleccién dependiente de uno de los retardos
variables de la poblacién

wl(t) = —(5(t>1‘(t) + ZZL:1 pk(t)f(wﬂg (t)) - H<t7 Ly (t)) (2226)
donde 7; := 7 paraalgin k € {1,2,3,--- ,m}.

El término de recoleccién afecta solamente a la funcién de mortalidad, ahora la funcién
D depende de ¢ explicitamente; mds precisamente para el modelo (2.2.25)

D(t,z(t)) = 6(t)x(t) + H(t, x(t))

y para (2.2.26)

D(t,x(t = 7(8))) = 6(0)x () + H(t, x(t — 7,(1)))
en este Gltimo caso D depende a cada instante del pasado de la densidad retardada segtin
T]AC'

Con la notacién dada en la subsecciéon 1.5.2 del capitulo 1,

#(t) = —0(D)a(t) + 2242y Pr() f (7, (1)) =
= —=0(0)a4(0) + >k pr () f (e (=7 (1)

l4ge puede formular el modelo generalizado de Nicholson (2.2.24) como un caso particular de una ecuacién
diferencial con retardo distribuido (1.5.16) [21].

(2.2.27)
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Supongamos que los retardos 7, € C([0,400), [0,+00)) son acotados para todo k =
1,2,--- ,my denotemos

= 2.2.28
= e { ma {7 (t)}) (2:2.28)

y
CR+ = C([_T*a 0]7 R+)

entonces el modelo (2.2.24) es de la forma 2/(t) = F(t, z;) donde
F:[0,4) X Cp+ =+ R

se define como

m

F(t,0) = =509 (0) + Y _ pr(t) f(W(=7k(t))), (t,) € [0,+00) X Cp+.
k=1
Si ademas d, pr, € C([0,+0), [0,+00)) son funciones acotadas para todo k = 1,2,--- ,m

entonces F' es globalmente Lipschitz (1.5.5) pues para alguna costante L > 0 se tiene

[F(t,9) = F(t,9)] = | = 6(t)[(0) — P (0)] + S pa(t )[j( (=7k(t)) = F(=m(t)]] <
<) [4(0) = (0)] + %Ly kO] [f (o (=7k(?))) — fF((=7()))| <
<Ot = Pl + LY P [0 — Ol = (0 + LY 3L pg) [0 — bl

ademas F es acuasi-acotada (1.5.7) pues si A C R* es un compactoy (¢,¢) € [0, +00) xCa
entonces

[E(t )| = | = 8@0)9(0) + > 52 pr(8) (9 (=mx($)))] <

<O P0) + gL pE S OM A+ L pp = K

donde M := sup(A). Finalmente F' también satisface la condicién C' (1.5.3) pues para cada
1 € Cg+ se tiene que F'(t,1) es composicion de funciones continuas respecto de ¢.

Luego, de acuerdo al teorema (1.5.7), el problema de valores iniciales

/() = F(t,z), t € (0,00)
{ To = ¢, ¢ € Cp+ (2.2.29)

tiene una tinica solucién global. 1°

Como lo observamos anteriormente, es de interés dar condiciones bajo las cuales exis-
tan soluciones T-periddicas poositivas. En este sentido se consideran que las funciones

>Para el modelo (2.2.25) se tiene
F(t,9) = =5(6)9(0) + Y pr() f((=7(t) — H(t,(0))

y para (2.2.26)
F(t,4) = =6(t)1(0) +Zpk S (=e(t)) — H(t, 9 (—7(1)))

k=1

luego si se pide que H sea globalmente Lipschitz en su segunda variable se tiene la misma conclusién para
ambos modelos.
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8, Pks T, Tk € C(R, [0, +00)) son T-periddicas'® y que H € C(R xR, [0, +00) es T-periédica
en su primera variable. En el articulo de J. Li et al [47] se ha considerado el modelo ge-
neralizado (2.2.24) obteniéndose esencialmente dos resultados: en primer lugar, usando
el teorema de punto fijo de Krasnoselskii sobre un cono [90], se prueba la existencia de al
menos una solucién T-periédica positiva bajo la condicién

m

> p(t) > 8(t), t € [0,T). (2.2.30)
k=1

En segundo lugar, también se prueba en [47] que si
z(s) = ¢(s), ¢ € C([=7",0],[0,00)) (2.2.31)

entonces toda solucién postiva del problema de valores iniciales (2.2.24)-(2.2.31) tiende a
cero cuando ¢ tiende a 0o asumiendo que

m

> pe(t) <6(t), t€[0,T). (2.2.32)
k=1

Por otro lado en el afio 2009 L. Berezansky formula el siguiente problema (4. open pro-
blems and conjectures, 6. [21]): dar condiciones suficientes para la existencia de solu-
cién T-periddica positiva para el modelo auténo de Nicholson (2.2.18) con un término de
recoleccion lineal dependiente de un retardo arbitrario, esto es

2! (t) = —=6z(t) + pa(t — 7)e =7 — ha(t — o) (2.2.33)
siendo 0, p, a, h, T y o constantes positivas.

Este problema fue resuelto por fue resuelto por F. Long y M. Yang [49] usando teoria del
grado de coincidencia; més precisamente, se prueba existencia de solucién T-periddica
positiva de (2.2.33) asumiendo que o =7y

_€_a+u+ . h+ 2 0
donde se usa la notacion
g7 =sup{g(t)}, g~ = inf{g(t)}

para cualquier g continua y acotada definida sobre R y u(t) := a(f)%t()t)e .

En el dltimo capitulo plantearemos el problema en un contexto més general y extendere-
mos estos resultados; por un lado daremos condiciones suficientes para la existencia de
solucion T-periddica positiva para los modelos generalizados de Nicholson con recolec-
cién (2.2.25) y (2.2.26) y por otro una condicién necesaria para que haya al menos una
solucion T-periédica positiva. Asimismo veremos que bajo ciertas condiciones todas las

!6En este caso, todas las funciones del modelo pueden extenderse por periodicidad a R.
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soluciones del problema de valores iniciales (2.2.25)-(2.2.31) estan definidas globalmente
y tienden a cero cuando ¢ tiende a +oo.

Asimismo se ha considerado sistemas tipo Nicholson

2 (t) = =0121(t) + Praa(t) + prag(t — m)e” @@ (=)
(2.2.34)

wh(t) = —0axa(t) + Powi (t) + pawa(t — 1o)e 271 (772)
donde d;, 3;, pi, a; y T son constantes positivas parai = 1, 2.
Este tipo de modelos se utiliz6 por ejemplo para describir la dindmica de las células B
de la leucemia linfocitica crénica (LLC-B). Berezanky L. et al [22] analizan la dindmica de
(2.2.34) con dato inicial z;(s) = ¢;(s), s € [-7,0], ¢i(0) > 0donde ¢; € C([—7,0], [0, +0))
parat =1,2.
Qiyuan Zhou [91] considera el sistema (2.2.34) no auténomo con términos lineales de

recoleccién, utilizado para modelar estrategias sustentables de explotacién de recursos
biolégicos, por ejemplo, en silvicultura 17 o pesca:

1 (t) = —01(t)w1(t) + Sr(t)za(t) + pr(t) f (w1, (1) — ha(t)z1(t — T1(1))
(2.2.35)
wy(t) = —02(t)w2(t) + Ba2(t)21(t) + p2(t) f(22,, (1) — ha(t)w2(t — m2(t))

donde é;, Bi, pi € C(R,R")y hi, 74 € C(R, [0, +00)) son T-periédicas parai = 1,2. Usando
la misma notacién dada en (0.0.10), en [91], se prueba existencia de solucién T-periddica
positiva de (2.2.35) asumiendo, para i = 1,2 que

I pi(t) dt

o bi
01 0y — Bfrﬁfr >0, <6Z- + hi> > L fOT(&'(t) + hi(t) — Bi(t)) dt o
y que D,
pie " —hi >0
donde 5= il
Do In W (p?l)+ + 61’62’5—% (%)+>

Finalmente sefialamos que también se ha estudiado la existencia de soluciones casi peri6-
dicas!® ([38],[39]) positivas para sistemas de tipo Nicholson; Wang et al [84] consideraron
el sistema

"La silvicultura (del latin silva, selva, bosque, y cultura, cultivo) es el cuidado de los bosques, cerros o
montes y también, por extension, la ciencia que trata de este cultivo; es decir, de las técnicas que se apli-
can a las masas forestales para obtener de ellas una produccién continua y sostenible de bienes y servicios
demandados por la sociedad.

8Una funcién u : R — R™ continua se dice casi periédica en R si para todo e > 0, el conjunto T'(u, €) := {h :
|lu(t+h)—u(t)|| < e para todo t € R} es relativamente denso, es decir para cualquier e > 0 existel = [(e) > 0
tal que para todo intervalo I; de longitud de longitud [ existe h = h(e) € I; tal que |u(t + h) — u(t)| < € para
todot € R.
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2y (t) = =o1(t)x1(t) + Br()wa(t) + 25y par(t) f (w1, (1))
(2.2.36)
zy(t) = —0a(t)z2(t) + Ba(t)a1 (t) + 251y p2r(t) f (22pkr, , (1))

donde Tik,, (t) == zx(t — 7 p(t) parai = 1,2y k = 1,2,--- ,m y probaron, bajo cier-
tas condiciones, existencia y convergencia exponencial de las soluciones casi periédicas
positivas. Xingguo Liu et al. [88] estudiaron el sistema (2.2.36) pero con términos de
recoleccién lineales dependientes de retardos arbitrarios

21 (t) = =01(t)21(t) + B1(t)z2(t) + 5ly PLe(O)f 1k, (1) — ha(t)2s,, ()
(2.2.37)
wy(t) = —02(t)wa(t) + Ba(t) 21 (t) + 25y P2k (D) f (T2,k,, , (1)) — ha(t)a,, (1)

donde &;, i, pir € C(R,RT) y 0y, hi, 1o, € C(R,[0,400) son funciones casi periddicas

parai = 1,2y k = 1,2,--- ,m. Més precisamente, se considera el valor inicial para el
sistema (2.2.37)

Ty = ¢ = (¢1,92) € C, $i(0) >0, i =1,2 (2.2.38)
donde

C = O([-r1,0],R) x C([~r1,0],R)

y se asume que para ¢ = 1,2

51* >0,8" >0, p,, >0, ri:= max{ max {pjk}, o, } >0
; 1<k<m L%

y que existen constantes E;; e E;s tales que se verifican las siguientes condiciones

rE Py, FEL 1NDs
By > B, 221 ,Z b opy,, P SN By (2.2.39a)
0] 0, e 0
B Bz | ~=DPik hi B
s Z 57 f(Bn) = =5 > By > 1 (2.2.39b)
1 1
52 E12 Pa _ h3En
+ (E > Fy >1 2.2.39¢
Z 5 f(E21) 57 22 ( )

Bajo estos supuestos en [88] se prueba que si x = z(¢; ¢, to) es solucion de (2.2.37) con
¢ € cY = {gb eC:FEp< gbz(t) < FE;1, Vt € [—ri,O], 1= 1,2}
entonces todo ¢ = 1,2
E12 < xi(t; t(], ¢) < EZ'2

para todo ¢ € [ty,n(¢)) y ademas n(¢) = +oo. Mds atn, usando el teorma de contraccién
de Banach se prueba que si ademas de cumplirse (2.2.39a)-(2.2.39b) y (2.2.39¢) se verifica
que
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1 P2k
max{1+25e2+5’5+2562 }<1

entonces existe una tinica solucién casi periédica del problema de valores iniciales (2.2.37)
-(2.2.38) en

B*:={¢p € B: Ejp < ¢i(t) < Ejn, Vt € R}
donde

B:={¢ € C(R,R)?: ¢ es casi periddica }

con la norma

9l 5 = sup{[[¢(t)][}-
teR






Chapter 3

Resultados principales para el
modelo de electrodifusion abstracto.

En este capitulo se considera la formulacién abstracta

y'(z) = f(z,y(x),y(0),y(1)) (3.0.1)

de la ecuacién (2.1.28) correspondiente al modelo de electrodifusién que hemos obtenido
en la subseccién 2.1.2 del capitulo 2. Se estudia existencia de al menos una solucién del
modelo abstracto bajo diferentes condiciones de borde y diversas hipétesis impuestas a f
para el caso escalar y de un sistema.

Enlaseccién 3.1 se demuestran los principales resultados que hemos obtenido con relacién
al modelo abstracto de electrodifusion para el caso escalar. En particular en la subsecciéon
3.1.1 consideraremos el modelo en un intervalo acotado

y”(x) = f(x,y(w),y(O),y(l)), T € (O, 1)
{ y'(0) =y'(1) =0 (3.0.2)

con f : [0,+00) x R? — R continua.

En primera instancia se adaptaran las condiciones asintéticas de Landesman-Lazer para
el modelo abstracto de electrodifusion (3.0.2) y se probara el siguiente resultado de exis-
tencia de solucién.

Teorema 3.0.1. Landesman-Lazer. Caso Asintético. Supongamos que f es continua, acotada

y existen los limites
lim f(z,s+a,s,5+0b):= fX(x) (3.0.3)

s—+oo

uniformes para x € [0,1] y |a|,|b] < ||f|lcc. Entonces, si se cumple alguna de las siguientes
condiciones:

1 1
/ f(x)dx <0< / fH(x) dz (3.0.4a)
0 0

1 1
/ fH(x)de <0< / f(z) dx (3.0.4b)
0 0

entonces el problema de electrodifusion abstracto (3.0.2) admite al menos una solucion

69
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En segunda instancia probaremos un resultado maés fuerte que el dado en el teorema 3.0.1
en el sentido de que se debilitan las hipétesis relativas a la acotacién y a la existencia de
los limites de la no linealidad.

Para ello comenzamos precisando la regién sobre la que se condiciona el crecimiento de
la no linealidad: para algunas constantes a < by r > 0 a determinar, consideramos los
compactos

K, = By(s) x {s} x By(s), s € [a,}]
K ,(z) == {2z} x Ks,, x€]0,1]

K[a,b],r = K([Ov 1]7 [a’7 b],?") = U U KS,,«(.T).

x€[0,1] s€]a,b]
Observamos que (7, y, Yo, Y1) € Ka ), siiz € [0,1], yo € [a,b] yyo —7 < y,y1 < yo + 7

Ahora definimos las funciones

fsaup7fsbup7 i%fafi%f : [Oa 1} —+R

gup(x) = SUD(y,y0,y1)EKa,r f(Ka,T(:E))a gup(x) = SUP(y,y0,y1) €K f(Kb,T’(x))’ (3.0.5)

o @) =inf ek, f(Kar(@), o () =infe 0 0hek,, f(Kor(z),  (3.0.6)

para todo z € [0, 1] y consideraremos tres casos:
e Primer Caso: Existe k € L!(0,1)

y f(x,y,90,91) > —k(x) (3.0.7)

para todo (:I:? Y, Y1, yO) € K[a,b],r con r? > fol k(l‘) dz.

e Segundo Caso:
|f(z,y,90,51)] <7 (3.0.8)

para todo (7,9, 91, y0) € Kqp), ¥ alguna constante r > 0. 1

e Tercer Caso: Existe k € L!(0,1) tal que

f(x7yay07yl) > —k‘(l’) Y f(%y,yoyyl) < k(l‘) (309)
para todo (z,y,y1,%0) € Kap),» conr > ||k 11 + fol k(z) dz.

'Un caso particular ocurre cuando f crece a lo sumo linealmente, digamos

[f(z, 9,90, y1)| < aly| + Blyol + yly1] + 0

con 2(a + 7y) + B < 1 entonces es suficiente tomar a = —cr y b = cr para algunas constantes ¢ > 1y r > 0
suficientemente grandes.
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Con las notaciones y definiciones anteriores tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.0.2. Landesman-Lazer. Caso No Asintético. Si f satisface alguna de las situa-
ciones dadas en los casos (3.0.7), (3.0.8) 6 (3.0.9) y se verifica alguna de las sigientes desiqualdades

1 1
/ foup(x) dz < 0 < / fop(@) da (3.0.10a)
0 0

/ foup(@) do <0 < / g (@ (3.0.10b)

entonces el problema (3.0.2) admite al menos una solucién

Luego consideraremos, en la subseccién 3.1.2, el problema escalar de electrodifusién para
un intervalo no acotado

y'(x) = f(z,y(z),y(0 ) (oo)), z € (0,+00),
{ y'(0) = vo, y'(c0) = (3.0.11)

donde
y(oo) :== lim y(x), 3'(c0):= lim v'(x).

T——+00 T——+00
Asumiendo que existen funciones suaves
a,f:]0,00) = R

tal que
a<p, a0)> B'(0), a(x)=pB(x)=C (3.0.12)

o(x) = f(x, 04(96), ) p(x) < f(z, B(x),u, C) (3.0.13)
paracada z € [0,00) y u € [a(0), 5(0)] y usando un argumento del tipo diagonal probare-
mos el siguiente

Teorema 3.0.3. Modelo Abstracto de Electrodifusién en la Semirecta. Sea oy 5 un par de
sub y super soluciones ordenadas segiin se define en (3.0.12)-(3.0.13). Si existe p € L*(z¢,+o0)
tal que

(2, y,u, C)] < o(x) (3.0.14)

para x > xo, a(0) < u < 5(0) y ax) <y < B(x) entonces el problema (3.0.11) admite al menos
una solucion y con o < y < f.

Finalmente, en la seccién 3.2 se trata el problema de electrodifusién correspondiente a

stemes () = £z, ¥(2), 7(0), ¥(1), @€ (0,1)
y ,y\x),y\),y e (U,
L V0 =05 20 G045

con f : [0,1] x R3® — R"™ continua.

Analogamente a lo que se ha planteado para el caso escalar se probaran resultados de
existencia de solucién bajo condiciones del tipo asintéticas y no asintéticas; en primer
lugar, se adapta a nuestro problema un resultado de Nirenberg [61] que a su vez generaliza
las condicones de Landesman-Lazer. Mdas precisamente, teniendo en cuenta la definicién
1.1.5 correspondiente al grado de una funcién definida sobre una esfera, se probara el
siguiente
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Teorema 3.0.4. Nirenberg para el Modelo Abstracto de Electrodifusién Si f es acotada y
extisten los limites

lim f(x,sv+ A, sv,sv+ B):=f,(z)

s—+400

uniformemente para x € [0,1], |v| =1y |A|,|B| < ||f||. tal que

(N1): fol fy(z)dx # Oparacadav € S" ! .= {v e R": |v| = 1}.

1
(N2): deg(®) # 0, con ® : S"~1 — 8"~ definida por ®(v) := %
o fv(z)de

entonces el problema (3.0.15) admite al menos una solucion.

Para el caso no asintético introducimos un supuesto que reemplaza la condicién de acotacién
para f y otro que elimina los limites radiales. En primer lugar la condicién de acotacién
sobre f se reemplaza por una condicién més general, a saber, que la imagen de la no linea-
lidad esté contenida en un “sector angular” de R"; Més especificamente, suponemos la

existencia de un vector ¢ € R" y de hiperplanos linealmente independientes Hy, ..., H,
tal que
Im(f) C R”\ c+ |JH (3.0.16)
j=1

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que H; = {z;}*, con {z;}1<j<, C S"! una
base de R" y

(f(z,y,v,w) —c,z;) >0
para cada ? (z,y,v,w) € [0,1] x R®".

Por otro lado la hipétesis de la existencia del limite uniforme puede ser removida si se
asume que la no linealidad f no rota muy rapido en el sentido que se detalla a continua-
cién. Para simplificar definimos para cada v € R", el entorno Q(v) dado por

Q(v) ={w e R": |(w—v,z;)| <2|(c,z;)| paral < j <n}

y consideramos la funcién ¢ : R — R™ dada por

1
o(v) ::/O f(z,v,v,v) dz. (3.0.17)

Observacion 3.0.1. Si f es acotada el entorno Q(v) puede ser reemplazado por B, (v) con
7= [[£]loo-

Con estas notaciones y definiciones se tiene el siguiente resultado
Teorema 3.0.5. de la Capsula Covexa para el Modelo Abstracto de Electrodifusion. Su-

pongamos que f satisface la condicién del sector angular (3.0.16). Si existe un dominio acotado
D C R" tal que

?En este caso (c, z;) < 0 es una condicién necesaria para la existencia de solucién.



3.1. DEMOSTRACIONES DE LOS RESULTADOS PARA EL CASO ESCALAR 73

(H1):
0 ¢ co(f([0,1] x Q(v) x {v} x Q(v))) (3.0.18)
para todov € 0D y

(H2): El grado de la funcién ¢ estd bien definido y

degp(¢, D, 0) # 0

entonces (3.0.15) tiene al menos una solucion.

Observacion 3.0.2. La condicion (3.0.18) impide que f rote demasiado rapidamente alrede-
dor del cero y cerca del borde de D. Esta condicién puede ser interpretada como una
adaptacion de la condicién dada por Ruiz et al [72] para un problema periédico de se-
gundo orden. Notemos que las rdpidas rotaciones son admisibles en el caso del resultado
principal dado en [5], aunque se debe dar en tal caso alguna condicién para la no lineali-
dad que compense ese efecto.

3.1 Demostraciones de los resultados para el caso escalar

3.1.1 Intervalo acotado.

Una manera de sortear la dificultad de la presencia en la no linealidad de los valores de
la solucién desconocida en el bordes del intervalo es considerar el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden:

(2,3(0),0(0), () 6L

u(0) =u(1)=0
v(0) = y(0) (3.1.2)

Observemos que el sistema (3.1.1)-(3.1.2) es equivalente al problema de electrodifusién
(3.0.2).

Planteo del problema en el marco de los métodos de continuacién.

A los fines de aplicar la teoria del grado de coincidencia consideramos el espacio de Ba-
nach
E = {X = (y,u,v,w) € C([0,1],R*) : X satisface (3.1.2)}

dotado de la norma ||X|| := max{||y|lso, ||u/|c0, [||lsc; [|w]lec} ¥ €l subespacio E! := E N
C'([0,1],R*) y los operadores

L:Dom(L)CE—E, (Dom(L)=E'))y N:E—E
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definidos

L(X)(z) := (¥ (2) — u(),v/(z),v'(2),w (2)),
N(X)@:) = (07 f(z, y(w)7v(x>v w(x)), 0, 0)‘

El operador L es lineal y observamos que el problema es resonante pues X = (y, u,v,w) €
ker(L) siysolosi X € E', v/ = v = v’ = 0 ey = u; luego teniendo en cuenta (3.1.2)
vemos que u = 0 y a posteriori y(0) = y = v = w; en definitiva el ker(L), es el espacio de
las funciones generadas por el vector V := (1,0, 1,1) € E, es decir

ker(L) ={s-V:seR} =<V >. (3.1.3)

Por otro lado Y = (¢, 4,0, p) € Im(L) siy s6lo si existe X = (y,u,v,w) € Dom(L) C E
tal que

y’/ E:r)) = ZJ((:E))JF o(z)
/() — Be) (3.1.4)

si y s6lo si i) = 0. Luego
= (¢,9,0,p) € Im(L) & ¢ = 0. (3.1.5)

Claramente la imagen de L es un subespacio cerrado de E y concluimos que L es un
operador de Fredholm.

Por otro lado para ver que L tiene indice cero observamos que si Y1 = (¢1,%¢1,01, p1)
e Yo = (¢2,12,02, p2) entonces [Y1] = [Ys] en coker(L) siy sélo si ¢y = 1,. Luego
dado Y = (¢, 1, 0, p) consideramos 1) = ¢ y tomamos como representante de [Y] al vector
Y. :=(0,¢,0,0) C E demanera que, teniendo en cuenta (3.1.3) y (3.1.5) 1 = dim(ker(L)) =
dim(coker(L)) y asi L es de indice cero .

A los efectos de aplicar a este problema el corolario 1.2.6 del teorema de continuacién 1.2.5
definimos los proyectores continuos P,Q : E — E

P(X) = (y(0),0,(0),y(0) = y(0) - V

y el isomorfismo J : Im(Q) — ker(L) definido
J(0,¢,0,0) = (¢,0,¢,c¢).

Claramente se tiene
Im(P) =ker(L) y Im(L)=ker(Q).

Por otro lado podemos caracterizar la inversa de Lp = L|xer(P)nDom(L)

Kp : Im(L) — ker(P) N Dom(L)
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del siguiente modo: dado Y = (¢,,8, p) con ¢ = 0 consideramos X = (y,u,v,w) €
Dom(L) con P(X) = 0 la tnica solucién del sistema (3.1.4) y definimos X = Kp(Y). Més
precisamente, integrando el sistema obtenemos

fo P(s))ds
fo (3.1.6)
=y(1 + fl s)ds = fo )+ ¢(s))ds — le p(s)ds

(z) =
l’)
v(z) =
w(zx) =

es decir
X= KP(Y) = Kp(¢,,0,p) =

(fo (Jo v(t)dt + é(s)) ds, [y 1 (s)ds, [5 O(s)ds fo (Jo ©(®)dt + ¢(s)) ds — fxl p(s)ds

(3.1.7)
En particular si Y = N(X) tenemos ¢ =0 = p =0y ¢ = f(-,y(-),v(-), w(-)) de manera

que
/ B(t)dt = / £t (), v(t), w(t))dt,

[ (Fonerse)a [ ([ msne)s

Para simplificar la notacién escribimos

- /oz f(s,y(s),v(s),w(s)) ds

y observando que Tx(1) = 0y Q(N(X)) = 0 podemos escribir la inversa generalizada
restringida a la imagen de N, Kp | m(n), de la siguiente forma:

Kpqo(N(X)) := Kp(I - Q)(N(X)) = Kp(N(X) - Q(N(X))) = Kp(N(X)) =

N 3.1.8
(fo Ty(s) ds, Tx(x) — 2Tx(1),0, [ Tx(s) ds> (3.18)
Por otro lado de acuerdo a las definiciones de P, Q y J
(¥(0) + Tx(1)) - V = P(X) + J(Q(N(X))).
Ahora para A € [0, 1] consideramos la familia uniparamétrica de problemas
() = u(z)
u'(x) = M (z,y(2),y(0),y(1)) (319)
V() =0 o
w'(z) =0

es decir
L(X)=N(\X), Xe Dom(L) (3.1.10)
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con N : [0,1] x E — E definido N(\, X)(z) := XA - N(X)(x).

Finalmente, de acuerdo al desarrollo anterior, consideramos la homotopia F : [0, 1] x E —
FE dada por

FAX) =X = P(X) = JQN(X))) = A Kpo(N(X)) =

=X — (y(0) + Tx(1)) - V=X~ (fosz(s) ds, Ty () — 2T (1), 0, [ Ty (s) dS) (3.1.11)

A los efectos de simplificar mas la notacién definimos S,C : £ — E

C(X) == (y(0) + Tx(1)) - V = (y(0) + Tx(1), 0,y(0) + Tx(1), y(0) + Tx(1))

S(X) = </0x Tx(s) ds, Tx(x) — xTx(1),0, /01 Tx(s) d8>
de manera que la homotopia se escribe
AAX):=FA\X)=X-C(X) = X S(X). (3.1.12)
Luego, de acuerdo a la equivalencia (1.2.7) tenemos la siguiente equivalencia
Lema 3.1.1. Paracada 0 < X\ <1, X € Dom(L) satisface (3.1.10) si y sélo si

Fa(X) = 0.

Por otro lado si definimos K (X) := L(\, X) = C(X) + A - S(X
una perturbacién compacta de la identidad para cada A € [0,

) vemos que F\ =1 — Ky es
1]. Ademas
Im(Ky) = Im(C) C ker(L)

de manera que Ky es de rango finito, lo cual implica que si 2 C E es un dominio acotado
tal que Fp no se anula sobre 02 N ker(L), entonces de acuerdo a (1.1.1)

degrs(Fo,$2,0) = degp(Folker(r), 2 Nker(L),0).

Ahora bien Q Nker(L) = {s-V : s € I} (podemos asumir que 2 es convexo) para algin
conjunto abierto y acotado I = (a,b) CR,a < by

Fo(s-V)=s5-V-C(s-V) =
= (s,0,5,5) — (s + [y f(2,5,5,9),0,5+ [y f(@,5.5,5),5+ [} f(z.5,5, s)) = (31.13)
= —T,y(1)- V.

Luego degr.s(Fo, £, 0) coincide con el grado de Brouwer de la funcién ¢ : I — R dada por
1
o(s) = —Tsv(1) = —/ f(z,s,s,s) dx.
0

Finalmente de acuerdo al corolario 1.2.6 se tiene la siguiente versién del teorema de con-
tinuacion generalizado adaptada a nuestro problema
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Teorema 3.1.2. de Continuacién. Con las notaciones previas, si se satisfacen las hipétesis:

(H1): La familia uniparamétrica de problemas (3.1.9) no tiene soluciones sobre 0S) para cualquier
Ae(0,1)y

(H2): La funcion ¢ : I — R definida

1
o(s) := —Tsy(l) = —/0 f(x,s,s,8) dx

satisface que

¢(a)p(b) <0

entonces el problema (3.0.2) tiene al menos una solucion clisica X € Q.

Demostracion del teorema 3.0.1.

Probaremos solamente el resultado suponiendo que se cumple la condicién de Landes-
man Lazer (3.0.4a) pues para la condicion (3.0.4b) se procede de manera anéloga.

A los efectos de aplicar el teorema 3.1.2 de continuacién, observamos en primer lugar que
si
y"(x) = M (z,y(2),5(0),y(1)), ¥ (0)=y(1)=0

para algtn A € (0, 1), entonces

1y = y(O)llso < 1Y lloo < 1y lloc <7 := || fllo- (3.1.14)

Ahora consideremos el conjunto
Q:={X € E:ly = vlloo, [lw = vlloo, [[ufloo <7, [v]lec < R}

con R > O una constante a determinar. A partir de (3.1.14) se deduce quesi X = (y, u, v, w) €
99 es solucion (3.1.9) para algan A € (0,1), entonces ||y — v|oo, | — V]|oos [[U]lcc < 7,
ly(0)] = R.

Por otro lado .
/0 F(,y(0) + a(@), 5(0), y(0) + b) dz = 0 (3.1.15)
donde
a=y—y0)=y—v  b:=y(1)—y0)=w-—r.

Luego si y(0) — fo00 entonces

f(@,9(0) + a(x),y(0),y(0) + b) = f*(x)
uniformemente para z € [0, 1], |a| = |[y—v| < r |b| = |w—v| < r y usando el teorema de la
convergencia dominada obtenemos, de acuerdo a la hipétesis (3.0.4a), una contradiccién.

De lo anterior se deduce que si R >> 1 entonces el sistema (3.1.9) no tiene soluciones sobre
0Q para A € (0,1).
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Finalmente observamos que si s — 00 entonces

o(s) = —/Olf(x,s,s,s) dx — —/Olfi(x) dz

de manera que para J = (—R, R) con R suficientemente grande se satisfacen las hipétesis
(H1) y (H2) del teorema de continuacién 3.1.2 y de ahi el resultado W.
Demostracién del teorema 3.0.2

Aplicaremos el teorema de continuacién 3.1.2 al conjunto
Q:={XeE:|y—vlo l[w—2cc <7t <T,a<v<b},

donde la constante r > 0 es la especificada segtin el caso (3.0.7), (3.0.8) 6 (3.0.9) y la cons-
tante 7 > 0 es a determinar.

Supongamos que X € 02 es una solucién (3.1.9) para algan A € (0, 1) y consideremos
cada uno de los casos en cuestion; veremos que en cualquier caso X = (y, u, v, w) € 02 es
una solucién (3.1.9) sii v = a 6 v = b donde v = y(0).

1. En el primer caso (3.0.7) usando el hecho de que fol f(z,y(x),y(0),y(1)) de = 0e
integrando por partes, obtenemos:

1 1
Ly (@) de = — [y (2)(y(x) — y(0)) dz =
= X f y(@) fz,y(2), y(0), (1) do < X [ k(z) do < r2 (3.1.16)

de donde ||y/||72 < 7.

Asimismo usando Cauchy-Schwarz

ly(z) —y(0)| = < |||l < r

/01 y'(z) dx

ly = vllee <7 y[lw—=vlloc <7

lo cual muestra que

Por otro lado deducimos que

ulloo = 1% lloo < Iy lloo < max | (2,9, 90, y1)|
(xzyvyO:yl)eK[a,b],r

de manera que si elegimos 7 := max; , . 4, )e Ko |f(x,y,y0,y1)| se tiene también
que
[Jul|oo < T

2. En el segundo caso (3.0.8) obtenemos en forma directa que

" ()] = Alf (2, y(2),y(0), y(1))] <7,
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de manera que

ly = vlleo <7y [lw=vlloc <7

y tomando 7 := r también

ulloe = [1y'lloc <

3. En el tercer caso (3.0.9), si por ejemplo se cumple la primera condicién, obtenemos

ly" ()] < A([f (@, y(2), (0), (1)) + k()] + |k(2)])

de manera que
1y = vlloc <7 y[lw=vlloc <7

Asimismo
1
1 lleo < 19" ll1 < A ( /0 k(o) di + ||k||L1> <r

luego eligiendo 7 := r tenemos también

ullse = [[y'lloc <7

Asi vemos que en todos los casos si la solucién esta en el borde entonces y(0) = a 6
y(0) = b.

Ahora bien, si por ejemplo se tiene el caso en que y(0) = a y se cumple (3.0.10a) entonces
obtenemos la siguiente contradiccién

1 1
0= /0 £, y(@), 5(0), y(1)) d < /0 f,p(@) dz < 0.

Los otros casos se tratan de manera similar.

Finalmente observamos que si se cumple (3.0.10a) entonces

1 1
o) == [ Jeaa dez = [ pi@) da>o0

gb(b):—/olf(x,b,b,b) dxg—/ol (@) dz <0

de manera que la hipétesis (H2) del teorema de continuacién 3.1.2 es satisfecha. La misma
conclusion se tiene si se cumple la segunda condicion de Landesman-Lazer no asintética
(3.0.10b) M.

Observacion 3.1.1. Es fécil verificar que el teorema 3.0.1 es una consecuencia del teorema
3.0.2, para ello basta tener en cuenta que el limite (3.0.3) es uniforme.
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Observacion 3.1.2. En el problema original de electrodifusién (3.0.2), la no linealidad no es
acotada

Sggloof(:v, s,8,8) = £o0.
En una primera impresién podriamos suponer que la condiciéon (3.0.10a) es satisfecha
bajo el supuesto de que f satisface el primer caso (3.0.7) para alguna eleccién adecuada
de constantes positivas a < by r. Pero esto no es posible pues para s suficientemente
grande el signo de f cambia en pequefios entornos del punto (z, s, s, s).

No obstante el resultado dado en [16] indicaria que es posible aplicar el teorema 3.0.5
directamente sobre el conjunto 2 := {X € F : 0 < y,v,w < R, |lu]|o < r} para algu-
nas constantes 7, R > 0. En ese caso la segunda condicién del teorema 3.0.5 se satisface
trivialmente y la dificultad reside en establecer las cotas apriori para las soluciones del
problema (3.1.9) con y > 0.

Algunos Ejemplos.

En esta seccion se dan algunos ejemplos para los cuales se cumplen las diferentes hip6tesis
establecidas en los casos (3.0.7), (3.0.8) y (3.0.9).

Para simplificar consideramos una no linealidad desacoplada respecto de los valores en
la frontera, por ejemplo

=)+ h(y) + »(yo, y1),

donde p, h y ¢ son continuas.

Sin pérdida de generalidad se asume que fol p(t) dt = 0 de manera que (3.0.10a) y (3.0.10b)
se traducen en las siguientes condiciones

Naup + Pup < 0 < hins + @l (3.1.17)
6
hup + Poup < 0 < Bl + O, (3.1.18)
donde
howp = sup  h(y),  ¥Gp= sup  p(a,y),
a—r<y<a+tr a—r<yi;<a+r

Y Wl b ¥ h;’;}7 gof;;} estdn definidas de manera analoga.

Teniendo en mente un ejemplo tipico que satisface las condiciones clasicas de Landesman-
Lazer segtin el teorema 1.3.1 podemos elegir para el caso de la no linealidad del teorema

(3.0.2) las funciones
h(y) = arctan(y)

y ¢ tal que ¢(yo,y1) — 0 cuando |(yo,y1)| — oc.

Una situaciéon mas general, que se verifica facilmente, es considerada en los siguientes
ejemplos que corresponden a los respectivos casos (3.0.7), (3.0.8) y (3.0.9) del teorema
3.0.2
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1.
hy) = lyl"y, le(yo, y1)| < A+ Bl(yo, 1)l
para algunas constantes A, B, 7 > 0
2.
h(y) = —ﬁ, ¢ acotada ,
con0 <7 <1
3.

h(y) = —€Y, ¢ acotada por arriba ,

liminf ¢(yo,y1) > 0,

Y0,Y1—>—00

li gp(y(byl) _
1m _— =
voyr—+o0 | (Yo, y1)|7

para alguna vy > 0.

3.1.2 Intervalo no acotado.

Como hemos visto en la seccién anterior, para el caso de un intervalo acotado el operador
Ly := y" resulta ser de Fredholm y de indice cero, de forma tal que la teoria del grado
de coincidencia puede ser utilizada. Este no es el caso que se presenta con el intervalo no
acotado pues el operador L no resulta ser de Fredholm aunque el problema es resonante. En
este sentido, un método alternativo al de la teoria de grado viene dado por el método de
las sub y super soluciones ordenadas aunque éste no se aplica en forma directa a nuestro
problema debido a la dependencia de la no linealidad respecto de los valores en el borde;
no obstante podemos adaptarlo.

La estrategia es la siguiente; en primer lugar se establece un resultado de existencia de
solucién para un problema de condiciones de borde mixto sobre un intervalo acotado
[0, N]; posteriormente se aplica un argumento de tipo diagonal con el objeto de obtener
una sucesién de funciones {yx} que converja a una solucién del problema (3.0.11).

Condicién Mixta para un Intervalo Acotado.

En primer lugar, vamos a probar existencia de solucién del problema
y'(x) = f(z,y(2),9(0),C) e (0,T),
3.1.19
R G45)

para algunas constantes arbitrarias yr, C' € Rand T' > 0, bajo el supuesto de la existencia
de un par de sub y super soluciones ordenadas de (3.1.19). Mds precisamente, asumimos
que existen funciones suaves a < /3 que satisfcen

o'(z) = f(z,a(2),u,C),  B"(z) < fz,B(z),u,C) (3.1.20)
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para0 <z <Tya(0) <u<p(0),y
a’'(0) > vy > f'(0), T) <yr < B(T). (3.1.21)

El siguiente teorema difiere muy poco del teorema 1.4.1 formulado en la seccién 1.4 del
capitulo 1, para un problema con condiciones separadas.

Teorema 3.1.3. Sea o < f funciones que satisfacen (3.1.20) y (3.1.21). Entonces el problema
(3.1.19) admite al menos una solucion vy, con o < y < .

Demostracién. El esquema es esencialmente el mismo que hemos dado para el teorema
l4lcona; =by=0,a2=—-1,b1 =1, A=wvy, B=yrylab =[0,T]. Para A > 0y cada
w € C([0,T]) se considera el problema lineal modificado

y'(z) — Ay(x) = f(z, P(x,w(x)), P(0,w(0)),C) — AP(x,w(x))
{ y/(0) = vo, y(T) = yr (3.1.22)

donde P : [0,7] x R — R es la funcién de truncamiento definda en (1.4.5).

Luego usando el teorema de punto fijo de Schauder 1.1.3 se prueba existencia de solu-
cién para 3.1.22 y finalmente, teniendo en cuenta la definicién de sub y super solucién
ordenadas (3.1.20) y (3.1.21), se verifica que cualquier solucién satisfacea <y < 5.

Un argumento diagonal

En esta subseccién adaptamos el argumento del tipo diagonal usado en la demostraciéon
del teorema 1.4.6 para dar una prueba del teorema 3.0.3. Observemos que ese argumento
no se aplica de forma directa a nuestro problema y ésto por dos razones: en primer lugar
se trata de un problema con condiciones de Neumann en un dominio no acotado y en
segundo lugar ahora la no linealidad depende de los datos de la solucién desconocida en
los bordes.

Demostracion del teorema 3.0.3

De acuerdo al teorema 3.1.3, para cada N € N podemos considerar una solucién yy del
problema

{ Y (@) = flx,yn(2),yn(0). L) @€ (0,N), (3.1.23)

yn(0) =wvg, yn(N)= w7

tal que ajo n] < ynv < Bljo,n)-

Para M fijo, observamos en primer lugar que si N > M entonces
HyXf‘[O,M]HOO = Supxe[o,M]{’f(%?JN(JT%ZUN(O%L)’} <Oy

para alguna constante positiva C; independiente de N. Més atin como

yho(z) = vo + / yl(s) ds
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vemos que ||y jo,m1lloo < vo| + MCo := Cy y de

M
yn () = yn (M) — / iy(s) ds

concluimos que ||y |jo,a]||cc < Co para alguna constante Cy que sélo depende de M.

Luego, por el teorema de Arzela-Ascoli se deduce que existe una subsucesion de (yn) N>
que converge sobre [0, M| segin la norma C".

Ahora procedemos de la siguiente manera: para M = 1, elegimos una subsucesion, que
seguimos notandola {yy} que converge en C' (|0, 1]) a alguna funci6n y*.

Repitiendo el argumento para M = 2,3, ..., podemos asumir que yn|[, a7 converge en el
sentido de C' a alguna funcién y™ : [0, M] — R.

De la construccién anterior se sigue que ™[ 1 = y™ y esto implica que la funcién
y : [0,+00) — R dada por y(z) = y™(x) si 0 < z < M est4 bien definida. Mas atn
y'(0) = vo, y Y}, converge uniformemente en [0, M] a f(-,y(-),y(0),C).

Ahora bien, para cualquier funcién test { € C5°(0, M) obtenemos:

M M
| 1000 ¢ do = Jim [ o) ¢(o) do
0 —Jo
M M
= i [ @) €@ de = [ yte) €'@) o

de manera que
y"(x) = f(z,y(x),y(0),L)

en [0, M], en sentido débil. Mas atin, como y es de clase C*? deducimos que y es una
solucién cléasica de la ecuacion.

Finamente vemos que se verifican las condiciones de borde. Por un lado es claro que
y(oco) = Ly para verificar la condicién en +oo usamos la hipétesis (3.0.14) referida al
control de la no linealidad en la semirecta. Mdas precisamente para cada N > =z, por
Lagrange, podemos elegir un punto zy € (N, N+1) talque y/(zn) = y(N+1)—y(N) — 0;
entonces para x > xy tenemos:

|y (x) = o/ (zn)| =

/ N £(t, 5(),5(0), I) dt‘ < [owas [ owa

TN TN

Como ¢ es integrable concluimos que y/(z) — 0 cuando 2 — oo y esto completa la prueba.
|
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3.2 Demostraciones de los resultados para el caso de sistemas.

Procedemos de manera completamente andloga a lo que se hizo en la subsecciéon 3.1.1; en
primer lugar observamos que el problema (3.0.15) es equivalente al sistema 4n-dimensional
de primer orden

ngxg - 1fl((x) (), v(z), w(z))

u'(z) =f(z,y(z), v(z), w(x

V(z) = 0 (3.2.1)

w'(z) =0,

con las siguiente condiciones de borde:
u(0) =u(1l)=0
y(0) = v(0) (3.2.2)
y(1) = w(l)

y planteamos el problema en un contexto funcional.

Planteo del problema en el marco de los métodos de continuacién.
Consideramos el espacio de Banach

E := {X:= (y,u,v,w) € C([0,1],R")* : X satisface (3.2.2)},
dotado de la norma

X[ := max{{|y[loo, [[al[oo, [1V[loos [[Wloo }
y El .= CY([0,1],R")* N E.
Luego definimos los operadores L : E! = Ey N:E - E
L(y,u,v,w):= (y —u,u,v,w'), N(y,u,v,w)=(0,f(z,y(z),v(x),w(x)),0,0).

Féacilmente se verifica que el nticleo de L es un subespacio no trivial n-dimensional gene-
rado por los vectores X. = (c,0,c,c), donde c € R" yademds Y = (¢,v,6,p) € Im(L)

si y s6lo si i) = 0. En este caso tenemos que n = dim(ker(L)) = dim(coker(L)). Por otro
lado definimos los proyectores continuos P, Q) : E — E

Q(Y) = (0,%,0,0)

P(X) = (v(0),0,y(0),y(0))
de forma tal que Im(P) = ker(L) y Im(L) = ker(Q). Luego L es un operador de Fredholm
de indice cero y ademas la inversa generalizada se obtiene de la misma forma.

Por otro lado consideramos el isomorfismo J : Im(Q) — ker(L) definido
J(07 C? 07 0) = (C’ 07 C7 C)

y finalmente se tiene una homotopia analoga para el caso de sistema; méas precisamente,
con la notacién

Fx(z):= /033 f(s,y(s),v(s),w(s)) ds
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para X € E y los operadores S,C : E — E

S(X)(z) = </Ox Fy(s) ds, Fx (x) —mFx(l),O,/Ol Fy(s) ds>

y
C(X) := (y(0) + Fx(1),0,y(0) + Fx(1),y(0) + Fx(1))

se define F : [0, 1] x E — E del siguiente modo:
FaX)=F(\X);=X-C(X)—A-S5(X). (3.2.3)
Si ponemos K : [0,1] x E — E
Ka(X) =K\, X) :=C(X)+ X S(X) (3.2.4)

vemos que F(X) = X — K, (X) es una perturbacién compacta de la identidad para todo
A e [0,1].

Ahora consideramos la familia uniparamétrica

y'(z) = u(z)

w'(z) = A-£(z,y(2), ¥(0), y(1)) (3.2.5)
vi(z)=0

w/(z) =0

y segtn (1.2.7) se tiene la siguiente equivalencia
Lema 3.2.1. Para 0 < X < 1 fijo, X € E es solucién del sistema (3.2.5) si y solo si Fx(X) = 0.

Por otro lado Ky es de rango finito, mas precisamente Im(Ky) = Im(C) C ker(L) y para
algtin conjunto abierto y acotado G C R"

QnNker(L) ={X=(v,0,v,v) e E:veGqgCR"}.

Luego si definimos ¢ : Go — R™ como

1
¢(V) = _T(V,O,v,v)(l) = _/ f(.’lf,V,V,V) dx
0
tenemos
fO‘ker(L) (Va Oa v, V) = (V7 07 v, V) - C(V7 Oa v, V) = _(Qb(V), 07 (Z)(V)v d)(V)) (326)

Finalmente si 2 C E es un conjunto abierto y acotado tal que /) no se anula sobre 052 para
A € [0,1], entonces usando (1.1.1), la observacién (1.2.6) y la invariancia bajo homotopia
del grado de Leray-Schauder

degLS(]-",\,Q,O) = degB(]:O’Ker(L)aQ N KeT(L)7O) = (_1)nd€gB<¢> Gan)

y de acuerdo al corolario (1.2.6) tenemos el siguiente teorema de continuacion:



86 Electrodifusién

Teorema 3.2.2. de Continuacién. Sea Q@ C E un conjunto abierto y acotado y G C R™ como
antes. Si se satisfacen las siguientes hipdtesis

(H1): La familia uniparamétrica de problemas (3.2.5) no tiene soluciones sobre 0 para A € (0,1)
Yy

(H2): Para todo v € 0Gq, se satisface ¢(v) # 0y

deg(¢, Ga,0) # 0

entonces el problema (3.0.15) tiene al menos una solucion X € .

3.2.1 Una generalizacion de la condicién de Nirenberg.
Demostracién del teorema 3.0.4.

En primer lugar se demostrard que las soluciones del sistema (3.2.5) para 0 < A < 1 son
acotadas. Supongamos que no, esto es, existe una sucesiéon (X,,),>1 C E tal que cada
término X,, satisface (3.2.5) con 0 < A\, < 1y ||X,,|| = oo. Entonces por un lado tenemos
que

yx(l“) = )\nf($7yn($)’}’n(0)ayn(1))v y%(()) = y%(l) =0

"

[yn = ¥n(0)lloo < Iynllee < Iynllsc < lIflloc

de donde deducimos que uy, y, — v, y Wy, — v, estdn acotadas y |v,,| = |y, (0)| — oo. Por
otro lado

1
/0 f($7yn(x)7}’n(0)>}’n(1)) dr = y;(l) - y%(O) = 0. (3.2.7)

Finalmente pasando a una subsucesion si fuese necesario podemos suponer que ~2r —

[Vl

v € S ! y usando el teorema de la convergencia dominada concluimos que:

1 1
| #@yala).yal0).ya)de = [ty 20
lo cual es absurdo.

Por otro lado vemos que si R > 1 entonces deg(®) = deg(¢, Br(0),0) y tomando 2 :=
Br(0) C E se sigue el resultado .

3.2.2 Adaptacién de la condiciéon de la capsula convexa.

En esta subseccion se adaptard, a nuestro caso, la estategia utilizada en la demostracién
del teorema 1.3.4
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Demostracion del teorema 3.0.5
Para simplificar la notacién escribimos para todo j = 1,...,n:
xj = (X,2;)
mj = 2|Cj’
para todo x € R".

Nuevamente, la estrategia de la demostracién consiste en seguir los lineamientos del teo-
rema de continuacién 3.2.2 sobre el conjunto

Q= {(Y7uvv7w> €eE:veD, Hyj - UjHoo; ij - ij<>°? HUJHOO < my Vj}

Observamos que si X = (y,u, v, w) es una solucién arbitraria del problema (3.2.5) para
algin A € (0, 1), entonces

y'(z) = M(2,y(2),y(0),y(1)), ¥y'(0)=y'(1)=0
y en consecuencia
yj(z) = o{f(z,y(2),y(0),y(1),2;) = Mf(z,y(x),y(0), y(1)) — ¢, ;) + Ac;.
Esto implica que
v} (@) < (£(z,y(2),5(0),y(1)) — €,25) + |51

Ahora, teniendo en cuenta la condicién de Neumann si integramos ambos miembros ob-
tenemos
Lyn — M
Jo 195 (@)lde < 2|¢j| = mj,

para cada 1 < j < n. Més atin, como y;(0) = (z;, u(0)) = 0 se tiene

()] < /O ! (8)]dt < mj,

esto es
19 lloo < m;.

Asimismo .
1y (@) — 4;(0)] < /O WOt < 1y oo < my

para cada z € [0,1] y en particular

ly; (1) = y;(0)] < [lyj — 5 (0)[|oo < my
paracadal < j <n.

Ensintesis ||y —vj|| oo, [|wj —vj|loos [|4j]l0 < m; de manera quesi X € 02 entonces v € 9D

y
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(z,y(2),y(0),y(1)) € I x Q(v) x {v} x Q(v)
para cada z € [0, 1].
Se sigue que f([0, 1], y(z),y(0),y(1)) es un compacto de £([0, 1] x Q(v) x {v} x Q(v)).

De (3.0.18) y de la versién geométrica del teorema de Hahn-Banach, vemos que existe un
vector m = m(v) tal que

(m, f(z,y(2),y(0),y(1))) >0

para todo z € [0, 1] y obtenemos la siguiente contradiccién

0< [ .8, y(0), 900, ¥(1) do = <m, [ tey@.y©.y0) da:> 0.

Finalmente si tomamos G = D se puede aplicar el teorema de continuaciéon 3.2.2 y de
ahi el resultado. W

Algunos Ejemplos y Obsevaciones Finales.

El siguiente ejemplo motivado por el trabajo de Ortega [62] muestra que el teorema 3.0.5
no es necesariamente mds fuerte que el teorema 3.0.4. Consideremos el caso n = 2, iden-
tificando R? ~ C y la no linealidad f : [0, 1] x C* — C definida por

e’LOé.”L’Z

—— + (20,2
e e

cona € Ry lim  ~v(z0,21) =7, |y] < 1. En este caso los limites radiales
|z0l,|z1]|—00

f([E, 25 20, Zl) =

f.(x) = lim f(x,sz+ A,sz,s2+ B) = elow Ty

S——+00

son uniformes para |z| = 1, |A|,|B| < 1 + |||/~ y las condiciones del teorema 3.0.4 se
satisfacen si o # 2kw para k € Z\{0}. Pero las hipétesis del teorema 3.0.5 no se satisfacen
si por ejemplo tomamos || > 7y |||« pequefio.

También observamos que, en una amplia gama de casos, el teorema 3.0.5 mejora el re-
sultado dado en el teorema 3.0.4. A tal efecto se establece el siguiente resultado que es
una clara extension del teorema 3.0.5 cuya demostracién es andloga y en consecuencia se
omite.

Teorema 3.2.3. Supongamos que la condicion del sector angular (3.0.16) se cumple y ademds
exsite un dominio acotado D C R™ tal que se satisface:

(H1’) Para cada v € 0D existe una funcién continua p : [0,1] — R tal que fol p(x)de =0y
0 ¢ col£,([0, 1] x Q(v) x {v} x Q(v))) (3.238)

donde f,(x,y,v,w) :=f(z,y,v,w) — p(x).
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Entonces (3.0.15) tiene al menos una solucion.

Es facil verificar, en el caso particular en que lano linealidad sea de la forma f(z,y, v, w) =
p(z) + g(y,v,w), que el precedente resultado es mas fuerte que el dado por el teorema
3.0.4.

En efecto, en primer lugar observamos que la funcién v — g, is continua; dado ¢ > 0
fijamos s de forma tal que |g(sv, sv, sv) — gy| < § para cada v € S"7; luego

€
lgw — gv| < |g(sw, sw, sw) — g(sv,sv,sv)| + 3 <e

si w estd suficientemente cerca de v. En particular esto implica que |gy| > ¢ para cada
v € "1, con ¢ > 0 una constante.

Ahora fijamos sg tal que |g(sv + A, sv,sv + B) — gy| < e paracadav € S"7!, s > 59y
|A|,|B| < ||f||co- Luego tomando D = Br(0) con R > so,siw = Rv € 0Dy |A],|B| <
|If]| oo se obtine:

<g(W+A,W,W+B>,gv> > ’gV’Q - ’g(W+A7W7W+B) - gv‘ > 0.

Esto dltimo implica que la cdpsula convexa de g(Bjg|. (W) x {w} X Bjgj (W)) queda
de un lado del hiperplano {gv}* y, en particular, no contiene al vector nulo. Teniendo
presente la observacion 3.0.1, se concluye que se satisface (3.0.18).

Observacion 3.2.1. En todos los resultados precedentes es claro que el rol de los valores
en el borde, y(0) y y(1), pueden ser intercambiados. Por ejemplo en (3.0.18) podriamos
considerar

0 ¢ co(£,([0,1] x Q(v) x Q(v) x {v})).






Chapter 4

Resultados principales para el
modelo generalizado de Nicholson.

Este capitulo estd organizado de la siguiente manera. En la seccién 4.1 se dardn condi-
ciones suficientes para la existencia de soluciones T-periddicas positivas para el modelo
generalizado de Nicholson con un término de recoleccién y como se ha hecho para el mo-
delo abstracto de electrodifusién, trataremos en primera instancia el caso escalar y luego
el de sistema.

En la subseccién 4.1.1 consideraremos para el caso escalar dos variantes del modelo gene-
ralizado de Nicholson con un término de recoleccién no lineal, a saber, los modelos (2.2.25)
y (2.2.26) que hemos introducido en la subseccién 2.2.4 del capitulo 2 y que recordaremos
aqui; mas precisamente, en primera instancia se considera el caso correspondiente al tér-
mino o lineal de recoleccién® H : R x (0, +00) — (0,+00) continuo y T-periédica en su
primera variable, independiente de los retardos dados

'(t) = =6(t)x(t) + kg Pr(t)f (7, (1) — H(t, x(t)) (4.0.1)

y posteriormente el caso correspondiente al término de recoleccién no lineal dependiente
de uno de los retardos estimados de la poblacién

2(t) = —8(0)2(t) + S5y pr(t) F(@n, (8) — H(t,r, (1)) (4.02)

siendo 8, pg, 7 € C(R,R™) funciones T-perddicas paratodo k = 1,2,3,---m, T, = Tk para
algink € {1,2,3,--- ,m}y f: R—=> R, f(x):=ze™™.

Observacion 4.0.2. Para simplificar, en lo que sigue, se usara la siguiente notacion:

¥ = trer[%%(j]{x(t)}, Ty 1= tér[l(]l%]{x(t)} (4.0.3)

Se probaran los siguientes teoremas:

!Por continuidad podemos definir H(t,0) = 0 para todo ¢ € R.

91
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Teorema 4.0.4. Si Hgyp(t) := limsup

z—0t

es uniforme en t y se satisface

H(t, z)

m

0(t) + Houp(t) < > pi(t) (4.0.4)
k=1

para todo t € R entonces la ecuacion (4.0.1) tiene al menos una solucién positiva T-periddica.

Teorema 4.0.5. Si ademds de satisfacerse la condicion (4.0.4) se cumple que

H(t,x —
(w ) < p;(t)e (4.0.5)
paratodot e Ry 0 <z < <Z’“€—51pk> = mex <w> entonces la ecuacion (4.0.2)
te(o,

tiene al menos una solucién T-periddica positiva.

Por otro lado también se establecerd una condicién necesaria para la existencia de al menos
una solucién T-periddica positiva, mds precisamente se probaré el siguiente resultado

Teorema 4.0.6. Si (4.0.1) tiene al menos una solucion T-periddica positiva entonces

H(t,z)

> pel(t) > 6() + (4.0.6)
k=1

para algin t,x > 0.

En la subseccién 4.1.2 se considera el caso de un sistema del tipo de Nicholson para dos
especies bajo términos de mutualismo y se establecerdn condicones suficientes para la
existencia de al menos una solucién 7-periddica positiva

2y (t) = =01(t)x1(t) + Bu(t)wa(t) + pr(t) f (1, (t) — Hi(t, z1(t))
(4.0.7)

zh(t) = —0a(t)w2(t) + Ba(t)x1(t) + p2(t) f(22,, (1) — Ha(t, za(t))

donde las funciones d;, 3, pi;, i € C(R,R") son T-periddicas, f : R — R, f(z) = ze 7,
zi, (t) = 2i(t = 7:(t)), y Hi € C(R x RT,R¥) T peri6dicas en la variable ¢ para todo
i = 1,2; més precisamente, se probar4 el siguiente resultado

Teorema 4.0.7. Si los limites

H;(t
Hi,sup(t) = limsup 1( 7:1:)
z—0t X

Hi )
H; ing(t) := liminf M

Tr—400 X

son uniformes en t para i = 1,2 y se satisfacen las condiciones
(Hl) : 5Z(t) + Hi75up(t) < 51(15) +pi(t) (40881)
(H2): 0i(t) + Hing(t) > Bilt) + pi(t) (4.0.8b)

paratodot € Rei = 1,2 entonces el sistema (4.0.7) tiene al menos una solucion x = (x1,x2) tal
que x; es T-periddica y positiva para i = 1, 2.
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Finalmente en la seccién 4.2 se dard una condicion suficiente para que el equilibrio trivial
sea un atractor global. Dado el dato inicial

z(s) = ¢(s), ¢ € C([-7*,0],R"), 7" := max{r]} (4.0.9)

se considera el problema de valores iniciales (4.0.1) - (4.0.9) y se probara que si (4.0.6) no
se cumple, entonces el punto de equilibrio # = 0, es un atractor global para las soluciones
positivas; méas precisamente tenemos el siguiente resultado que generaliza el resultado
analogo dado por J. Li [47].

Teorema 4.0.8. Si

para todo t,z > 0 (4.0.10)

entonces todas las soluciones del problema de valores iniciales (4.0.1)-(4.0.9) estin globalmente
definidas, son positivas y tienden a 0 cuando t — +oo.

Observacion 4.0.3. Sila condicién (4.0.6) no se cumple entonces vale (4.0.10) y por lo tanto
el teorema 4.0.6 también puede verse como una consecuencia del teorema 4.0.8.

4.1 Existencia de soluciones 7-periédicas positivas

4.1.1 Caso escalar.
Planteo del problema en el marco de los métodos de continuacién.

A los fines de aplicar la teorfa del grado de coincidencia al problema (4.0.1) se estable-
cerd un teorema de continuacién siguiendo los lineamientos dados en la seccién 1.2 del
capitulo 1; el teorema de continuacién para el caso (4.0.2) se obtendrd por analogia.

Considaremos los operadores
L:Dom(L)c X =Y,y &: X >Y

conX =Y =Cr
Cr={zcCR,R):z2(t+T)=1ux(t)}

dotado de la norma ||z |[oc = maxe(o,7{|x(t)]}, los subespacios

~ 1 [T
Or={oecCp: 7= T/ (t) dt = 0}, Ch:= C'(R,R)NCy, y Dom(L) = C}
0

definidos del siguiente modo

paratodot € R.
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Observamos que la ecuacion (4.0.1) es equivalente a
L(z) = ®(z), z € Ck.
Se verifica facilmente que
ker(L) = {z € Cr : v es constante} = R C Cr
de manera que el problema es resonante y ademas

Im(L)={z€Cp:z2=0}=Cr.

Entonces ker(L) es un subespacio finito dimensional y Im(L) es un subespacio cerrado;
luego teniendo en cuenta que coker(L) ~ R se ve que L es un operador de Fredholm de
indice 0 .

Ahora definimos los proyectores continuos P, : Cr — Cr como P(z) = Q(z) = T de
forma tal que
Im(P) =ker(L) y Im(L) = ker(Q)

y el isomorfismo J : Im(Q) — ker(L) como la identidad.
En este caso la inversa de Lp = L|ier(P)nDom(L)
Kp: Im(L) — Ker(P) N Dom(L)

viene dada por L
Kp(2)(t) = ¥(2)(t) — ¥(z). (4.1.1)

donde a los fines simplificar la notacién escribimos

Kpq(2)(t) :== Kp(I — Q)(2)(t) = Kp(2)(t) — Kp(2) =
=U(2)(t) = U(z) — U(Z)(t) + U(2) = 412)
=U(z)(t) —V(z) —tz+ Lz = .
=U()(t) - P(2)+ (L -t)=

paratodot € R.

Finalmente definimos N : [0,1] x Cp — Cr

N\ x) = A\P(x)
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y consideramos la siguiente familia uniparamétrica de problemas
L(z) = N(\,z), =€ Ck (4.1.3)

Ahora, a los efectos de aplicar el corolario 1.2.6, de acuerdo a (1.2.14) definimos la homo-
topia
F: [0,1] XCT—>CT

del siguiente modo

S
—
8
~
I
K,.]
—_—
>
&
I

z— P(z) - J(Q(®(x))) — AKpQ(®(x)) =
=2—7—®(z) - AKpg(®(x)).

(4.1.4)

Luego por (1.2.7) tenemos la siguiente equivalencia
Lema 4.1.1. Para cada X € (0, 1], = es solucion del problema (4.1.3) si y sélo si Fy(x) = 0.

Por otro lado, como es habitual, escribimos F(A,-) = I — (A, ®(+)) donde

Ka(z) := K\, ®(x)) =T + (x) + AKpg(P(x)) (4.1.5)
de manera que F es una perturbaciéon compacta de la identidad.

Luego observamos que Im(P — JQ®) C ker L =R C Cr de forma tal que o = I — (P —
JQ®) es una perturbacién de rango finito de la identidad. Luego identificando Fo|xerr,
con la funcién g : Q@ NR — R definida g(z) = —®(z) con @ € Cr un conjunto abierto
acotado tal que 0 ¢ F,(012) para todo X € [0, 1], vemos que el grado estd bien definido y
usando (1.1.1), la observacién (1.2.6) y la invariancia bajo homotopia del grado de Leray-
Schauder, se tiene

degrs(Fa,2,0) = degrs(Fo,,0) = dp(Folker, 2N Ker(L),0) =dp(g, 2NR,0).

En definitiva obtenemos, de acuerdo al corolario 1.2.6 el siguiente

Teorema 4.1.2. de Continuacién. Con las notaciones anteriores, si existe 2 C Cr abierto y
acotado tal que:

(H1) :La familia uniparamétrica de problemas T-periédicos (4.1.3) no tiene soluciones sobre 92N
Dom(L) para ningiin A € (0,1) y

(H2) : Existe el grado de Brouwer de la funcién g y

dB(g7QmR70) 7&0

entonces (4.0.1) tiene al menos una solucion x € Q C Cr.

Para el problema (4.0.2) consideramos para A € [0, 1] la familia uniparamétrica

L(z) = N(\,xz) = \0(z) z € Ch (4.1.6)
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con
m

S(@)(t) = —0(0)x(t) + D pr(t)f (@, (1) — H(t, 27, (1))
k=1
y definimos, con los mismos proyectores Py (), el isomorfismo J y la inversa generalizada
Kp g, la siguiente homotopia

A

F:[0,1] x Cp — Cr

Fa(z) =F\z) =2 -7 — () — AKpo(®(x)).

A los efectos de facilitar la posterior referencia se enuncian los siguientes resultados que
son completamente anédlogos a los establecidos en el lema 4.1.1 y el teorema de continua-
cion 4.1.2.

Lema 4.1.3. Para cada \ € (0, 1], x es solucién del problema (4.1.6) si y solo si Fy(x) = 0.
Teorema 4.1.4. Si existe 2 C Cr abierto y acotado tal que:

(H1) :La familia uniparamétrica de problemas T-periddicos (4.1.6) no tiene soluciones sobre 92N
Dom(L) para ningiin A € (0,1) y

(H2) : Existe el grado de Brouwer de la funcion § := —®(x),

dB(Q7Q ﬂR,O) 7& 0
entonces (4.0.2) tiene al menos una solucion x € Q C Cr.

Cotas a priori.

En esta seccién se demuestran dos lemas que seran fundamentales para la aplicacién de
los teoremas de continuacion 4.1.2 y 4.1.4; en éstos se establecen cotas a prori para las
soluciones T-periddicas positivas de los problemas (4.0.1) y (4.0.2) respectivamente.

Observacion 4.1.1. Por la condicién (4.0.4) se tiene que existen constantes positivas 7, € tal
que
H{(

X

) o < S at) - (1)
k=1

paratodot € R, z € (0,¢) y por lo tanto

<> pe(t) = (4.1.7)

para alguna constante v > 0, paratodot € Ry « € (0,¢). En particular por (4.0.4) existe
e > 0talquesi0 < z < e entonces

0< H(t,z) <z [ipk(t) - (5(t)] (4.1.8)

k=1
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para todo t € Ry por lo tanto podemos extender H € C(R x R, R") en forma continua
en z = 0 de forma tal que H(t,0) = 0 para todo ¢t € R. Si ademds H es continuamente
diferenciable respecto de  podemos escribir la condicién (4.0.4) del siguiente modo:

5(6) + S 1,0) < 3 i)

k=1

para todo t € R de manera que la condicién dada en el teorema 4.0.4 generaliza la condi-
cion de suficiencia (2.2.30) dada en el teorema 2.1 del articulo de J. Li [47].

Lema 4.1.5. Existen constantes positivas N1, My tal que si x es una solucion T-periédica positiva
de (4.1.3) para X € (0, 1) entonces

0< Ny <z(t) <M, paratodot € R.

Demostracién. (I) Supongamos que z es una solucién positiva T-periédica del problema
(4.1.3) para X € (0, 1), entonces por el lema (4.1.1) tenemos Fy(z) = 0 para A € (0, 1).

Consideramos ¢ un punto donde z alcanza su valor maximo absoluto, z* = z(() y usando
la ecuacion (4.1.3) obtenemos

0=A (-5(C)x* + > (O f (2, (Q) - H(Cﬁ))

k=1
con \ € (0,1), osea

5(Q)a* =D pr(O)f (@7, (0) = H(G 2*) < D pr(Q) f (27,(0)).
k=1 k=1

Luego, teniendo en cuenta que f(z) < - paratodo z € R,

1
JI* < 2?211916(0]"(9%(0) < Z?:lpk(C) S <Zzl:1pk>* .

a(¢) ed(C) ed
De esta forma obtenemos para cualquier solucién positiva una cota superior a priori que
depende solamente de py, k =1,2,--- ,my J, es decir
o < My = <Z’f=51p’“> . 4.1.9)
e

(I) Para obtener una cota inferior a priori para cualquier solucién postiva de (4.1.3) con
A € (0,1), supongamos que x es una de tales soluciones y que alcanza en 7 el valor minimo
absoluto z(n) = x..

En primer lugar observamos que si z,. > 1 tendriamos la cota buscada, de manera que
s6lo debemos considerar el caso z, < 1. Distinguimos dos subcasos a) z* < 1yb) z* > 1.

a): Siz* < 1 entonces siendo f estrictamente creciente en [0, 1] tenemos que f(z,(t)) >
f(z«) paratodo k = 1,2,--- ,m. Luego usando la ecuacién (4.1.3) con X € (0, 1) obtene-

mos m

S(m)ae + H(n ) =Y pr(n) f(@r,(n)

k=1
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Tx Tx

() + 0120 _ Sy pe)f o () zzjgizm(n)e’x* (4.1.10)
k=1

Ahora dado ¢ > 0, por la condicién (4.0.4) y la observacién (4.1.1), existe una constante
0 < 0 < 1independiente de 7 tal que

d(n) + H(?;,x*) < O'Zpk(ﬁ) (4.1.11)
* k=1

para z, < . Entonces de (4.1.10) y (4.1.11) se deduce que

Ty > heq Pr(n) 1
e > D) >=->1

x

yasiz, > In(1) > 0.

b): El caso correspondiente a que z* > 1 se reduce al anterior. En efecto, si 2* > 1
consideramos 0 < p < 1tal que f(p) = f(My) = f ((#)3 que s6lo depende de
Pk, k =1,2,,--- ,myd. Siz, > puno hay nada que probar y si z, < p < 1 podemos
proceder como en el caso a), pues en tal caso observamos que si 0 < z, < < z* entonces
f(z) > f(x). Luego vale que f(z(t — 7x(t)) > f(x«) paratodo k = 1,2,3,--- ,my se
obtiene la misma cota que se obtuvo para el caso . < 1 usando nuevamente la ecuaciéon
(4.1.3) y la desigualdad (4.0.4).

En definitiva del caso a) y b) tenemos que si N; := —In(o) entonces

Ty > Ny >0 (4.1.12)
y de]) y II) se obtiene el resultado. W

Lema 4.1.6. Existen constantes positivas Ny, M tal que si x es una solucion T periddica positiva
de (4.1.6) para X € (0, 1) entonces

0< Ny <x(t) < M; paratodot € R.

Demostracién. (I) Si z es una solucion positiva T-periddica del problema (4.1.6) para
A € (0,1), entonces por el lema (4.1.3) Fy(z) = 0 para A € (0, 1) y teniendo en cuenta que
H es positiva obtenemos la misma cota superior (4.1.9) obtenida en el lema (4.1.5)

ﬁ<M@:m=(Z;ﬁﬁ (4.1.13)

Observacion 4.1.2. Dado que para cualquier solucién positiva del problema (4.1.6) se tiene
que z* < (%) entonces usando (4.0.5) vale que
H(t, 27, (1)) —ar (1)
k < . t Xr.
Ly (t) B pk( )e '

paratodot € R.
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(I) Para obtener una cota inferior a priori para cualquier solucién positiva = de (4.1.6)
suponemos que z(n) = z, es el valor minimo absoluto de z y como lo hicimos en el lema
previo suponemos que z, < 1y z* < 1, de manera que f(z,,(t)) > f(z«) paratodo ¢y
k=1,2,---,m.

Usando la ecuacién (4.1.6) y la observacion (4.1.2) se tiene

2(8) = X [=0() () + Sy pe(8)f (2, (8)) — H(t,27, (1))] =
o\ [—6<t>x<t> YO (@ (1) + 21, (1) (p,;u)e‘% o _ W)} >
—Xo(t)z(t) > —d(t)x(t)

para A € (0,1) ytodot € R.

Luego integrando 2/(t) > —d(t)z(t) obtenemos

- 0(s)ds
./,U(t) 2 1'7—]; (77)6 fnfrfe(n) ( )

paratodot € R, o sea

para todot € R.

Ahora evaluando en t = 1 obtenemos

K 5(s)ds

O 0 >z, (n) (4.1.14)

y teniendo en cuenta
i 0O o T 5(s)ds
concluimos que existe una constante C' > 0 tal que

Cxy > T, (n).

Por otro lado, usando nuevamente la observacion (4.1.2)

S(m)as = Yo pr(m)an, (n)e 7 (0 4

—Try H s LT
+r, ) (peme ™ ("m()"))> -
m -z —Zrs H(nvx'h (77))
> S pe(m)Tae ™+ a (py(me " — M)
es decir
m -z —Tr, H(ﬁyfliw (77))
5(m) = g pr(m)e ™ + pr(m)e i — AR (4.1.15)

Ahora supongamos que no existe ninguna constante positiva N tal que z, > N, paratoda
solucién del problema, entonces en tal caso podriamos elegir una sucesién de soluciones
(™) C Cr de forma tal que z} — 0si n — +o00. Luego usando la desigualdad (4.1.14)

0 < a7 () < Ca



100 Nicholson

y por lo tanto x?}; (7,) — 0sin — +o0; mds atin, pasando a una subsucesion, si fuera
necesario, z;. (n) — 0sin — +oo para cierto n € [0, 7.

Para ver esto observamos que como (7,) C [0,7] existen (1,,) C (n,) y n € [0,T] tal que
Nn; — M 8ij — oo de manera que por un lado tenemos que x?}j (n,;) — Oy por otro que x?}j
es uniformemente continua en [0, 7] para caja j. Luego podemos considerar (ny,) C (n;)
y lo € N de forma tal que si ! > Iy entonces |z77 () — 77 (Mng,)| < % y a7 (M) < % y
por lo tanto

0 < 7! (n) = x7) (n) — 7] (ny,) + 27 (0ny,) <

< w7l (n) — &7 ()| + 27 (1) < 5

Luego haciendo que j — 400 se ve que .ZU:—LZ (n) — 0y renombrando los términos de la
sucesion obtenemos el resultado.

Finalmente si consideramos (4.1.15) para la sucesién (;v?k (7))

H(n,z (n)) m n —an ()
2 S Pe(me™ + pi(me T = 5(n)

y tomando limite superior en ambos miembros

Haup() = 32005 pe(n) + pg(n) — 0(n) = 323 () — 6(n)

es decir

6(n) + Hsup(n) > Zpk(n)
k=1

lo cual contradice la hipétesis (4.0.4).

En definitiva existe una constante N tal que si x es solucion de (4.1.6) entonces
2, >N >0 (4.1.16)

y se sigue el resultado. W

Demostracién de los principales resultados.

En esta subseccion se dardn las demostraciones de los teoremas 4.0.4, 4.0.5 y 4.0.6

Demostracion del teorema 4.0.4.

Vamos a probar que para cierto {2 C Cr abierto y acotado se satisfacen las dos hipétesis
(H1) y (H2) del teorema de continuacién (4.1.2).

En primer lugar observemos que si z € R™ entonces

= _ T H
g(x) =0z — 3L prre " + 7 g (;w) dt =

=z(6 — Yo Pre ) + T OT @dt >z (3 — > ;T)ke_””) .
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Ahora elegimos M > M; > 0 donde M; es la constante dada por el lema (4.1.5) de
forma tal que 6 — 7', pre™™ > 0 o equivalentemente e > @ > 1, es decir
M >In (722131 p’“)

= .
Entonces existe M > 0 tal que

g(M) > M <6— ip,ﬁ””) >0

Por otro lado teniendo en cuenta (4.0.4) y la observacién (4.1.1) existen constantes v > 0
y € > 0 tal que

m

) + D S )~

k=1

paratodot € Ry z € (0,¢). Luego obtenemos

g(z) = oz — Zk lpkxe_z+TfTH;x)dt
:%f ( tx) — 21 pe(t)e” >dt<
%f (> Pr t) Y= 2l pr(t)e”®) dt =

=2 [y (Tisy ()1 = e72) =) dt.

De esta forma vemos que si z — 07 entonces > /", p(t)(1 — e *) — v — —y < 0y por lo
tanto existe 0 < N < N; donde N; es la constante dada por el lema (4.1.5) de forma tal

que g(N) < 0.
En definitiva podemos elegir
Q:={zxeCr:N<zx(t)< M, vVt € R}

y concluir que las dos hipétesis (H1) y (H2) del teorema de continuacién (4.1.2) se cumplen
de manera que existe al menos una soluciéon T- periédica positiva z € Q C Cr de la
ecuacion (4.0.1). B

Demostracion del teorema 4.0.5

La cuenta realizada en la demostracion del teorema (4.0.1) prueba que dg(g, 2NR,0) # 0

con g(z) = —@(m) ; luego usando el lema (4.1.6) se cumplen las hipétesis (H1) y (H2) del
teorema de continuacién 4.1.4 y se sigue el resultado. B

Demostracion del teorema 4.0.6.

Siz* = x(n) < 1 entonces f(v., (1)) < f(z*) = 2*e™® paratodok =1,2,--- ,my
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Luego
5(n) + 7 > peme™ < pr(n).

x*

Por otro lado si z* > 1, teniendo en cuenta que f(z,,(n)) < 1

llegamos a la misma conclusiéon

paratodok =1,2,--- ,m,

T

H 7 2 m . m m
k=1
En definitiva, en cualquiera de los casos, se sigue el resultado. Bl

4.1.2 Caso sistema.

Planteo del problema en el marco de los métodos de continuacién.

En primer lugar consideramos el espacio de Banach

X :={xc C(R,R?) : a;(t + T) = a4(t),i = 1,2}

con la norma ||x|| = max{|z;|e,? = 1,2} donde
; = i(T
|30 tg%&%{‘%( )}

para i = 1,2y los subespacios

X:={xeX:x=0} y X' :=CY(R,R)NX.

Definimos los operadores
L:Dom(L)C X — X, Dom(L) := X' y ®:=(¢1,¢2): X - X

del siguiente modo
L(x) =%

¢1(r, 22)(t) == —01(H)x1(t) + Br()w2(t) + pr(8) f (21, (1) — Hi(t, 21(2)))

y
P2(w1, m2)(t) 1= —02(t)w2(t) + Ba(t)21(t) + p2(t) f (22, (t)) — Ha(t, 22(t))).

Luego observamos que
ker(L) = {x € X : x es constante} = R? C X
de manera que el problema es resonante y ademas
Im(L)={z€Z:2=0}=X

con X := (71,%2). Claramente ker(L) es finito dimensional y Im(L) es un subespacio
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cerrado; luego teniendo en cuenta que coker(L) ~ R? tenemos que 2 = dim(ker(L)) =
codim(Im(L)) y concluimos que L es un operador de Fredholm de indice 0.

Ahora definimos los proyectores continuos P,Q : X — X como los promedios P(x) =
(Q(x) = X de manera que se verifica que

Im(P) = ker(L) = R?, ker(Q) = Im(L)
y J : Im(Q) — ker(L) como la identidad. Por otro lado

Kp:=Lp': Im(L) — Ker(P) N Dom(L)
viene dada por

Kp(z)(t) = ¥(2)(t) - ¥(z) (4:117)

donde a los fines de simplificar la notacién, como lo hicimos para el caso escalar, escribi-
mos ¥(z1,72) := (Y1(21),¥2(72)) con

i(2;)(1) ::/O zi(s) ds, i =1,2.

Finalmente, como

UX)(t)=tx y ¥(X) = gi

obtenemos que la inversa generalizada viene dada, como en (4.1.2), por

Kpq(z)(t) = Kp(I — Q)(2)(t) = ¥(z)(t) — ¥(z) + (L - )z (4.1.18)
Ahora definimos el operador N : [0,1] x X — X

N(Ax)() = AD(x) (1)
y consideramos la correspondiente familia uniparamétricas de problemas asociada
L(x) := N(\,x), x€ X! (4.1.19)
Por ultimo definimos la homotopia
F:0,1]]xX —=C

que usaremos en la demostracion del teorema 4.0.7

FAx) = F(Ax) =x—P(x) — J(Q(2(x))) — A Kpo(P(x))) =
X — X — B(x) — \Kpo(d(x)) (4.1.20)

De acuerdo a la equivalencia (1.2.7) tenemos el siguiente

Lema 4.1.7. Para cada \ € (0, 1], = es solucién del problema (4.1.19) si y sélo si Fx(x) = 0.
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Finalmente observamos que podemos escribir F(\, ) = I — IC(\, ®(-)) donde

Ka(x) == KA, ®(x)) =T + () + AKpo(®(x)) (4.1.21)

de manera que F es una perturbacién compacta de la identidad.

Luego si 2 € X es un abierto acotado tal que 0 ¢ F,(02) para todo A € [0, 1], entonces el
grado de Leray-Schauder esté bien definido y por invariancia de la homotopia, se tiene

degrs(Fx,Q,0) = degrs(Fa,Q,0) = degrs(Fo, 2,0).

Ahora observamos que Im(P—JQ®) C ker L = R? C X demanera que Fy = [—(P—Q®)
es una perturbacién de rango finito de la identidad y por lo tanto, usando (1.1.1), tenemos

degLs(}—o, Q,O) = dB(f0|Ke'r’L7 Qn Ker(L), 0).

Asf identificando Fo| ke con la funcién g : R? — R? definida g(x) = —®(x) obtenemos,
con las notaciones anteriores y de acuerdo al corolario (1.2.6), el siguiente

Teorema 4.1.8. de Continuacién Si existe 2 C X abierto y acotado tal que:

(H1): Lafamilia uniparamétrica de problemas T-periédicos (4.1.19) no tiene soluciones sobre 002N
Dom(L) para ningiin A € (0,1) y

(H2): Existe el grado de Brouwer de g y

ClB(g7Q 0R2,0) 7é 0
entonces (4.0.7) tiene al menos una solucion x € Q C X con z; > 0 parai=1,2.

Cotas a priori.

En esta seccién se demuestra un lema que serd fundamental para garantizar la hipétesis
(H1) del teorema de continuacién 4.1.8 y en el cual se establecen cotas a prori para las
soluciones T-periddicas positivas de (4.1.19).

Lema 4.1.9. Existen constantes o, Ry > 0 tal que si x es una solucion T-periddica de (4.1.19)
conz; > 0parai=1,2con X € (0,1) entonces

g0 < xi(t) < Ry paratodot € R, i=1,2.

Demostracién. De acuerdo a la notaciéon que hemos establecido en la observacién 4.0.2
escribimos:

*
Ly

= i i i= min {xi(t)}, 1 =1,2
tgﬁ%{fc )}y @, tg[g%{w ()}, @

Supongamos que x = (x1, z2) es una solucién T-periddica arbitraria de (4.1.19) con z; > 0
parai = 1,2 para A € (0, 1) y consideremos max{x}, z3}. Para fijar ideas supongamos que
z1(t1) = R es tal valor médximo absoluto de forma tal que z2(¢) < R para todo t € R.
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Usando la primera ecuacién del sistema se ve que ¢1(z1(t1), z2(t1)) = 0 es decir
61(t1)x1(t1) — Hi(t, z1(t)) = Bi(t)za(ts) + pr(ta) f(z1,, (81)).

Teniendo en cuenta que z2(t1) < Ry f(z1,, (t1)) < %

R (du(0) + G ) = Bi(t)wa(ta) + pr(t) ] (o, (1)) <
< Bi(t) R+ %

Luego
R (0a(t) + G0 — () <
Y segtn la hipétesis (4.0.8b), concluimos que existe alguna constante Ry > 0 tal que
z;i(t) < Ry paratodot € Rei=1,2.

Andlogamente supongamos que min{x; ., z2 .} se alcanza en z;(tp) = ¢ de manera que
e < z9(tp), entonces, como antes,

d1(to)x1(to) — Hi(to, 21(t0)) = Bi(to)w2(to) + p1(to) f(21,, (t))-

Basta con considerar el caso en el que 1, < 1 pues en caso contrario no hay nada que
probar. Por otro lado podemos suponer también que 2] < 1, pues el caso contrario se trata
de manera andloga a como lo hicimos para el caso escalar (ver II) b) de la demostracén de
4.1.5).

Luego tenemos € < x1(tg — 71(fo) < 1y siendo f creciente en [0, 1] f(z1,, (t0)) > f(€); en
consecuencia

e (1(t) + 02} = By (to)ea(to) + prto) f(an,, (t0) 2
Pi(to)e + pi(to) f(e) = e (Bito) + pi(to)e™)

51(to) + 102 > 3, (1) + pi(to)e®

y segun la hipétesis (4.0.8a), concluimos que existe alguna constante ¢y > 0 tal que

g9 < z;(t) paratodot e Rei=1,2. W

Demostracion del teorema 4.0.7.

Vamos a probar que para cierto 2 C X abierto y acotado se satisfacen las dos hipétesis
(H1) y (H2) del teorema de continuacién 4.1.8.

Veremos que el grado de la funcién g = —®(x) no es nulo y para ello basta aplicar el
teorema 1.1.4. Consideramos el compacto

Qer={xcR?: e<az; <R, i=1,2}

con las constantes € > 0y R > 0 a determinar.
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Primero observemos que

= = _ T Hi(t,
g1(71,22) = 6171 — S22 — PrT1e” "t + F [ %dt =

= 5y (010) = pr(te s + L) dt — By,

En particular si 1 = ¢ < 29 < R tenemos

gi(e,x2) = 816 — Bras —Pree ™ + & [T Hy( ts)dt
=iy (30 =B+ @) ~Burs <
Iy 51(t)—p1(t)e—5+@) t— B —

Flo (9100 = pr()e= = Bit) + (t€)>dt—91(€ €)

Luego usando la hipétesis (4.0.8a) vemos que para todo t € R
lim sup

sup 1) <510+ i 6) + A1) =
lm (=61(8) + pa(t)e™ + Bi(t))

y por lo tanto

lim sup (H(z,e) +01(t) —pi(t)e = — Bu(t ))

e—0t

uniformemente en ¢.
En definitiva si 0 < € < g1 < gg donde ¢ es la constante del lema 4.1.9 entonces
g1(e,x2) < g(e,e) <0, paratodoe < z3 < R.

Ahorasie < z9 < R = x1 tenemos

g91(R, Iz)—élR B2 — pyRe™ R_|_R THl(tR)dt

= &Iy (510 = pr (e +H(tR)dt—ﬁx2

Tl (816) =pa(t)e +H(tR)dt—ﬁlR—

7o Efﬁ —pr®)e "~ Bi(6) + 141 dt = g,(R. B

Luego usando la hipétesis (4.0.8b) vemos que

H(t,R)

gglfg < =01(t) + B1(t) =

R (=01(1) + pu(t)e " + Bi(1))

uniformemente en ¢ y por lo tanto

lim inf <H(t’€) +01(t) —pi(t)e™ " — Bi(t ))

R—+o00 g

uniformemente en ¢.
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En definitiva existe una constante R; > Ry > 0, donde Ry es la constante del lema 4.1.9,
tal que si R > R; entonces

g1(R,x2) > g1(R,R) > 0, paratodoe <z < R.

De manera anéloga se prueba que existen constantes positivas €2, Ra (62 < 9 y R2 > Rp)
tal que sie < e2 y R > Ry entonces

g2(z1,€) <0, paratodoes < z1 <R

y
g2(x1,R) >0, paratodoe <z; <R.

Si elegimos ¢ < min{e;, ¢ = 1,2} y R > max{R;, i = 1,2} yQ :={x e X : e < x; <
R, i = 1,2} vemos que el grado de g est4 bien definido y dp(g,2 N R?,0) # 0 de manera
que se cumplen las hipétesis (H1) y (H2) del teorema de continuacion 4.1.8 y de ahi el
resultado. W

4.2 El equilibrio trivial es un atractor global.

Demostracion del teorema 4.0.8.

En primer lugar observemos que si = es una solucién no trivial del problema de valores
iniciales entonces es estrictamente positiva en su dominio. En efecto, si existe

t; = inf{t € RT : 2(¢) < 0}

entonces z(t;) = 0 pero entonces H (t1,z(t1)) = H(t1,0) =0y

m

2(t) = pr(t) f(an (t1)) > 0

k=1
lo cual es absurdo.

Observemos ademds que si 2/(ty) > 0 entonces z(ty) < < pues en tal caso

d(to)x(to) + H(to, x(to)) < Zpk(to)f(l“m (to))
k=1
de manera que

a(to) (8(to) + LD ) < ST pi(to) f (wr, (t0)) <
< % Zzn:1 pk(to)

y por lo tanto usando la hipétesis (4.0.10)
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De las observaciones anteriores deducimos que z estd definida globalmente en [0, c0) y es
estrictamente positiva pues si el dominio maximal de x fuera [0, a) con a < co entonces
tomando la sucesién de compactos

K, =[0,a —t,] x [-n,n]

con0 <a-—t, <ayt, = 0setendria, segtin (1.5.6), que el gréfico de x escapa de cada
compacto K, lo cual es imposible pues z es estrictamente positiva y ademds z(t) < 1 cada
vez que z/(t) > 0.

En definitiva sélo resta probar que x — 0sit — +oo. Para ello distinguimos tres casos: I):
x es eventualmente mondétona creciente, II): = es eventualmente estrictamente decreciente
y III): « es oscilatoria.

I): Supongamos que existe ¢y > 0 tal que si ¢ > ¢; entonces z'(t) > 0.

En este caso, sit > ¢y + 7" entonces t — 7 (t) > t — 7" > t( y en consecuencia
F@n, (1) = 2 (e < (t)
paratodot >ty y k=1,2,--- ,m. Luego usando (4.0.10)

0 <al(t) = —8(t)a(t) + 7 12%( ) 2 (
0 (S5m0 — (500) + 240 ))

lo cual es absurdo.

II): Ahora supongamos que existe ty tal que si ¢t > ¢y entonces z’(t) < 0.

En este caso, existe lim;_, {  z(t) = a > 0. Supongamos que « > 0; para § > 0 arbitrario
podemos elegir v > 0 de forma tal que Y ;" ; pr(t)y < By como f(zr (t)) — f(«) existira
to > O tal quesit >ty + 7* entonces f(z,(t)) < f(a) + v de manera que

2 he1 Pe()f (27, (1) < 355 pe(D)(f (@) +7) =
= 2k PR(0)f (@) + 205 pr(t)y < 25l pe(t)f(a) + B

parat >ty + 7*. Luego usando (4.0.6) con = = a obtenemos:

#(1) < zk L PEOS() + 8 = d(D)a(t) = Hita(t) <
< (0(6) + #1E20) fa) + 8 = 3(t)(t) — H(ta(t)) =
Ja(t) — H{(t.2(1)) = 422)

ad(t)e™ ™ + H(t, a)e”+ B —6(t -
ad( )e_o‘+a5( ) —ad(t) — H(t,a) + H(t,a)—
H(t,a)e™ + = 0(t)x(t) — H(t.x(t)) =

( Wa—x(t) + H(t,a) — H(t,z(t)) + B — (ad(t) + H(t,a))(1 —e™ ).

Ahora definimos
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y elegimos 8 < B,. Entonces como A(t) — 0 cuando ¢t — +oc se tiene que dado 0 < p1 <
k1= B, — P existe ty tal que sit >ty + 7* entonces A(t) < py

(1) AW+ B— B(t) < A(t) + 8- B. < p—x (4.23)

En definitiva tenemos que 2/(t) < —pcon p := kK — u > 0 para t > to + 7" y esto implica
que z(t) < —p(t —tg — 7*) + x(to + 7°) parat > ty + 7* lo cual es absurdo, pues z es
siempre positiva y asi a = 0.

III) El tercer caso posible es que x oscile a partir de cierto ¢y > 0. En este caso procedemos
por etapas, para construir un esquema adecuado de iteracion.

En primera instancia consideramos todos los intervalos I,, = (an,b,), an < b, enlos que
z es monétona creciente y de acuerdo con (4.2.1) tenemos que z(¢) < 1 := f(1) para todo
t € I, para todon € N. Més atin, como z decrece en cada componente de R>,, — JI,,
concluimos que debe existir ¢; > 0 tal que si ¢ > ¢; entonces

0<z(t) <xp:= f(xo)

con xg := 1.

En una segunda etapa, consideramos t > t; + 7* de manera que t — 7,(t) >t — 7" > t1 y
por lo tanto 0 < z,, (t) < 1 paratodo k = 1,2, m.

Como f es estrictamente creciente en [0, 1] entonces 0 < f(z;, (t)) < f(x1) para todo
k=1,2,---mytodot >t + 7" conw = %

Aplicando nuevamente (4.2.1) en cada uno de los intervalos I,, C R>¢, 1+ tenemos que

S(t)x(t) + H(t,x(t)) < pr(t) f(an, (1))
k=1

y asi

0 < a(t) (5(0) + HEHD) < S p(t)f (w0, (1)) <
< f(@1) D20 pe(t).
Luego usando (4.0.10)
o) < Zho PO )

< f(z1).
H(t,z(t))
5(75) + 2(0)

Nuevamente, esta cota sirve atin para los puntos que estdn en R>¢, 4+ — U1, y concluimos
quesit > t; 4+ 7" entonces

0<z(t) < xg:= f(x1).

En una tercera etapa, aplicando el mismo razonamiento, concluimos que existe ty > ¢ +7*
tal que sit >ty + 7% entonces

0 <z(t) <z3:= f(z2).
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Repitiendo este esquema de iteracién obtenemos una sucesién 0 < ¢t; < to < t3 < --- tal
que t, — +ooysit > t, + 7" entonces

0<z(t) < xpyr = flan).

Finalmente como la sucesioén (z,,) C [0, 1) el esquema de iteracién z,, = f(z,—1) converge
al tnico punto fijo de f y se obtiene el resultado. W



Lineamientos Futuros de
Investigacion.

A modo de conclusién se presenta en este apartado algunos lineamientos futuros de in-
vestigacion relacionados con los temas de los que trata esta tesis.

En primer lugar, como lo hemos establecido en [11] se mantiene abierto el problema
siguiente: dar condiciones suficientes para la existencia de al menos una solucién T-
periddica para el modelo generalizado de Nicholson con un término no lineal de recolec-
cién dependiente de un retardo variable, esto es

2(t) = =5(O)x(t) + TP pu(t) fln, (1)) — H(t,20(1)) (4.24)

siendo 6, p, 7,0 € C(R,R"), H € C(R x [0,400), R") funciones T-perddicas para todo
k=1,23---myf:R—R, f(r) := xze”*. Las dificultades que surgen para aplicar
teoria de grado de coincidencia respecto de este problema radican en la obtencién de
cotas a priori. El mismo problema se puede plantear para un sistema de tipo Nicholson
(4.0.7).

También es interesante, usando la propiedad de escisién del grado topolégico, estudiar
la multiplicidad de soluciones en todos los modelos tratados en esta tesis, como asi tam-
bién estudiar la estabilidad global asintética del equilibrio trivial para los modelos (4.0.2),
(4.2.4) 0 (4.0.7).

Por otro lado se plantea el problema de hallar condiciones suficientes para la existencia
de soluciones casi periédicas para los modelos (4.0.1), (4.0.2) o (4.2.4), como asi también
su estudio para el caso neutral [32].

Finalmente, siempre en el contexto de las ecuaciones diferenciales funcionales resonantes,
es de interés el estudio de las ecuaciones diferenciales con retardo bajo distintas condi-
ciones de contorno; en particular, el estudio del modelo abstracto de electrodifusién con
retardo.
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Notacion, Referencias e Indice.

(0, 00).

{z € X : ||z —al||x <r}con(X,]||]||) segtn el contexto.
Conjunto abierto y acotado del espacio de Banach X
Subcoleccién de abiertos de X.

{F:QC X — X continua }

dotado de la topologia uniforme

Subcoleccion de C(£2)
Funciones admisibles asociadas a la coleccién G.

{FeMQ):pg F(O)}.

{(F,p):Qeg, Fe M)}
{F:=1-K:QCX — X: K escompacto }
Upex Ap : ternas (F, 2, p) — admisibles.

Ntcleo del operador lineal L.

Dominio del operador L.

Imagen del operador L.

Inversa generalizada del operador lineal L.

grado topolégico de Leray-Schuader de f relativo a 2 en p
grado topoldgico de Brouwer de f relativo a 2 en p
maxyepo,r){[x(t)[}, = € C([0,T]).

Z?:o [|29)|| s, = € C*([0,T]) con z\9) al derivada j — ésima.
lims 100 f(z,5+ a,s,s+ D).

B,(s) x {s} x B.(s), s € [a,}]

{z} x K5, xz€]0,1]

Usepo.1) Uselap K5 (%)

SUD(y,y0,y1)€Ka,r f(Kaﬂ“(x))

inf g y,91)e Ko f(Kar(2))

limg 100 y()

limg s 400 ¥/ (2)

fxeR": ||x|| = 1}

{weR": |(w—v,zj)| <2|(c,z;)| paral < j <n}
con {z;}1<j<n C S" !y c € R" dados .

LT a(t)dt

{r e CR,R): z(t+T) =x(t)}

CHR,R)N Cr.

{xeCr:7=0}
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Notacion

(x,y)
< Vi, 0, Vg >
<v>t

O(t+ o), o € [—7,0] conT > 0.
z(t — 71(t)) con 7, € C([0, T],RT).
C([-,0],R™)

C([-m,0],D), D CR"™

{p€C:||¢p—¢|lr <b} cona,b>0 constantes.

(- a,i+a]NJ) x By(9), J = [to, ) C R
max{z(t): t € [0,T]}, x € Cr.

min{z(t) : t € [0,T]}, x € Cr.

Cépsula convexa de A C X.

Accioén del escalar A sobre el vector v e X
Producto interno entre x,y € R".

Subespacio de X generado por los vectores vy, - - -

Subespacio ortogonala v # 0,v € X

,vip € X
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