Problemas de Polimodal 2007

En este libro se enuncian los problemas que aparecieron semana a semana en la parte de problemas de práctica en el año 2007 en la página http://www.olimpiadas.edu.ar/. Estos problemas sirvieron de práctica a los alumnos para las Olimpíadas Sanluiseñas del Conocimiento en el nivel Polimodal (de tercero a quinto año del secundario). En la primera parte aparecen los enunciados de los 36 problemas. Y luego, a partir de la página 19, aparecen los enunciados junto con las resoluciones. En la primer parte sólo aparecen los enunciados, para que ningún alumno se vea tentado a leer rápidamente la solución sin antes pensar un poco el problema

1) Adentro luego de algunas bandas

Tenemos una mesa de billar con forma rectangular, de lados a y b, números enteros. Golpeamos una bola desde una esquina con ángulo de 45°.

¿Cuántas veces rebotará en las bandas antes de entrar en otra esquina?

Se supone que la bola no toma efecto y que puede rodar indefinidamente.

2) Bosque de por medio
Tito y Fernando son dos hermanos que viven en el campo en la misma casa. Ambos atienden el mismo negocio familiar. Tito lo atiende en la mañana hasta las 13:00 Hs., hora en la que cierra y parte a caballo, a velocidad constante hacia su casa. A las 13:30 Fernando sale de casa también a caballo y también a velocidad constante en dirección al negocio por el mismo sendero por el que regresa Tito. Dicho sendero atraviesa un bosque. Sabiendo que ambos entraron en el bosque exactamente a la misma hora (cada uno siguiendo su dirección), y uno de ellos salió del bosque 3 minutos antes que el otro y ambos llegaron exactamente a las 16:00 a destino (cada uno al suyo por supuesto). La pregunta que nos formulamos es:…

¿A qué hora salió Tito del bosque?


3) Del edificio a la oficina

Las gráficas de la figura corresponden al recorrido que efectúan hasta la misma oficina cuatro personas que habitan en un mismo edificio.
Da una posible[image: image499.png]


 interpretación. Mientras más divertidas mejor

4) El mercader y el calculista

Un mercader tenía una piedra que pesaba 40 kilos. Cierta vez esa

piedra se cayó y se partió en cuatro pedazos, causando gran contrariedad al mercader. Un calculista, que se hallaba presente, pesó los cuatro pedazos y dijo al mercader: Es una división conveniente. Con estos cuatro pedazos podrás hacer cualquier pesada entera desde 1 hasta 40 kilos, usando una balanza de dos platillos.

Se pregunta: ¿Cuánto pesaba cada uno de los cuatro fragmentos de piedra?

5) Prisma y Equipos de Tenis

Problema 1: Las longitudes de los lados de un prisma recto de base rectangular son proporcionales a los números 1, 2 y 3. La superficie total del prisma es de 550

cm2. Calculá el volumen del prisma.

Problema 2: El director técnico del equipo de Tenis de cuyo citó a sus tres equipos, el de ¨San Luis¨, el de Mendoza y el de San Juán. El equipo Sanjuanino tiene el doble de integrantes que el de San Luis, mientras que los mendocinos tienen el triple de integrantes que los de San Luis. Al llegar al predio cada competidor estrechó la mano con cada uno de los integrantes de los otros equipos. Al finalizar las 275 estrechadas de mano. El director técnico les dijo: ¨Tengo que formar un equipo representativo de cuyo formado por tres tenistas y cada uno tiene que ser de una provincia diferente. Realmente las combinaciones de los posibles equipos que puedo armar bajo esas condiciones son muchas…¨ y así siguió hablando, lo que a nosotros nos interesa saber es si:

¿Podrías decir cuántas son las combinaciones posibles?

6) Las Lúnulas

Teniendo en cuenta que las semicircunferencias que aparecen en el dibujo

tienen sus centros en los puntos medios de los lados del triángulo rectángulo,
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Primero: surge la pregunta: ¿Por qué la semicircunferencia que se forma con el lado AC pasa por el punto B? 

Segundo: comparar el área del triángulo y el área total de las lúnulas (partes sombreadas).

7) Repartiendo una torta
En un curso de secundaria hay 31 alumnos. La profesora lleva una torta 

Les dice a los alumnos que les va a dar torta sólo a quienes aprueben la evaluación.

Y les va a dar al grupo de los que aprueben la misma proporción de torta que la proporción de aprobados.

Una vez que dijo esto divide la torta en 5 porciones, de diferentes tamaños y asegura que con esa división le será suficiente para poder premiar al grupo de aprobados, sea la cantidad que sea. 

¿Cómo puede ser? ¿Cuánto medían las porciones?

8) Juego en hoja cuadriculada

Este es un juego que se juega entre 2 personas y no hace falta más que una hoja cuadriculada y pensar un poco. Se dibuja un rectángulo razonablemente grande donde los lados del rectángulo quedan justo arriba de líneas del cuaderno. Luego juega el primero que va a tachar una parte del rectángulo. La parte que tacha puede ser una de las siguientes 2 opciones:

· Elije una raya horizontal y tacha todo lo del rectángulo que queda por debajo de esa línea horizontal

· Elije una raya vertical y tacha todo lo del rectángulo que queda a la derecha de esa línea

Si o si tiene que tachar una parte del rectángulo original.

Una vez que hizo esto el primer jugador, ahora quedó un rectángulo más pequeño, que es justamente la parte no tachada. Y es el turno de tachar para el segundo jugador que tiene que hacer lo mismo que el primero pero ahora del rectángulo que tiene que tachar una parte es de lo que había quedado sin tachar. 

De  este modo siguiendo turno por turno, el rectángulo se va achicando. Gana el jugador que le deja al otro solamente el cuadradito de arriba a la izquierda. Abajo pongo en dibujitos un ejemplo.

Supongamos que el rectángulo inicial es de 4 filas y 8 columnas, como mostramos abajo
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Ahora le toca al jugador 1 y tacha lo que mostramos a continuación pintado de rojo (todo lo que está debajo de la tercer fila)
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Luego le toca al jugador 2 quien tacha lo que abajo aparece de verde (todo a la derecha de la quinta fila)
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Nuevamente ahora es el turno del jugador 1 y tacha lo que mostramos en verde más abajo
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Ahora es el turno del jugador 2 y tacha lo que vemos en verde abajo
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Vuelve a tachar el jugador 1 y hace lo siguiente
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Y ahora juega el jugador 2 y tacha lo siguiente
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Y de este modo el jugador 2 gana el partido porque lo deja al jugador 1 con el rectángulo superior izquierdo.

La pregunta que hago ahora es: ¿Serías capáz de ingeniarte una estrategia para ganar?

9) Cuando llego a mi casa

En mi casa hay dos puertas de ingreso. Las llaves de las dos puertas son prácticamente iguales a la vista, pero cada llave abre sólo a una de las dos puertas. Cuando llego a mi casa, siempre entro por la misma puerta. Elijo una de las llaves al azar e intento abrir.

Si justo elijo la llave que es y la pongo del lado correcto, bingo y adentro

Si agarro la llave correcta pero la pongo del lado que no es, la llave no logra entrar bien

Si la llave que pongo es la incorrecta y del lado incorrecto, no entra bien. Es la misma sensación que poner la llave correcta del lado incorrecto.

Si agarro la llave que no es y la pongo del lado correcto, la llave entra hasta el fondo bien pero después no gira.

Para no pensar mucho, adopté el siguiente modus operandi cada vez que llego a mi casa

Si al poner la primera llave entra bien pero no gira, directamente pruebo en segunda oportunidad con la otra llave, y puede abrir o no dependiendo de si la estoy poniendo en lado correcto o no, pero ya sé que estoy con la llave correcta. A lo sumo en la tercera oportunidad la abro

Si en cambio la llave no entra bien, la saco la giro y pruebo con esa misma llave del otro lado. Si era la llave correcta abro en segundo intento y si no voy a abrir recién en el tercero o en el cuarto intento.

En consecuencia, a veces abro en el primer intento, a veces en el segundo, a veces en el tercero y a veces en el cuarto. 

Si tuvieras que apostar en que intento voy a lograr abrir la puerta en mi próxima llegada a casa, ¿A qué intento apostarías y por qué?

10) Ficha tocada, ficha movida

Este es un juego para ser jugado entre dos. El juego consiste en dibujar un cuadrado en una hoja cuadriculada usando algunas de las líneas del cuaderno. Luego quedará un cuadrado con muchos cuadraditos adentro. El primer jugador pone un papelito o un porotito (digamos que pone una ficha y cada uno usa lo que quiere) en el cuadradito de abajo a la izquierda, luego le toca al segundo jugador que tiene que mover esa ficha. Tiene que elegir como moverla y tiene tres posibilidades. La puede mover un cuadradito a la derecha, un cuadradito hacia arriba o en diagonal hasta el cuadradito que está pegado arriba a la derecha. Tiene que elegir una de esas tres posibilidades y realizarla. 

Luego le tocará de nuevo al primero que tendrá que mover la ficha y tiene las mismas opciones que el otro jugador. Eso si, no está permitido salirse del perímetro de juego!
¿Y quién gana el juego? me preguntarán. Bueno, gana el juego el que apoye la ficha en el cuadradito de arriba a la derecha

Preguntas:

1) ¿Si el juego empezara en un cuadrado de 5 por 5 quién gana, el que empieza o el segundo? ¿Y qué estrategia debe seguir? 

2) ¿Y si el cuadrado fuera de 6x6?

3) ¿Y si fuera de 7x7?

11) Tres amigos y una porción de papas fritas
Tres amigos piden una porción de papas fritas. Uno de ellos come a un ritmo que en tres minutos se comería toda la porción, otro demoraría cuatro minutos en comerse todas las papas solo y el tercero demoraría 5 minutos. 

El tema es que los tres comen juntos y cada uno a su ritmo

La pregunta es:
¿Cuánto demoran aproximadamente en comer la porción de papas?

12) Mi amigo que odia la rutina

Mi amigo Gustavo odia la rutina. A pesar de su profundo odio a la rutina, tiene un trabajo al que tiene que ir cada día a la misma hora y cumplir sus sólitas ocho horas. Gustavo vive en una esquina y su trabajo también queda en una esquina. El trabajo le queda a 10 cuadras de su casa, cinco cuadras hacia el este y 5 hacia el norte. El otro día me contó que para quedarse tranquilo que su vida no es rutinaria, cada día va al trabajo por un camino diferente, siempre caminando 10 cuadras. Me dijo que el año pasado cree que nunca repitió un camino. Y en el año trabajó 240 días

¿Es posible que en un año nunca repita el camino? ¿Cuántos caminos posibles tiene?
13) Martes 13

¿Cuál es la máxima cantidad de martes 13 que puede haber en un año? ¿Y en qué meses caerían?

¿Puede haber un año en que no haya martes 13?

14) Acertijo sobre números primos

Cuatro números primos tienen la siguiente estructura: 

AA ; BAB ; BACD ; AAAC Sabiendo que cada letra representa una cifra y que a letras iguales corresponden cifras iguales. 

¿Cuáles son los cuatro números? 

15) Cambio de dinero

Un quiosquero va al banco cada día y le pide cambio al banquero de cincuenta pesos ($50). El banquero, sólo puede usar billetes de $2, $5, $10 y $20 para darle el cambio. 

Cada día le da el cambio de un modo diferente. 

¿Cuántos días puede atenderlo sin que repita el modo de dar cambio?

16) Cantidad de divisores

Recordemos que cualquier número natural se descompone como producto de números primos elevados a cierta potencia en forma única. Por ejemplo:
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Primero nos preguntamos cuántos divisores positivos tiene el número 12. Veamos:

1 ; 2 ; 3 ;
[image: image10.wmf]2

2

;
[image: image11.wmf]3

2

´

; 
[image: image12.wmf]3

2

2

´


En total son seis los divisores positivos de 12. Vamos a escribir esos mismos divisores positivos de otro modo. Antes recordemos que cualquier número elevado a la cero da como resultado 1. 
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Fíjense que escribimos los mismos seis divisores de 12 pero de otro modo. Cada divisor difiere del otro cambiando las potencias a las que están elevados los primos de la descomposición. El 2 puede aparecer elevado a la 0, a la 1 o a la 2. Y el 3 puede ser elevado a la 0 o a la 1. O sea, para elegir un divisor, basta con elegir un número entre 0, 1 y 2 para potencia de 2 y elegir un número entre 0 y 1 para potencia de 3. Si elegimos por ejemplo que el 2 vaya elevado a la 0, tenemos 2 divisores posibles, que son: 
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Si el 2 lo pusiéramos elevado a la 1, también tendríamos dos posibles divisores más

Si el 2 lo pusiéramos elevado a la 2, tendríamos dos posibles divisores más

En total tenemos 3 veces dos divisores, que es justamente 6 divisores

La pregunta ahora es: Si un número natural se descompone así: 
[image: image21.wmf]n

a

n

a

a

a

p

p

p

p

´

´

´

´

...

3

2

1

3

2

1


Donde 
[image: image22.wmf]n

p

p

p

...,

,

,

2

1

 son primos distintos y 
[image: image23.wmf]n

a

a

a

...,

,

,

2

1

son los números naturales a los que aparecen elevadas las potencias.

1) ¿Cuántos divisores positivos tiene?
2) Pregunta difícil o posiblemente molesta: ¿Cuál o cuales son los números positivos menores que 100 que tienen más divisores positivos?  
3) ¿Y entre los menores que mil?

17) Crecimiento de poblaciones

El número de habitantes de la ciudad A aumenta regularmente

cada año un 10 %; en cambio el número de habitantes de la ciudad B

desciende regularmente cada año un 10 %. Hace un año, A tenía 6.561.000

habitantes. Dentro de dos años las dos ciudades tendrán exactamente el

mismo número de habitantes.

¿Cuántos habitantes tenía la ciudad B hace dos años?

18) Elecciones

En una elección para intendente se presentan sólo dos candidatos, un hombre y una mujer. Cuando faltan 6 meses para las elecciones, un 40% saben que van a votar a la mujer y un 30% saben que votarán al hombre, el restante 30% están indecisos. Cuando falta una semana menos, del 30% de los indecisos se van decidiendo algunos y del mismo modo que se habían decidido antes, esto es, de ese 30% del total, un 30% se decide por el hombre, un 40% por la mujer y un 30% siguen indecisos. Y luego, a la semana siguiente se da el mismo fenómeno con los que todavía quedaban indecisos, y así semana a semana va pasando siempre lo mismo. La pregunta es:

¿Aproximadamente qué porcentaje de los votos recibirá cada candidato?

19) Cuadrados para el baile

Una chica organiza su fiesta de cumpleaños. Invita a 17 personas. A cada uno que va llegando le da una tarjetita con un número. Las tarjetitas que les da tienen los números desde el 2 hasta el 18. Y ella tiene la tarjetita que tiene el número 1. Cuando comienza el baile ella propone que todos salgan a bailar en pareja, pero que si o si todas las parejas tienen que sumar entre las dos tarjetas un número que sea igual a algún número elevado al cuadrado. 

¿Con quién le toca bailar a la cumpleañera? 

Asegúrate que efectivamente se forman todas las parejas

20) Y, lo más grande

Aquí el título tal vez ilusiona un poco, espero que el problema no desilusione.

De todos los pares de números naturales 
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 que cumplen la ecuación 
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¨ sea lo más grande posible.

21) La secta de los competitivos

En la secta de los competitivos, cada vez que tienen que repartir varios artículos iguales lo hacen de un modo muy singular. Cuentan la cantidad de artículos y luego preparan una competencia para que todos tengan premio y que la diferencia entre los premios sea lo mínimo posible y además intentan que la cantidad de participantes sea la máxima posible.

Por ejemplo: Si tuvieran 15 caramelos, podrían armar una competencia para tres participantes y poner como primer premio 6 caramelos, como segundo premio 5 caramelos y como tercer premio 4 caramelos. Pero en cambio, como quieren la cantidad máxima de participantes hacen una competencia para 5 participantes con los siguientes premios:

5 caramelos para el primero

4 caramelos para el segundo

3 caramelos para el tercero

2 caramelos para el cuarto

1 caramelos para el quinto

Si quisieran armar una y tienen 1995 caramelos, cuál es la máxima cantidad de participantes para los cuales pueden armar una competencia usando todos estos caramelos para premio.

22) Torta de cumpleaños

Hace pocos días festejé mi cumpleaños. La torta era cuadrada, de 25,5 cm. de lado. En total éramos 17 en el festejo y todos queríamos comer. Sin duda no iba a alcanzar para más de una porción por persona excepto que se corten muy pequeñas. Entonces, aprovechamos que teníamos una regla a mano para cortar la torta en 17 porciones iguales.

¿Se te ocurre cómo pudimos hacer?


23) La huerta más grande
Tenemos 40 metros de alambrado y lo vamos a usar para alambrar un sector, que lo usaremos para plantación. Tenemos que elegir que forma le vamos a dar a la huerta. La podemos hacer rectangular, cuadrada o circular. Si lo que queremos es que la zona para plantar tenga la mayor área posible:

¿Qué forma nos conviene darle a la huerta que vamos a alambrar?

24) Suma aritmética

Descubra cuál es el 
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 en que debe terminar la siguiente suma aritmética para que la igualdad sea cierta
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Observación: En una suma aritmética, los sumandos siempre van creciendo la misma cantidad, en la de arriba van creciendo de a 3.

25) Gran Hermano

En un reality show quedan todavía 6 participantes, de los cuales sólo dos son hombres. Sólo 4 de estos participantes llegarán a la ¨ gran (y aún más aburrida) final ¨

1) ¿Cuántos grupos distintos pueden llegar a la final que incluyan a los dos hombres?

2) Cuántos grupos distintos pueden llegar a la final que incluyan un solo hombre

3) En total, ¿Cuántos grupos distintos pueden llegar a la final?

26) Carrera de natación

En una carrera de natación hay 10 participantes. 

1) ¿De cuántos modos diferentes puede terminar el podio de los tres mejores?

2) Los tres primeros tendrán invitación a las olimpíadas. ¿Cuántas combinaciones diferentes de invitados a las olimpíadas puede haber

27) Concejo escolar

En un curso de secundaria hay 30 alumnos de los cuales 14 son varones y 16 mujeres. Se decide hacer un grupo de 3 mujeres y 2 varones para representar al curso. ¿De cuántas maneras diferentes se puede armar el grupo?

28) Quina 6

El juego del Quina 6 consiste en elegir 6 números distintos entre 0 y 45 (o sea, entre un total de 46 números)

1) ¿Cuántos cartones distintos de Quina 6 existen?

2) ¿Si el cartón costase $1 cuál sería un premio justo?

Para responder esta última pregunta, pensá con un dado por ejemplo. El juego consiste en adivinar el número que va a salir la próxima vez que se tire el dado. ¿Si costase $1 jugar a este juego, para que a la larga uno más o menos esté hecho, esto significa que no pierda ni gane dinero, cuál debería ser el premio cada vez que se acierta?

29) Bingo

Un tipo de juego de bingo es el siguiente: Uno tiene un cartón que consta de cinco columnas. En la primer columna tiene 5 números entre 1 y 15, en la segunda tiene 5 números entre 16 y 30. En la tercera columna tiene 4 números entre 31 y 45. En la cuarta columna tiene 5 números entre 46 y 60. Y en la quinta columna tiene 5 números distintos entre 61 y 75. Un ejemplo de cartón podría ser el siguiente:
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El juego comienza cuando cada uno ya tiene su cartón y se empiezan a sacar bolillas al azar de una urna que contiene las bolillas desde el 1 hasta el 75. Si el número que se saca uno lo tiene en el cartón lo tacha. El primer jugador que logre tachar todos los números del cartón será quien gane el bingo. Además hay un premio especial si el que gana el bingo logra hacerlo con menos de 45 bolillas sacadas. La pregunta es:

Si se sortean 44 números y tenemos un cartón:

1) ¿Cuántos conjuntos diferentes de 44 bolitas nos permitirían tachar todos los números del cartón?

2)¿Cuántos conjuntos diferentes de 44 bolitas hay en total?

Estas preguntas posiblemente no logren responderlas con una calculadora. Basta con que expresen el número combinatorio correspondiente

3) Del total de conjuntos de 44 bolitas, ¿qué porción son los conjuntos que nos llevarían a tachar todos los números?

30) Balanzas

La figura muestra 5 balanzas con objetos y los pesos totales en cada balanza:
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110 g          80 g          140 g        130 g        100 g

Una de las balanzas funciona mal y las otras 4 indican el peso correcto. Determinar cuál es la balanza que funciona mal y hallar los pesos de cada objeto (, ( y (.

ACLARACIÓN: Todos los ( son de igual peso, y lo mismo ocurre con todos los ( y todos los (.

31) Amigos chismosos
Un grupo de
[image: image32.wmf]n

amigos deciden hacer un experimento. Todos quieren saber la opinión de todos sobre un cierto chusmerío. Entonces dicen, para no sentirnos chismosos, contémosnos lo que opina cada uno por celular, con mensajitos de texto (cada loco con su tema). 

¿Cuál es la mínima cantidad de mensajitos de texto que se tienen que mandar para que todos sepan todo?

Aclaración: Supongamos que cada mensaje de texto se puede mandar a una sola persona y que puede ser tan extenso como se quiera. 

32) Dos problemas de truco

1) Jugando al truco: ¿En que proporción de las posibles manos que a uno le pueden tocar se liga 30 o más para el envido?

2) Cuando era chico y jugaba al truco, solíamos jugar uno contra uno con un amigo. Él era medio camicase y a veces se lanzaba a catarme la falta envido sin mirar las cartas. Era su modo de mostrar valentía. Yo, en cambio, pensaba que era mucho más valiente cantar la falta envido habiendo mirado las cartas y sabiendo que no tenía nada. En aquel momento yo solía decir no quiero teniendo 24 o 25. La pregunta que me surge ahora es:

¿Con qué puntaje tengo probabilidad mayor a un medio de ganar y con cual menor?

33) Raíz de 2

Pruebe que si el número 
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es un número positivo, entonces el número 
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es un número más cercano o igual de cercano que 
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a la raíz cuadrada de 2. 

Lo interesante de este hecho es que si empezamos con 
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 le hacemos la misma operación y seguimos así, vamos consiguiendo números cada vez más cercanos a 
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. O sea es un modo de aproximar al número 
[image: image40.wmf]2

con números racionales.

Este problema puede ser muy difícil, pero no hay que frustrarse si no sale. Es lindo para pensarlo un buen rato, dispara muchas ideas.

34) Opiniones

En una escuela el 75% de los alumnos opinan que hay que mejorar los baños, un 70% de los alumnos opinan que hay que mejorar el patio y un 65% de los alumnos opinan que hay que mejorar las escaleras. 

¿Es posible que ningún alumno opine que hay que mejorar las tres cosas?

35) Guitarrista cuyano

Un guitarrista cuyano tiene en su repertorio 10 tonadas distintas, 10 cuecas y 6 gatos. Las tonadas, cuecas y gatos son ritmos de música como la samba y la chacarera.

Cada vez que da un recital toca 10 canciones. Siempre elige 4 tonadas, 4 cuecas y 2 gatos. Asegura que nunca en un recital va a tocar exactamente las mismas 10 canciones que en otro, sin tener en cuenta el orden en que las toca. O sea, lo que dice es que el grupo de canciones de un recital nunca es el mismo que el de otro recital.

1) ¿Cuántos recitales podría llegar a dar? (supongamos que cuerda para cantar y tocar la guitarra le sobra) 

2) Y si hay una cueca y una tonada que las toca todos sus recitales porque son las que el público siempre quiere escuchar, en ese caso, ¿Cuántos recitales podría dar con las mismas condiciones de antes?

36) Patrulleros

El patrullero A viaja desde la ciudad A hasta la B, ida y vuelta 

a velocidad constante y repite el viaje sin parar. 

El patrullero B, hace lo mismo que A pero empezando de la ciudad B, y yendo hacia A ida y vuelta sin parar. La velocidad de B es de 40 Km. /h.

Ambos patrulleros van por la misma ruta y ambos comienzan a patrullar a las 12 de la noche. Desde la primera vez que se cruzan, el patrullero A demora 20 minutos en llegar a B mientras que el patrullero B demora 45 minutos en llegar a A.

1) ¿Cuál es la velocidad del patrullero A?

2) La novena vez que se cruzan (o se pasan) deciden parar a conversar un rato. ¿Qué hora es aproximadamente, o exactamente mejor?
A partir de la siguiente página comienzan las resoluciones de los ejercicios
Resoluciones

1) Adentro luego de algunas bandas

Tenemos una mesa de billar con forma rectangular, de lados a y b, números enteros. Golpeamos una bola desde una esquina con ángulo de 45°.

¿Cuántas veces rebotará en las bandas antes de entrar en otra esquina?

Se supone que la bola no toma efecto y que puede rodar indefinidamente.

Resolución: Sin meternos mucho en las razones físicas, veamos un dibujo de una posible mesa de billar y la bola que sale desde donde dice Inicio
[image: image41.png]



Notemos que entre rebote y rebote en cada banda, siempre se desplaza la misma cantidad horizontal que vertical. Por ejemplo, desde que se golpea la bola se mueve a hacia la derecha y a hacia arriba. Luego de rebotar en la banda de la derecha, se mueve b-a hacia arriba y b-a hacia la izquierda.

Después del ¨ tac ¨ en la banda de arriba se desplaza a-(b-a) hacia la izquierda y a-(b-a) hacia abajo, y así sigue rebotando. Esto ocurre porque el hecho de que la bola no tenga efecto nos dice que ninguna velocidad, ni la lateral ni la horizontal pueden subir. En realidad lo que suponemos es que si alguna de las velocidades va disminuyendo, la otra lo hace del mismo modo. O sea, lo que ocurre es que la velocidad horizontal es siempre igual que la vertical. 

¿En qué momentos tiene chance la bola de entrar en una tronera? Bueno, cuando se desplace lateralmente una distancia que es múltiplo de a y que al mismo tiempo la distancia que se haya desplazado verticalmente sea múltiplo de b. Como se desplaza la misma cantidad horizontal que vertical, entrará en la tronera justo cuando se haya desplazado tanto horizontalmente como verticalmente la distancia de…. El mínimo común múltiplo entre a y b
2) Bosque de por medio
Tito y Fernando son dos hermanos que viven en el campo en la misma casa. Ambos atienden el mismo negocio familiar. Tito lo atiende en la mañana hasta las 13:00 Hs., hora en la que cierra y parte a caballo, a velocidad constante hacia su casa. A las 13:30 Fernando sale de casa también a caballo y también a velocidad constante en dirección al negocio por el mismo sendero por el que regresa Tito. Dicho sendero atraviesa un bosque. Sabiendo que ambos entraron en el bosque exactamente a la misma hora (cada uno siguiendo su dirección), y uno de ellos salió del bosque 3 minutos antes que el otro y ambos llegaron exactamente a las 16:00 a destino (cada uno al suyo por supuesto). La pregunta que nos formulamos es:…

¿A qué hora salió Tito del bosque?


Resolución: Fernando demora en el viaje 30 minutos menos que tito ya que Fernando demora 2 horas y media mientras que tito demora 3 horas. Entonces Fernando va más rápido. Así que si entran al bosque a la misma hora y uno sale 3 minutos antes, el que sale antes tiene que ser Fernando.

Si en el trayecto del bosque Fer le saca 3 minutos de ventaja a Tito y en total le saca 30 minutos, significa que el bosque mide un décimo del total del camino. Hacemos un dibujo para tener una idea aproximada de la situación.
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Planteemos ahora lo que sabemos de las velocidades de ambos. Recordemos que Fernando demora 150 minutos desde C hasta N mientras que Tito demora 180 minutos desde N hasta C (la misma distancia)
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. Veamos como se relacionan las velocidades. 
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Donde CN representa la distancia entre C y N

De este modo vemos como se relacionan las velocidades

Por otro lado sabemos que ingresan en el bosque a la misma hora y llegan a destino a la misma hora, por lo tanto deducimos que Fernando demora el mismo tiempo desde A hasta N que Tito desde B hasta C.

Luego, si llamamos 
[image: image45.wmf]t

 al tiempo de Fernando desde A hasta N o de Tito desde B hasta C, tenemos las siguientes ecuaciones:
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     que se convierten en 
[image: image47.wmf]t

v

BC

t

v

AN

tito

fer

=

=



 EMBED Equation.3  [image: image48.wmf]Si igualamos ambas ecuaciones, nos queda que 
[image: image49.wmf]tito

fer

v

BC

v

AN

=


si además usamos que 
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Nos queda lo siguiente
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Que simplificando queda así   
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Por otro lado, sabemos si sumamos AN con BC nos da como resultado el total del recorrido más un décimo del total del recorrido ya que estamos contando el recorrido del bosque 2 veces

O sea, 
[image: image53.wmf]T

AN

AN

AN

BC

AN

10

11

6

11

6

5

=

=

+

=

+


Entonces, si tomamos la última igualdad podemos despejar que
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Si miramos el dibujo de arriba para guiarnos nos damos cuenta que cuando tito sale del bosque, ya recorrió 
[image: image55.wmf]10
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del camino, o sea en tiempo ya recorrió 
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de 180 minutos que son 108 minutos. 

O sea Tito sale del bosque a las 14:48 

3) Del edificio a la oficina

Las gráficas de la figura corresponden al recorrido que efectúan hasta la misma oficina cuatro personas que habitan en un mismo edificio.
Da una posible interpretación. Mientras más divertidas mejor

Resolución:

a) El primer gráfico podría una persona que sale apurada hacia la oficina y de a poco se va dando cuenta que llega bien y va disminuyendo su velocidad cada vez más

b) El segundo podría ser una persona que sale de su casa, camina siempre a la misma velocidad. En un momento se para a charlar con el diariero y luego sigue caminando a la misma velocidad

c) Este es uno que sale bien despacito y de a poco se va apurando porque ve que se le hace tarde si no se apura.

d) Este podría ser alguien que sale a la oficina, en un momento se detiene a pensar porque sabe que se olvidó algo y está dubitativo sobre si volver a buscarlo o no y finalmente vuelve a buscarlo y vuelve a partir.

4) El mercader y el calculista

Un mercader tenía una piedra que pesaba 40 kilos. Cierta vez esa

piedra se cayó y se partió en cuatro pedazos, causando gran contrariedad al mercader. Un calculista, que se hallaba presente, pesó los cuatro pedazos y dijo al mercader: Es una división conveniente. Con estos cuatro pedazos podrás hacer cualquier pesada entera desde 1 hasta 40 kilos, usando una balanza de dos platillos.

Se pregunta: ¿Cuánto pesaba cada uno de los cuatro fragmentos de piedra?

Resolución: Un modo de obtener una solución es empezar suponiendo que uno de los pedazos en que se rompió la piedra grande pesaba 1 Kg. e intentar ver cuánto podían pesar los otros pedazos.

Ya sabemos que uno de los pedazos pesa 1 Kg. ¿Cómo haríamos para pesar algo que pese 2 Kg. Podríamos pensar que si otro de los pedazos pesara 2 Kg. lo podríamos pesar, pero eso nos limitaría a hacer otro tipo de pesadas. Pensemos que si ponemos eso que queremos pesar, que pesa dos quilos en uno de los platillos y en el mismo platillo pusiéramos la piedra de 1 Kg., podríamos equilibrar la balanza poniendo del otro lado una piedra de 3 Kg.

Entonces, supongamos por ahora que otro de los pedazos en que se quebró la piedra grande pesa 3 Kg.

Entonces hasta ahora tenemos una de 1 Kg. y otra de 3 Kg. por lo que cualquier objeto de 4 Kg. no tendríamos ningún problema en pesarlo.

Ahora, pensemos como antes, si el objeto pesara 5 Kg. no podemos pesarlo directamente poniendo en el otro platillo pedazos de los que tenemos. Entonces, hagamos como antes, ponemos junto con eso que supuestamente pesa 5 Kg., en el mismo platillo los pedazos de 1 y 3 Kg. Entonces en ese platillo tendríamos un peso de 9 Kg. por lo que nos sería conveniente que otro de los pedazos en que se partió la piedra pese 9 Kg.

Bueno, hasta aquí tenemos un pedazo de 1, otro de 3 y otro de 9. El cuarto pedazo tiene que pesar, justamente lo que falta para llegar a 40, que es justamente 27.

Si nos traen algo que pesa 6 Kg., ¿Podemos pesarlo?

Hay que pensar un poquito…

Y vemos que basta poner lo que pesa 6 Kg. en uno de los platillos y en ese mismo platillo poner la piedra de 3 Kg. y en el otro platillo poner la piedra de 9 Kg. y de ese modo la balanza quedará equilibrada

¿Y algo que pesa 7 Kg.? 

Vale la pena ponerse a pensar de nuevo y llegar a …

Que si en el mismo platillo de lo que pesa 7 Kg. ponemos la piedra de 3 Kg. y en el otro platillo ponemos las piedras de 9 y 1 Kg. la balanza quedaría equilibrada y podríamos haberlo pesado.

Con estas piedras en realidad se puede pesar cualquier peso que se un número entero entre 1 y 40. Dejamos como ejercicio pensar como pesar algo de 18 Kg. por ejemplo. 

5) Prisma y Equipos de Tenis

Problema 1: Las longitudes de los lados de un prisma recto de base rectangular son proporcionales a los números 1, 2 y 3. La superficie total del prisma es de 550

cm2. Calculá el volumen del prisma.

Problema 2: El director técnico del equipo de Tenis de cuyo citó a sus tres equipos, el de ¨San Luis¨, el de Mendoza y el de San Juán. El equipo Sanjuanino tiene el doble de integrantes que el de San Luis, mientras que los mendocinos tienen el triple de integrantes que los de San Luis. Al llegar al predio cada competidor estrechó la mano con cada uno de los integrantes de los otros equipos. Al finalizar las 275 estrechadas de mano. El director técnico les dijo: ¨Tengo que formar un equipo representativo de cuyo formado por tres tenistas y cada uno tiene que ser de una provincia diferente. Realmente las combinaciones de los posibles equipos que puedo armar bajo esas condiciones son muchas…¨ y así siguió hablando, lo que a nosotros nos interesa saber es si:

¿Podrías decir cuántas son las combinaciones posibles?

Resoluciones: 

Problema 1: El volumen del prisma de área rectangular se calcula calculando el área del rectángulo (de la base) y multiplicando por la altura. Por el dato que nos dice que las medidas de los lados son proporcionales a 1, 2 y 3, si el lado que menos mide mide 
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, otro de los lados mide 
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 y el otro 
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. Entonces, ¿Qué cuenta tenemos que hacer para calcular la superficie? Bueno, en realidad ya sabemos que la superficie es de 550. Ahora lo que tenemos que hacer es usar que sabemos eso para despejar 
[image: image60.wmf]x

 y averiguar cuanto miden los lados, y después por fin poder calcular el volumen.

La superficie del prisma se calcula sumando las superficies de las 6 caras del prisma. 

Dos de las caras, las que tienen lados que miden 
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 y 
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, tendrán una superficie de 
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Otras dos caras, las que tienen lados que miden 
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 y 
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, tendrán una superficie de 
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Y las otras dos caras, las que tienen lados que miden 
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 y 
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 tendrán una superficie de 
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O sea, en total para calcular la superficie del prisma se debe sumar dos veces 
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Entonces, planteamos la igualdad
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Y despejamos
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Acá podríamos decir que 
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 puede se 5 o menos 5, pero como era una medida, si o si 
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 tiene que ser 5

Entonces uno de los lados mide 5, otro mide 10 y el otro mide 15

Luego, para calcular el volumen del prisma hacemos la multiplicación
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El volumen del prisma es de 750

Problema 2: (Antes que nada tengo que corregirme en el enunciado. La cantidad de estrechadas de mano es de 275!) El equipo de San Luis tiene 
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 jugadores, el de San Juan tiene 
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 jugadores y el de Mendoza tiene 
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 jugadores

Cada jugador de San Luis le estrecha la mano a 
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 jugadores sanjuaninos. Como en total hay 
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 jugadores de San Luis, en total hay 
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estrechadas de mano entre sanjuaninos y sanluiseños

Del mismo modo podemos calcular que habrá 
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Y habrá 
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 estrechadas de mano entre mendocinos y sanjuaninos.

O sea en total habrá 
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 estrechadas de mano. 

O sea vale que 
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De donde despejamos que 
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Entonces hay 5 de San Luis, 10 de San Juan y 15 de Mendoza

Y para calcular la cantidad de equipos posibles que puede armar, pensemos que una vez que eligió uno fijo de San Luis y uno fijo de San Juan, tiene 15 equipos posibles cambiando el tenista de Mendoza. Si deja fijo el de San Luis y elige otro de San Juan tendrá 15 posibilidades más al cambiar el mendocino. Entonces, con ese jugador de San Luis tiene 15 posibilidades por cada jugados Sanjuanino, o sea tenemos que sumar 15 en 10 oportunidades. O sea, con ese jugador de San Luis hay 
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 equipos posibles. Si eligiera otro jugador de San Luis tendría otros 150 equipos posibles y así la cantidad total de equipos posibles es sumar 150 en 5 ocasiones (
[image: image91.wmf]750

5

150

=

´

). Esto es, en total hay 750 posibles equipos que podría armar el DT.

6) Las Lúnulas

Teniendo en cuenta que las semicircunferencias que aparecen en el dibujo

tienen sus centros en los puntos medios de los lados del triángulo rectángulo,

Primero: surge la pregunta: ¿Por qué la semicircunferencia que se forma con el lado AC pasa por el punto B? 

Segundo: comparar el área del triángulo y el área total de las lúnulas (partes sombreadas).

Resolución:

Primero: La semicircunferencia que se forma con el lado AC tiene como punto medio el punto que llamamos E en la figura siguiente

[image: image92.png]



Y llamamos D al punto medio del segmento BC, pero entonces la distancia de B a E es claramente la misma que la distancia de C a E. Pero la semicircunferencia del lado AC justamente está formada por puntos que están a la misma distancia de E que C. Y bueno, como B es uno de ellos, por eso pertenece a la semicircunferencia.

Segundo: Digamos que el lado AB mide 
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 y que el lado BC mide 
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. Luego, podemos calcular cuanto mide el lado AC usando el teorema de Pitágoras. El lado AC mide 
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La semicircunferencia del lado AB tiene una superficie de 
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La semicircunferencia del lado BC tiene una superficie de 
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La semicircunferencia del lado AC tiene una superficie de 
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Recordemos que nuestro objetivo es comparar el área de las lúnulas pintadas de gris con el área del triángulo.

Si sumamos las áreas de las semicircunferencias de lado AB y la de lado BC y restamos el área de la semicircunferencia de lado AC da como resultado la suma de las áreas de las lúnulas que estaban originalmente pintadas menos el área del triángulo, por lo que se muestra abajo

[image: image99.png]



Luego, hay que sumarle a ese resultado el área del triángulo para obtener el área de las lúnulas. Bueno, nos arremangamos y hacemos la cuenta…
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Luego el área de las lúnulas coincide con el área del triángulo.

7) Repartiendo una torta
En un curso de secundaria hay 31 alumnos. La profesora lleva una torta 

Les dice a los alumnos que les va a dar torta sólo a quienes aprueben la evaluación.

Y les va a dar al grupo de los que aprueben la misma proporción de torta que la proporción de aprobados.

Una vez que dijo esto divide la torta en 5 porciones, de diferentes tamaños y asegura que con esa división le será suficiente para poder premiar al grupo de aprobados, sea la cantidad que sea. 

¿Cómo puede ser? ¿Cuánto medían las porciones?

Resolución: En principio uno podría pensar, si aprueba sólo un chico ¿cómo se lo premia? Se le tiene que dar lo equivalente a 
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de la torta. Esto nos da la pauta de que puede ser bueno (para resolver el problema) que una de las porciones mida exactamente eso.

Así que pensemos que una de las porciones mide 
[image: image102.wmf]31
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En ese caso, tenemos que contemplar que pasaría si hubiera exactamente 2 aprobados. En ese caso, necesitaríamos que otra de las porciones mida también 
[image: image103.wmf]31
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, o si no, que directamente otra de las porciones mida
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que es justamente lo que se necesita para premiar si los aprobados fueran 2. 

Llegado a este punto, vale la pena pensar un poquito en lo siguiente:

¿Qué es preferible tener dentro de las 5 porciones dos que midan exactamente 
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o tener una que mida 
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y otra que mida 
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. 

Bueno, en el caso de tener dos de
[image: image108.wmf]31
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 no nos sirven para premiar en el caso de que los aprobados sean justo 3. 

En cambio si tuviera una de
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y otra de
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 ya me tengo que despreocupar por como premiar si son justo tres los que aprueban, basta con darle esas 3 porciones y que ellos se repartan.

Entonces por ahora nos quedamos con la opción de que una de las porciones mide 
[image: image111.wmf]31
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y la otra
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. 

Entonces ahora seguimos con el razonamiento y nos preguntamos:

¿Qué nos preguntamos?...

Nos preguntamos que pasaría si los aprobados fueran exactamente 4

En ese caso necesitaríamos que otra de las porciones mida 
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,
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o
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(alguna de estas medidas)

¿Se entiende por qué? Hay que pensarlo recordando las dos porciones que ya tenemos, y como cualquiera de estas medidas en una de las 3 porciones restantes de las 5 totales nos permitiría premiar en caso que los que aprueben sean justamente cuatro.

El tema es, que como antes, nos convendría que esta tercer porción mida exactamente 
[image: image117.wmf]31
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. De ese modo, automáticamente podríamos también premiar si los aprobados fueran cinco, seis y siete. ¿Cómo lo haríamos?

Si fueran 5: les damos la porción de 
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y la de 
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Si fueran 6: les damos la porción de 
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y la de 
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Si fueran 7: les damos la porción de 
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,la de
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Entonces hasta ahora elegimos tres de las porciones cuanto deberían medir. Todavía no sabemos si vamos a buen puerto, pero ya tenemos un modo de pensar que parece razonable, así que vamos a intentar terminar este camino

Y nos planteamos ¿Qué pasaría si la cantidad de aprobados fuera exactamente 8? Bueno la respuesta a la que vamos a llegar razonando como antes es que no conviene que otra de las porciones (la cuarta a la que le decidimos una medida) mida exactamente 
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y también vamos a poder darnos cuenta que con esas cuatro porciones podríamos premia siempre que la cantidad de aprobados sea 15 o menos. Además como esas 4 porciones son de
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y
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, la restante (lo que sobra de la torta) es exactamente de 
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O sea, con esta última porción ya seríamos capaces de premiar si los aprobados fueran justamente 16 y usando combinaciones de todas las 5 porciones que tenemos podríamos premiar cualquiera sea la cantidad de aprobados.

En resumen, las 5 porciones tienen que medir  
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Las medidas en grados en las que cortamos la torta son aproximadamente las que figuran abajo
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8) Juego en hoja cuadriculada

Este es un juego que se juega entre 2 personas y no hace falta más que una hoja cuadriculada y pensar un poco. Se dibuja un rectángulo razonablemente grande donde los lados del rectángulo quedan justo arriba de líneas del cuaderno. Luego juega el primero que va a tachar una parte del rectángulo. La parte que tacha puede ser una de las siguientes 2 opciones:

· Elije una raya horizontal y tacha todo lo del rectángulo que queda por debajo de esa línea horizontal

· Elije una raya vertical y tacha todo lo del rectángulo que queda a la derecha de esa línea

Si o si tiene que tachar una parte del rectángulo original.

Una vez que hizo esto el primer jugador, ahora quedó un rectángulo más pequeño, que es justamente la parte no tachada. Y es el turno de tachar para el segundo jugador que tiene que hacer lo mismo que el primero pero ahora del rectángulo que tiene que tachar una parte es de lo que había quedado sin tachar. 

De  este modo siguiendo turno por turno, el rectángulo se va achicando. Gana el jugador que le deja al otro solamente el cuadradito de arriba a la izquierda. Abajo pongo en dibujitos un ejemplo.

Supongamos que el rectángulo inicial es de 4 filas y 8 columnas, como mostramos abajo
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Ahora le toca al jugador 1 y tacha lo que mostramos a continuación pintado de rojo (todo lo que está debajo de la tercer fila)
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Luego le toca al jugador 2 quien tacha lo que abajo aparece de verde (todo a la derecha de la quinta fila)
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Nuevamente ahora es el turno del jugador 1 y tacha lo que mostramos en verde más abajo
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Ahora es el turno del jugador 2 y tacha lo que vemos en verde abajo
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Vuelve a tachar el jugador 1 y hace lo siguiente
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Y ahora juega el jugador 2 y tacha lo siguiente
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Y de este modo el jugador 2 gana el partido porque lo deja al jugador 1 con el rectángulo superior izquierdo.

La pregunta que hago ahora es: ¿Serías capáz de ingeniarte una estrategia para ganar?

RESOLUCIÓN

No siempre se puede tener una estrategia para ganar, pero si en algún momento tenemos la suerte de que el rectángulo con el que nos toca jugar no tiene forma cuadrada, o sea, no son todos los lados iguales, entonces en ese turno voy a tachar lo que haga falta para dejarle al contrincante el rectángulo con forma de cuadrado (los cuatro lados iguales)

¿Cómo hacemos? Veámoslo en un dibujo: Supongamos que nos toca empezar en el juego del ejemplo
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El único modo de dejarle al otro el rectángulo con forma de cuadrado es tachar, como se muestra abajo, todo lo que está a la derecha de la cuarta fila
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Fíjense que ahora el otro no puede hacer lo mismo, no nos puede dejar a nosotros un cuadrado. Porque empezando con un cuadrado, como algo tiene que sacar, seguro que no deja un cuadrado. Entonces en la próxima jugada lo podríamos volver a dejar con un rectángulo cuadrado y ahora más chico que el anterior. Siguiendo así, usando esa estrategia de dejar al otro siempre con forma cuadrada, en algún momento se lo va a dejar con un solo cuadradito que será el de arriba a la izquierda.

Entonces se puede tener una estrategia para ganar seguro siempre que nos toque jugar en algún momento en que el rectángulo no es cuadrado.

9) Cuando llego a mi casa

En mi casa hay dos puertas de ingreso. Las llaves de las dos puertas son prácticamente iguales a la vista, pero cada llave abre sólo a una de las dos puertas. Cuando llego a mi casa, siempre entro por la misma puerta. Elijo una de las llaves al azar e intento abrir.

Si justo elijo la llave que es y la pongo del lado correcto, bingo y adentro

Si agarro la llave correcta pero la pongo del lado que no es, la llave no logra entrar bien

Si la llave que pongo es la incorrecta y del lado incorrecto, no entra bien. Es la misma sensación que poner la llave correcta del lado incorrecto.

Si agarro la llave que no es y la pongo del lado correcto, la llave entra hasta el fondo bien pero después no gira.

Para no pensar mucho, adopté el siguiente modus operandi cada vez que llego a mi casa

Si al poner la primera llave entra bien pero no gira, directamente pruebo en segunda oportunidad con la otra llave, y puede abrir o no dependiendo de si la estoy poniendo en lado correcto o no, pero ya sé que estoy con la llave correcta. A lo sumo en la tercera oportunidad la abro

Si en cambio la llave no entra bien, la saco la giro y pruebo con esa misma llave del otro lado. Si era la llave correcta abro en segundo intento y si no voy a abrir recién en el tercero o en el cuarto intento.

En consecuencia, a veces abro en el primer intento, a veces en el segundo, a veces en el tercero y a veces en el cuarto. 

Si tuvieras que apostar en que intento voy a lograr abrir la puerta en mi próxima llegada a casa, ¿A qué intento apostarías y por qué?

Resolución: Como hay mucho que todavía no tiene una noción clara de calcular probabilidades, vamos a pensar este problema intuitivamente. 

¿Qué posibilidades hay de que abra la puerta en mi primer intento?

Bueno, tengo que tener la suerte de justo elegir la llave que es y del lado correcto. Como hay 2 llaves t cada llave tiene 2 lados, es de suponer que una de cada cuatro veces en promedio entre en el primer intento.

¿Qué posibilidades hay de que abra la puerta en mi segundo intento?

Para abrir en el segundo intento hay dos posibilidades: 

1. Una de las posibilidades es que ponga en el primer intento la llave correcta pero del lado incorrecto. Entonces, por como es mi modus operandis seguro que en el segundo intento abriría la puerta ya que simplemente probaría con la llave puesta al revés. Esto ocurre en promedio una de cada cuatro veces, ya que una de cada cuatro veces elijo en el primer intento la llave correcta pero la pongo del lado que no va

2. La otra posibilidad es que en el primer intento pruebe con la llave incorrecta pero del lado correcto (cosa de ya descartar esa llave) y que en el segundo, que pruebo con la otra llave tenga la suerte de probar con el lado correcto. Por lo que venimos diciendo antes también una de cada cuatro veces (en promedio) voy a elegir la llave incorrecta del lado correcto y de esas veces la mitad en promedio voy a probar en segunda ocasión con el lado correcto de la que va. Entonces este procedimiento ocurrirá en promedio la mitad de las veces de una de cada cuatro entonces ocurrirá en promedio una de cada ocho veces.

O sea, como una de las posibilidades ocurre en un cuarto (
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 de las ocasiones
¿Qué posibilidades hay de que abra la puerta en mi tercer intento?

Hay dos posibilidades:

1. En el primer intento pruebo con la llave incorrecta pero del lado correcto por lo que en el segundo intento cambio de llave (recordar modus operando) y justo elijo el lado que no va y entonces en el tercer intento abro porque solamente doy vuelta la llave. Esto ocurre en promedio en un octavo (
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2. En el primer intento pruebo con la llave incorrecta y del lado incorrecta por lo que en el segundo intento sólo doy vuelta la llave y no tengo éxito y en el tercer intento, que pruebo con la otra llave tengo la suerte de ponerla del lado correcto. Esto también ocurre en promedio en un octavo de las ocasiones

O sea, abro en el tercer intento en un octavo de las ocasiones (en promedio) en uno de los modos y en un octavo de las ocasiones (en promedio) en el otro modo. O sea en total abro en la tercera oportunidad en 
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de las ocasiones
¿Qué posibilidades hay de que abra la puerta en mi tercer intento?

Para tener la mala suerte de abrir en el  cuarto intento si o si hay que elegir en el primer intento la llave incorrecta y del lado incorrecto y en el tercero hay que tener la mala suerte de que al elegir la otra llave la ponga del lado que no va. O sea, de cada vez que tenga la mala suerte de en el primer intento elegir la llave errada y de lado que no va (que esto ocurre una de cada cuatro veces en promedio) también en el tercero elija mal (que esto ocurriría en la mitad de esas ocasiones). Esta conjunción de mala suerte se da en una de cada 8 en promedio

Luego, lo que ocurre más seguido es que abra en la segunda oportunidad ya que ocurre en tres de cada ocho ocasiones en promedio 

10) Ficha tocada, ficha movida

Este es un juego para ser jugado entre dos. El juego consiste en dibujar un cuadrado en una hoja cuadriculada usando algunas de las líneas del cuaderno. Luego quedará un cuadrado con muchos cuadraditos adentro. El primer jugador pone un papelito o un porotito (digamos que pone una ficha y cada uno usa lo que quiere) en el cuadradito de abajo a la izquierda, luego le toca al segundo jugador que tiene que mover esa ficha. Tiene que elegir como moverla y tiene tres posibilidades. La puede mover un cuadradito a la derecha, un cuadradito hacia arriba o en diagonal hasta el cuadradito que está pegado arriba a la derecha. Tiene que elegir una de esas tres posibilidades y realizarla. 

Luego le tocará de nuevo al primero que tendrá que mover la ficha y tiene las mismas opciones que el otro jugador. Eso si, no está permitido salirse del perímetro de juego!
¿Y quién gana el juego? me preguntarán. Bueno, gana el juego el que apoye la ficha en el cuadradito de arriba a la derecha

Preguntas:

4) ¿Si el juego empezara en un cuadrado de 5 por 5 quién gana, el que empieza o el segundo? ¿Y qué estrategia debe seguir? 

5) ¿Y si el cuadrado fuera de 6x6?

6) ¿Y si fuera de 7x7?

Resolución: Este juego parece bastante difícil, pero realmente ayuda jugarlo un poco. Así que quien no lo hizo, recomiendo que haga la prueba de jugarlo algunas ocasiones antes de leer la solución.

Una de las primeras cosas que uno ve es que si el otro jugador nos deja la ficha 

en uno de los lugares que en la tabla de abajo marcamos con x, seguro que le ganamos. Basta que movamos la ficha a uno de los cuadradito del borde del perímetro que esté a una distancia par de cuadraditos del de arriba a la izquierda
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En realidad podemos pensar que hay posiciones, que si nos toca jugar con la ficha ahí que ganamos seguro y posiciones que si nos toca ahí y el otro sabe jugar perdemos seguro. Vamos a marcar con una G a las posiciones en las cuales si nos toca ahí ganamos y con una P a las posiciones en las que perderíamos si el otro supiese jugar
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Hasta ahora no es tan difícil porque las que están justo al borde de salirse, tiene que ser una y una porque el movimiento es obligatorio por las reglas de juego. Las G que pusimos en el lugar donde antes estaban las x ya explicamos porque desde ahí ganamos, justamente moviendo hasta la P más cercana o terminándolo si justo se puede (fila 2 columna 2)

Una vez que pensamos esto, ¿Cómo seguimos?

Fíjensé que colocamos un signo de interrogación. Desde el signo de interrogación tenemos tres posibles movimiento y en cualquiera de los casos vamos hacia un lugar con una G. O sea, si el otro supiera jugar seguro que si nos toca ahí perdemos, entonces completamos con una P. Y colocamos nuevos signos de interrogación. 
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¿Y qué creéis?

Y si, como  

Si siguiéramos con este razonamiento el cuadro lo quedaría del siguiente modo
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1) Luego, si el tablero es de 5x5 el que empieza perdería si el otro sabe jugar. El otro sólo se debería asegurar de mover la ficha hasta donde una P

2) Si el tablero fuera de 6x6, el que empieza gana, si sabe por supuesto. Y su primer movimiento debería ser en diagonal hacia arriba a la derecha y luego asegurarse de mover la ficha hacia el casillero donde hay una P

3) Si el tablero fuera de 7x7, el que empieza pierde si el otro sabe.

11) Tres amigos y una porción de papas fritas
Tres amigos piden una porción de papas fritas. Uno de ellos come a un ritmo que en tres minutos se comería toda la porción, otro demoraría cuatro minutos en comerse todas las papas solo y el tercero demoraría 5 minutos. 

El tema es que los tres comen juntos y cada uno a su ritmo

La pregunta es:
¿Cuánto demoran aproximadamente en comer la porción de papas?

Resolución: Al que come rápido le vamos a llamar ¨Sumi¨, al más lento le llamamos ¨ tortuga ¨ y al otro ¨ el sota ¨ 

Pensemos cuanto habrán comido de la porción al minuto de haber empezado.

Shumi en un minuto habrá comido un tercio de la porción porque en tres minutos se la comía entera

Tortuga en un minuto habrá comido un quinto de la porción, mientras que el sota habrá comido un cuarto de la porción.

Entonces, entre los tres, en un minuto habrán comido 
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Bueno, en realidad podríamos plantearnos en general luego de 
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 minutos, cuanto comió cada uno.

En 
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 minutos, Shumi come 
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de la porción, 

mientras que tortuga come 
[image: image155.wmf]5

t


y el querido sota deglute    
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Entre, luego de 
[image: image157.wmf]t

 minutos los tres habrán comido 
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Entonces, terminarán de comer la porción cuando 
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 sea 
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Ahora se nos presenta la pregunta ¿A cuánto tiempo equivale
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O sea es un minuto + 
[image: image163.wmf]47
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Si pensamos el minuto como 60 segundo, tenemos que averiguar cuánto es 
[image: image164.wmf]47

13

 de 60 segundos.

Hacemos la cuenta:
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O sea los tres amigos terminarán la porción de papas fritas al minuto 16 segundos y 60 centésimas aproximadamente.

12) Mi amigo que odia la rutina

Mi amigo Gustavo odia la rutina. A pesar de su profundo odio a la rutina, tiene un trabajo al que tiene que ir cada día a la misma hora y cumplir sus sólitas ocho horas. Gustavo vive en una esquina y su trabajo también queda en una esquina. El trabajo le queda a 10 cuadras de su casa, cinco cuadras hacia el este y 5 hacia el norte. El otro día me contó que para quedarse tranquilo que su vida no es rutinaria, cada día va al trabajo por un camino diferente, siempre caminando 10 cuadras. Me dijo que el año pasado cree que nunca repitió un camino. Y en el año trabajó 240 días

¿Es posible que en un año nunca repita el camino? ¿Cuántos caminos posibles tiene?

Resolución: Hay una cosa a la que le vamos a prestar atención. El trabajo queda a 10 cuadras y Gustavo siempre camina 10 cuadras para llegar, o sea que no camina de más. Ahora, un modo de pensar que suele ser muy útil es intentar resolver el problema con las mismas reglas, pero suponiendo que Gustavo vive más cerca del trabajo. Si viviera en una esquina, pero en alguna de las calles que corresponden a la esquina del trabajo tendría una sola forma de ir al trabajo caminando la cantidad mínima de cuadras, ya que no se puede desviar porque si no caminaría de más. Para graficarlo, ponemos un 1 en cada esquina desde la cual tiene un solo camino
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Ahora, pensemos que pasaría si viviera a 2 cuadras del trabajo, una hacia el sur y una hacia el oeste. Bueno, tendría dos modos de empezar:

· yendo hacia el este y tiene un solo camino posible por ese lado 

· el otro modo de empezar sería yendo hacia el norte y también tendría un solo camino por ese lado.

Entonces tendría en total dos caminos posibles. Bueno, la cuestión es esa: en cualquier esquina en que viviera, tendría dos modos de empezar (justamente porque no se puede alejar) y si ya supiéramos cuántos caminos posibles hay desde las esquinas a las que llega con esos dos modos de empezar, solo tenemos que sumar la cantidad de caminos posibles desde esas dos esquinas y sabremos la cantidad de caminos posibles desde esta nueva esquina. Ver el siguiente gráfico, en que a cada esquina se le pone el número que corresponde a la cantidad de caminos posibles.
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Notar que en cada vértice, el número que hay es la suma del número de arriba y del de la derecha. Esto es porque la cantidad de camino posibles desde esa esquina son los caminos que sale hacia la derecha más los que sale hacia arriba.

Entonces hay 252 caminos posibles, así que si es posible que en 240 días de trabajo nunca haya repetido el camino

13) Martes 13

¿Cuál es la máxima cantidad de martes 13 que puede haber en un año? ¿Y en qué meses caerían?

¿Puede haber un año en que no haya martes 13?

Resolución: Hay mucho modos de pensarlo.

Una forma podría ser pensar que pasaría si el 1 de enero caería lunes. Ver si habría algún martes 13 (suponiendo que el año es bisiesto y también suponiendo que no). Y luego ver que pasaría si el 1 de enero fuera martes, si en ese caso habría algún martes 13. Después ver si habría alguno en caso de que cayese miércoles el primer día del año, y así probar cambiando el día que caería el 1 de enero y viendo si en todos los casos hay algún martes 13 o si hay algún modo de empezar el año para que ningún día caiga martes 13

Pero vamos a intentar pensar otro modo de resolverlo por más que parezca más difícil:

A los días de la semana les vamos a llamar 1, 2, …, 7 No sabemos cual es cual todavía.

Supongamos primero que estamos en un año que no es bisiesto. 

Supongamos que el 13 de enero es el día 1. Hasta el 13 de febrero pasan 31 días (que es la cantidad de días del mes de enero), pero 31 = 28 + 3, entonces el 13 de febrero cae día 4 porque si hubieran pasado 28 días, seria el mismo día 1 ya que 28 es múltiplo de 7, pero pasaron 3 días más y por eso el 13 de febrero cae día 4

Desde el 13 de febrero hasta el 13 de marzo pasan 28 días, entonces el 13 de marzo también cae 4

Hasta el 13 de abril pasan 31 días más, entonces el 13 de abril cae 4+3=7

Hasta el 13 de mayo van a pasar 30 días porque abril tiene 30 días (28+2)

Pero entonces el 13 de mayo va a caer día 2.

Si seguimos con este razonamiento, los dejo que hagan las cuentas vamos a llegar a que

13 de junio cae 5

13 de julio cae 7

13 de agosto cae 3

13 de septiembre cae 6

13 de octubre cae 1

13 de noviembre cae 4

13 de diciembre cae 6

Entonces tenemos que los martes 13 en un año no bisiesto van a caer los siguientes días

1 ; 4 ; 4 ; 7 ; 2 ; 5 ; 7 ; 3 ; 6 ; 1 ; 4 ; 6 

Aparecen todos los números, o sea seguro que alguno de los 13 va a caer martes si el año no es bisiesto. 

Falta ver que pasaría si el año fuera bisiesto. En ese caso los días caerían

1 ; 4 ; 5 ; 1 ; 3 ; 6 ; 1 ; 4 ; 7 ; 2 ; 5 ; 7

En este caso también aparecen todos los números, así que todos los años hay algún martes 13, lamentablemente para los supersticiosos!

14) Acertijo sobre números primos

Cuatro números primos tienen la siguiente estructura: 

AA ; BAB ; BACD ; AAAC Sabiendo que cada letra representa una cifra y que a letras iguales corresponden cifras iguales. 

¿Cuáles son los cuatro números? 

Resolución: La letra A si o si tiene que ser 1, si no el número AA sería múltiplo de 11 y si el número no fuera AA fuera más grande que 11 entonces no sería primo

El número BAB es entonces de la  forma B1B. Si probamos con todos los números de esta forma, vemos que hay dos que son primos. Dichos números son 313 y 919

Cuando probamos con el número AAAC, que es de la forma 111C descubrimos que C tiene que ser 7 para que sea primo.

Entonces hasta ahora sabemos con seguridad que A tiene que ser A y que C tiene que ser 7, y sabemos que B por ahora puede ser 3 o 9

Si probamos con B=3 tenemos que el número BACD es de la forma 317D. El único valor de D con el que podemos probar es D=9 porque el 1 ya lo usamos en la A, el 3 sería la B si D fuera 5 no sería primo el número porque terminaría en 5 y el 7 lo usamos para la C y si D fuera par, el número sería par. 

Pero tenemos un problema porque 3179 no es primo. Justamente
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Pero esto lo que nos dice es que B no puede ser 3. Entonces probamos con B=9

Entonces, si B es 9 el número que tenemos que chequear si es primo o no es el 9173

Ahora vamos a aclarar una posible duda. Uno se puede preguntar:

¿Y qué, para saber si es primo tengo que probar si lo dividen todos lo número más chico que 1973?

La respuesta afortunadamente es que no, que en realidad es mucho más rápido. Veamos por qué razón:

Como todos los números naturales se descomponen como producto de números primos, si un número natural no fuera primo, tiene que tener en su descomposición algún primo que sea menor o igual que su raíz cuadrada.

Entonces si agarramos un número natural cualquiera que no sabemos si es primo o no, y probamos de dividirlo por todos los números primos menores o iguales que su raíz cuadrada y ninguno lo divide, podemos asegurar que el número es primo.

Veamos un ejemplo: Si queremos chequear si el número 101 es primo, basta ver si el 2, el 3, el 5 o el 7 lo dividen. Como ninguno de esos número lo divide y no hay ningún otro primo menor que 
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 podemos asegurar que el 101 es primo.

Para 

Para chequear si el número 9173 es primo tenemos que probar con todos los primos hasta el 93, y como ninguno lo divide, podemos asegurar que es primo.
Los cuatro número son 11 ;  919  :  9173  ;  1117

15) Cambio de dinero

Un quiosquero va al banco cada día y le pide cambio al banquero de cincuenta pesos ($50). El banquero, sólo puede usar billetes de $2, $5, $10 y $20 para darle el cambio. 

Cada día le da el cambio de un modo diferente. 

¿Cuántos días puede atenderlo sin que repita el modo de dar cambio?

Resolución: Busquemos un modo ordenado de pensarlo. Eso siempre es importante para este tipo de problemas.

Empecemos pensando que usa 2 billetes de 20 en el cambio. Las posibilidades son las siguiente:

	Billetes de 20
	Billetes de 10
	Billetes de 5
	Billetes de 2
	Forma número

	2
	1
	0
	0
	1

	2
	0
	2
	0
	2

	1
	3
	0
	0
	3

	1
	2
	2
	0
	4

	1
	2
	0
	5
	5

	1
	1
	4
	0
	6

	1
	1
	2
	5
	7

	1
	1
	0
	10
	8

	1
	0
	6
	0
	9

	1
	0
	4
	5
	10

	1
	0
	2
	10
	11

	1
	0
	0
	15
	12

	0
	5
	0
	0
	13

	0
	4
	2
	0
	14

	0
	4
	0
	5
	15

	0
	3
	4
	0
	16

	0
	3
	2
	5
	17

	0
	3
	0
	10
	18

	0
	2
	6
	0
	19

	0
	2
	4
	5
	20

	0
	2
	2
	10
	21

	0
	2
	0
	15
	22

	0
	1
	8
	0
	23

	0
	1
	6
	5
	24

	0
	1
	4
	10
	25

	0
	1
	2
	15
	26

	0
	1
	0
	20
	27

	0
	0
	10
	0
	28

	0
	0
	8
	5
	29

	0
	0
	6
	10
	30

	0
	0
	4
	15
	31

	0
	0
	2
	20
	32

	0
	0
	0
	25
	33


En total hay 33 posibilidades.

Recomiendo pensar el siguiente problema que es bastante más largo.

¿Cuántos modos diferentes de dar cambio de $1 si uno puede usar monedas de 50 C. ; 25 C. ; 10 C. ; 5 C. ; 1 C.

16) Cantidad de divisores

Recordemos que cualquier número natural se descompone como producto de números primos elevados a cierta potencia en forma única. Por ejemplo:
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Primero nos preguntamos cuántos divisores positivos tiene el número 12. Veamos:

1 ; 2 ; 3 ;
[image: image172.wmf]2
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;
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; 
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En total son seis los divisores positivos de 12. Vamos a escribir esos mismos divisores positivos de otro modo. Antes recordemos que cualquier número elevado a la cero da como resultado 1. 
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Fíjense que escribimos los mismos seis divisores de 12 pero de otro modo. Cada divisor difiere del otro cambiando las potencias a las que están elevados los primos de la descomposición. El 2 puede aparecer elevado a la 0, a la 1 o a la 2. Y el 3 puede ser elevado a la 0 o a la 1. O sea, para elegir un divisor, basta con elegir un número entre 0, 1 y 2 para potencia de 2 y elegir un número entre 0 y 1 para potencia de 3. Si elegimos por ejemplo que el 2 vaya elevado a la 0, tenemos 2 divisores posibles, que son: 
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Si el 2 lo pusiéramos elevado a la 1, también tendríamos dos posibles divisores más

Si el 2 lo pusiéramos elevado a la 2, tendríamos dos posibles divisores más

En total tenemos 3 veces dos divisores, que es justamente 6 divisores

La pregunta ahora es: Si un número natural se descompone así: 
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Donde 
[image: image184.wmf]n

p

p

p

...,

,

,

2

1
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son los números naturales a los que aparecen elevadas las potencias.

1) ¿Cuántos divisores positivos tiene?
2) Pregunta difícil o posiblemente molesta: ¿Cuál o cuales son los números positivos menores que 100 que tienen más divisores positivos?  Sigue…
3) ¿Y entre los menores que mil?

Resolución: 

1) Queremos saber cuantos divisores positivos tiene el número
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. Sabemos que cualquier divisor lo podemos escribir como un producto de estos mismos primos donde cada primo aparece elevado a una potencia menor o igual que a la que aparece en el número del cual es divisor. Entonces el 
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puede aparecer elevado a cualquier número entre 0 y 
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 puede aparecer elevado a cualquier potencia entre 0 y 
[image: image191.wmf]2

a

(o sea que puede aparecer elevado a 
[image: image192.wmf]1

2

+

a

números diferentes)

El total de posibles números divisores entonces es 
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Para convencerse mirar por ejemplo el 150
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El número 2 aparece elevado a la 1, el 3 también y el 5 aparece elevado a la 2. Con este modo que propusimos, la cantidad de divisores del número debería ser 
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Efectivamente, uno puede pensarlo así. Enumeramos los divisores, si al 2 lo elevamos a la 0 y lo mismo al 3
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Son tres así. Pero cuando me fije los divisores en los que al 2 lo elevo a la 1 y al tres a la 0, también van a ser tres, basta con ir cambiando a lo que elevamos el 5. Como en total tenemos 4 formas distintas de elevar al 2 y al 3, en total vamos a tener que sumar tres formas distintas en 4 ocasiones, lo que termina dando 12. Si hasta acá parece mucho lío no hay que preocuparse, hay que pensarlo un poco solos.

2) Entre los menores que 100, no puede aparecer ningún número que tenga 4 números primos distintos en su descomposición, porque el número más chico que tiene 4 primos es el 
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Como lo que buscamos son números con la mayor cantidad de divisores, en realidad lo que interesa es a que potencia aparecen elevados los primos de su descomposición. Por ejemplo, de los número que tienen a 3 primos en la descomposición vamos a elegir a los que tienen el 2, el y el 5 que son los más chicos.
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Así que si lo multiplico por 2 o por 3 sigo en menos de 100, pero si lo multiplicamos por 4 ya nos pasamos, nos daría 120. Entonces, dentro de los menores que 100, un candidato a tener varios divisores es el 
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Que tiene 
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divisores. El 90, que es multiplicar a 30 por 3 tiene que tener la misma cantidad de divisores ¿O no?

Entonces entre los menores que 100 que tienen a tres primos en su descomposición queda claro que los que más divisores tienen son el 60 y el 90.

Si pensamos en los que tienen solamente dos primos en su descomposición, usamos 2 y 3 como los primos para poder elevar a lo máximo posible.
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 ya nos pasamos de 100. Entonces no podemos multiplicar a 6 por más que 16 usando potencias de 2 y 3
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Vamos a probar entonces con los números 
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El 96 tiene 
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El 72 tiene 
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Y de los números que tienen un solo primo en su descomposición, el que más divisores tiene es el 
[image: image210.wmf]64
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 que tiene 7 divisores.

2) Entonces los números 60, 72, 90 y 96 son los números con mayor cantidad de divisores
17) Crecimiento de poblaciones

El número de habitantes de la ciudad A aumenta regularmente

cada año un 10 %; en cambio el número de habitantes de la ciudad B

desciende regularmente cada año un 10 %. Hace un año, A tenía 6.561.000

habitantes. Dentro de dos años las dos ciudades tendrán exactamente el

mismo número de habitantes.

¿Cuántos habitantes tenía la ciudad B hace dos años?

Resolución: Veamos primero que significa que la población aumente un 

10 % cada año. Si en un año la cantidad de habitantes de A es 
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, al año siguiente la cantidad será de 
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Pero vamos a intentar llevar esta expresión a una expresión más cómoda. Veamos: 
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Y podemos seguir un paso más del siguiente modo
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Y hacemos un paso más para obtener
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O sea lo que podemos decir es que si un año hay 
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habitantes, al año siguiente habrá 
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habitantes. Basta con multiplicar por 1,1 para saber la población del año siguiente. O sea que si el año pasado tenía 6.561.000, entonces este año tendrá 
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Veamos que ocurre con la ciudad B. ¿Qué significa que cada año la población decrece en un 10%?

Si en un año tiene 
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, al año siguiente tendrá 
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que si lo vamos transformando como hicimos con el anterior obtenemos que al año siguiente tendrá 
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Ya estamos en condiciones de plantear la ecuación que nos permita averiguar qué población tenía la ciudad B hace 2 años. Pues ya sabemos que dentro de 2 años, la ciudad B tendrá la misma cantidad de habitantes que A, esto significa que dentro de 2 años B tendrá 
[image: image224.wmf](

)

691

.

732

.

8

600

.

561

.

6

1

,

1

3

=

´


Llamamos 
[image: image225.wmf]C

a la incógnita del problema que es la cantidad de habitantes en B hace 2 años. Sabemos que dentro de 2 años habrán pasado 4 años y luego la población de B se habrá multiplicado por 0,9 en 4 ocasiones. En una ecuación esto se lee así:
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Y ahora sólo necesitamos despejar 
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Y resulta que 
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La cantidad de habitantes en la ciudad B hace 2 años era de 13.310.000 

18) Elecciones

En una elección para intendente se presentan sólo dos candidatos, un hombre y una mujer. Cuando faltan 6 meses para las elecciones, un 40% saben que van a votar a la mujer y un 30% saben que votarán al hombre, el restante 30% están indecisos. Cuando falta una semana menos, del 30% de los indecisos se van decidiendo algunos y del mismo modo que se habían decidido antes, esto es, de ese 30% del total, un 30% se decide por el hombre, un 40% por la mujer y un 30% siguen indecisos. Y luego, a la semana siguiente se da el mismo fenómeno con los que todavía quedaban indecisos, y así semana a semana va pasando siempre lo mismo. La pregunta es:

¿Aproximadamente qué porcentaje de los votos recibirá cada candidato?

Resolución: Primero analicemos una cosa. ¿Qué pasa con la cantidad de indecisos? 

Cuando faltan 6 meses hay una 30% de indecisos.

Cuando falta una semana menos hay un 30% del 30% de indecisos. ¿Y eso cuánto es, qué porcentaje? Un 30% son tres décimos del total (que vamos a llamar 
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O sea, son 
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. En otras palabras, cuando falta una semana menos sólo hay un 9% de indecisos.

Cuando falte una semana menos, la cantidad de indecisos será 
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En otras palabras, el porcentaje de indecisos pasa a ser un 2.7% a la semana siguiente. 

Lo que vamos viendo es que la cantidad de indecisos va bajando rápidamente.

¿A la semana siguiente qué porcentaje habrá?

Bueno, ya debería ser más o menos sencillo… La cuenta que hay que hacer es multiplicar a la cantidad de indecisos anterior por 
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O sea, un 0,81% de indecisos quedan solamente a la semana siguiente. En fin, lo que va pasando es que los indecisos van siendo cada vez menos y entonces sabemos que casi todos tienen un voto decidido.

Ahora, entre los que están decididos, ¿Qué proporción vota al hombre y qué proporción a la mujer? Podemos decir que cuando faltan 6 meses para las elecciones, entre los que tienen decidido el voto, que son 
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que votan al hombre y 
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que votan a la mujer. Veamos cuáles son las proporciones. Dividimos la cantidad de votantes al hombre por la cantidad de los que tienen el voto decidido: 
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Y hacemos lo mismo con la mujer: 
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Esta proporción se sigue manteniendo porque a la semana siguiente hay una cierta cantidad de personas que deciden un voto positivo. Y dentro de estos la proporción de los que votan al hombre y a la mujer sigue siendo la misma, que es 
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y
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. O sea, mientras más nos acercamos a las elecciones las proporciones totales se acercan cada vez más a 
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ya que los indecisos van siendo cada vez menos. 

¿Y cómo expresamos los números 
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en porcentajes?

Simplemente veamos que números son y luego multiplicamos por 100
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O sea, la mujer obtendría aproximadamente un 57,14% de los votos mientras que el hombre obtendría un 42,86% de los votos

19) Cuadrados para el baile

Una chica organiza su fiesta de cumpleaños. Invita a 17 personas. A cada uno que va llegando le da una tarjetita con un número. Las tarjetitas que les da tienen los números desde el 2 hasta el 18. Y ella tiene la tarjetita que tiene el número 1. Cuando comienza el baile ella propone que todos salgan a bailar en pareja, pero que si o si todas las parejas tienen que sumar entre las dos tarjetas un número que sea igual a algún número elevado al cuadrado. 

¿Con quién le toca bailar a la cumpleañera? 

Asegúrate que efectivamente se forman todas las parejas

Resolución: Hay muchos cuadrados para el baile, pero en este caso lo máximo que pueden sumar 2 tarjetitas es 35, que sería 18 + 17.  Entonces los cuadrados posibles que se pueden sumar son 4, 9, 16 y 25. 

Al 18 no le queda otra que bailar con el 7

Al 17 no le queda otra opción que bailar con el 8

Quien tiene el 16 irremediablemente danza con el 9

Quien tiene el 15, en principio tiene 2 opciones, o baila con quien tiene el 1 y suman 16 o con quien tiene el 10 y suman 25. Bueno, aquí uno podría ponerse a hacer suposiciones pero sin entrar en ese debate lógico, proponemos la solución sin muchas explicaciones. Las parejas que se forman son las siguientes:

18 + 7 = 25

17 + 8 = 25

16 + 9 = 25

15 + 1 = 16

14 + 2 = 16

13 + 3 = 16

12 + 4 = 16

11 + 5 = 16

10 + 6 = 16

20) Y, lo más grande

Aquí el título tal vez ilusiona un poco, espero que el problema no desilusione.

De todos los pares de números naturales 
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 e 
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 que cumplen la ecuación 
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Resolución: Primero planteamos que 
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 lo que se comprueba fácilmente haciendo la propiedad distributiva del lado derecho.

Entonces planteamos la ecuación de este modo
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Pero si esto ocurre entonces tanto 
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 son divisores de 1995.

Factorizamos a 1995
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Entonces los divisores de 1995 son:

1 ; 3 ; 5 ; 7 ; 15 ; 19 : 21 ; 35 ; 57 ; 95 ; 105 ; 133 ; 285 ; 399 ; 665 ; 1995

Probemos con una posibilidad:
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que tiene como solución a 
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[image: image263.wmf]331

=

y


Claramente
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ya que la resta de sus cuadrados da 1995 y ambos son números naturales (o sea positivos los dos) pero entonces ¿
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 puede ser más grande que lo que nos dio en ese ejemplo?. Habría que probar con
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[image: image267.wmf]1

1995

=

-

=

+

y

x

y

x

 que tiene como solución a 
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Esto es sin dudas lo máximo que puede valer 
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ya que entre 
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tienen que sumar un divisor de 1995 e 
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es más chico que 
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. Esta es razón suficiente para poder asegurar que

Lo más grande que puede valer 
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es 997

21) La secta de los competitivos

En la secta de los competitivos, cada vez que tienen que repartir varios artículos iguales lo hacen de un modo muy singular. Cuentan la cantidad de artículos y luego preparan una competencia para que todos tengan premio y que la diferencia entre los premios sea lo mínimo posible y además intentan que la cantidad de participantes sea la máxima posible.

Por ejemplo: Si tuvieran 15 caramelos, podrían armar una competencia para tres participantes y poner como primer premio 6 caramelos, como segundo premio 5 caramelos y como tercer premio 4 caramelos. Pero en cambio, como quieren la cantidad máxima de participantes hacen una competencia para 5 participantes con los siguientes premios:

5 caramelos para el primero

4 caramelos para el segundo

3 caramelos para el tercero

2 caramelos para el cuarto

1 caramelos para el quinto

Si quisieran armar una y tienen 1995 caramelos, cuál es la máxima cantidad de participantes para los cuales pueden armar una competencia usando todos estos caramelos para premio.

Resolución: Primero podemos notar que si los premios van separados de a uno, entonces se simplifica la cuenta que nos da el total de caramelos. El total de caramelos es el promedio entre los números de caramelos de los premios multiplicado por la cantidad de números o de participantes que reciben premio. Si la cantidad de participantes que reciben premio es impar, el promedio de los números de caramelos que recibe cada uno es el número del medio, que es un natural, si la cantidad de premios es par entonces el promedio está justo en el medio entre 2 naturales, o sea es de la forma x,5 donde x es un número natural. Empecemos suponiendo que la cantidad de premios es impar. En ese caso, como el número total de caramelos sería el premio del medio multiplicado por la cantidad de premios, entonces serían si o si dos divisores del número total de caramelos. Entonces, nos va  a ser útil factorizar a 1995
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De acá podemos sacar que un posible modo de escribir a 1995 es el siguiente.
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Esto quiere decir que si escribiéramos 57 números usando a 35 como el número del medio, la suma de estos sería justamente 1995

O sea, fácilmente sabemos que
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Esto nos dice varias cosas. Primero, nos da una forma de entregar 57 premios, que no es poca cosa. Además nos dice que no puede haber más de 63 premios porque seguro que 63 premios suman más que 
[image: image279.wmf]63
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que a su vez suma más que 
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que da justo 1995

Además si la cantidad de sumandos fuera impar, si o si la cantidad de sumandos tiene que ser un divisor de 1995, pero no hay ningún divisor entre 57 y 63. Entonces la única forma de que haya algún modo de dar más premios es que la cantidad de premiados sea par, y las posibilidades son 58, 60 y 62. No son muchas, analicémoslas.

Si fueran 58 premios, entonces la división entre 1995 y 58 debería dar un número de la forma x,5 con x un número natural. Lo hacemos en la calculadora y nos da 
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Entonces no es con 58 premios

Hacemos lo mismo con 60: 
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 entonces tampoco se puede premiar a 60 usando exactamente 1995 caramelos

Y probamos con 62.    
[image: image283.wmf]...

1774

,

32

62

1995

=

¸

 Entonces tampoco se puede premiar a 62 personas con exactamente 1995 caramelos.

Por lo que, la máxima cantidad de participantes para los que pueden armar la competencia es 57 participantes.

22) Torta de cumpleaños

Hace pocos días festejé mi cumpleaños. La torta era cuadrada, de 25,5 cm. de lado. En total éramos 17 en el festejo y todos queríamos comer. Sin duda no iba a alcanzar para más de una porción por persona excepto que se corten muy pequeñas. Entonces, aprovechamos que teníamos una regla a mano para cortar la torta en 17 porciones iguales.

¿Se te ocurre cómo pudimos hacer?

Resolución: Si cada lado mide 25,5 Cm. entonces el perímetro de la torta es de 
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Cm. Si dividimos 102 en 17 nos da justo 6. La propuesta es que dividamos la torta siguiendo la idea que se muestra en la figura de abajo
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Claramente, si seguimos haciendo eso vamos a conseguir 17 porciones. También es claro que las porciones que no están en la esquina tienen todas el mismo volumen porque son triángulos de 6 Cm. de base y 12,5 Cm. de altura y la profundidad de la torta es en todos lados la misma. 

La pregunta que nos debería surgir es: 

¿Por qué las porciones de los rincones también tienen el mismo volumen?

No es difícil responderlo. Pensemos por ejemplo en la porción de la esquina derecha que tenemos dibujada. Veamos el dibujo en la siguiente hoja
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Claramente el triángulo de la esquina se puede pensar como la unión de dos triángulos cuyas áreas son 
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ya que esas se pueden pensar como sus bases y sus alturas. Entonces suman lo mismo que lo que era el área de cualquiera de los otros triángulos. Y la profundidad es obviamente la misma.

No es el único modo de cortar la torta. Hay otros, pero no los exponemos aquí. 


23) La huerta más grande
Tenemos 40 metros de alambrado y lo vamos a usar para alambrar un sector, que lo usaremos para plantación. Tenemos que elegir que forma le vamos a dar a la huerta. La podemos hacer rectangular, cuadrada o circular. Si lo que queremos es que la zona para plantar tenga la mayor área posible:

¿Qué forma nos conviene darle a la huerta que vamos a alambrar?

Resolución: Si hacemos la huerta cuadrada, cada lado de la huerta tendrá que medir 10 M. porque en total son cuatro lados y tenemos 40 M. de alambre.

En tal caso, el área de la huerta sería de 100 
[image: image289.wmf]2
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. Si en cambio fuera un rectángulo no cuadrado, uno de los lados mediría una cierta cantidad más que 10 mientras que el otro mediría la misma cantidad menos que 10, porque en total se siguen gastando 40 M. de alambre.

Entonces supongamos que dos de los lados miden 
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,que seguro que es menos que 100 
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. Entonces entre el cuadrado y el rectángulo, seguro que conviene el cuadrado. Veamos que pasa con el círculo.

Si el círculo tiene perímetro 40, ¿Cómo podemos calcular el área de dicho círculo?

Bueno, muy sencillo, primero calculamos el radio 
[image: image295.wmf]r

de dicho círculo. Sabemos lo siguiente:
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Pero si ese es el radio, entonces podemos calcular el área 
[image: image297.wmf]A

, que se calcula como:      
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Entonces conviene hacer la huerta de forma circular

24) Suma aritmética

Descubra cuál es el 
[image: image299.wmf]x

 en que debe terminar la siguiente suma aritmética para que la igualdad sea cierta
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Observación: En una suma aritmética, los sumandos siempre van creciendo la misma cantidad, en la de arriba van creciendo de a 3.

Resolución: Vemos que los números que vamos sumando van creciendo de a 3. Podríamos decir que la suma es así:
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Es un modo de cambiar un poco el problema, ahora la incógnita es 
[image: image302.wmf]n


Pero esa suma, pensada así es más fácil de desmenuzar…


[image: image303.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

´

´

+

+

´

=

+

+

+

´

+

+

´

=

´

+

+

+

´

+

+

´

+

+

´

+

+

2

)

1

(

3

)

1

(

5

)

2

1

(

3

)

1

(

5

)

3

5

(

)

3

3

5

(

)

2

3

5

(

)

1

3

5

(

5

n

n

n

n

n

n

L

L


Entonces la ecuación queda así:
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Si probamos con algunos valores de 
[image: image305.wmf]n

vamos a poder resolver esta ecuación con 
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, que si reemplazamos en 
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averiguamos cual es el último número de la suma que era lo qu se pedía. El último número de la suma es el 107.
25) Gran Hermano

En un reality show quedan todavía 6 participantes, de los cuales sólo dos son hombres. Sólo 4 de estos participantes llegarán a la ¨ gran (y aún más aburrida) final ¨

4) ¿Cuántos grupos distintos pueden llegar a la final que incluyan a los dos hombres?

5) Cuántos grupos distintos pueden llegar a la final que incluyan un solo hombre

6) En total, ¿Cuántos grupos distintos pueden llegar a la final?

Resolución: A las 4 mujeres las llamamos
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1) Para este caso tenemos que suponer que los dos hombres llegan a la final. Bueno, que 2 mujeres pueden acompañarlos. Veamos todas las opciones ordenadas de algún modo que no nos perdamos. Eso es muy importante, tener un orden para empezar a contar.
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 son las posibes compañeras para la final. O sea en total hay 6 grupos distintos que pueden llegar a la final si llegan los dos hombres.

2) Si el único hombre que llega a la final fuera 
[image: image311.wmf]1

H

entonces sólo 1 de las 4 mujeres se tendría que quedar afuera. Entonces habría 4 formas distintas, una por cada mujer que se queda afuera. Pero tiene que haber exactamente la misma cantidad de grupos posibles si el único hombre que llega a la final es 
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 entonces hay 4 más. 

Por lo que podemos decir que hay 8 grupos posibles para llegar a la final se llega un  sólo varón.

3) Ya tenemos calculado cuántos grupos con exactamente dos varones pueden llegar a la final, que son 6. También calculamos cuantos grupos con exactamente 1 varón pueden llegar a la final y son 8 más. Si calculamos cuantos grupos distintos pueden llegar a la final sin ningún varón tendremos todas las posibilidades  pensadas. 

Sin ningún hombre hay sólo 1 grupo posible, que son justamente las 4 mujeres

Entonces en total hay 6 + 8 + 1 = 15 grupos posibles que pueden llegar a la final. 

26) Carrera de natación

En una carrera de natación hay 10 participantes. 

3) ¿De cuántos modos diferentes puede terminar el podio de los tres mejores?

4) Los tres primeros tendrán invitación a las olimpíadas. ¿Cuántas combinaciones diferentes de invitados a las olimpíadas puede haber

Resolución: 

1) En el primer lugar puede ir cualquiera de los 10 participantes. Llamemos a los participantes 
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Supongamos por decir algo que 
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sale primero, pero entonces hay 9 posibilidades para el segundo lugar ya que 
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no puede salir segundo si sale primero. Supongamos por decir alguno que 
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sale segundo. Entonces quedan 8 posibilidades para el tercer puesto. Cualquiera que no sea 
[image: image317.wmf]5

P

ni
[image: image318.wmf]3

P


O sea, contamos hasta ahora que hay 8 posibilidades distintas si el primero es 
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y el segundo es 
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, pero obviamente va a haber 8 más con cualquiera que pongamos en el segundo puesto. O sea, si el primero fuera 
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pero el segundo fuera 
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habría 8 posibilidades más. Cómo habíamos dicho que había 9 candidatos para el segundo puesto tenemos hasta ahora 
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posibilidades diferentes si el primero fuera 
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. Pero como en el primer puesto puede ir cualquiera de los 10, si saliese primero 
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(por decir alguno) habría 72 posibilidades más. 

En total entonces la cantidad de modos diferentes en que puede conformarse el podio es 
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Esta idea que acabamos de hacer la podemos pensar que es así:

Para el primer puesto tenemos 10 posibilidades, para el segundo 9 y para el tercero 8. Multiplicamos estos números y obtenemos la cantidad total de modos posibles. La explicación que vimos antes se puede llegar a conocer como diagrama de árbol y viene con un gráfico explicativo. Como en nuestro ejemplo había demasiados participantes, no lo hicimos.

2) Fíjense que en la pregunta 2 no importa quien sale primero, segundo o tercero. Sólo importa quienes son los 3 primeros. Pero entonces de todos los casos que contamos arriba hay muchos podios diferentes que en realidad están conformados por el mismo grupo. Pensemos, por decir algo, el podio formado por 
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. Veamos en cuántas ocasiones lo contamos. 


[image: image328.wmf]5

3

2

:

:

 

:

primero

P

tercero

P

segundo

P



 EMBED Equation.3  [image: image329.wmf]3

5

2

:

:

 

:

primero

P

tercero

P

segundo

P

  
[image: image330.wmf]5

2

3

:

:

 

:

primero

P

tercero

P

segundo

P

  
[image: image331.wmf]2

5

3

:

:

 

:

primero

P

tercero

P

segundo

P

  
[image: image332.wmf]3

2

5

:

:

 

:

primero

P

tercero

P

segundo

P

  
[image: image333.wmf]2

3

5

:

:

 

:

primero

P

tercero

P

segundo

P


Son 6 podios distintos que contamos y en realidad eran podios distintos pero el grupo de premiados era el mismo. En realidad, más fácil que escribir todos los 6 casos como hicimos, es pensar que eran tres personas para tres lugares, tenía que haber
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. Es el mismo razonamiento que hicimos en el punto 1). 

Bueno entonces en el punto 1 podemos pensar si agrupamos los podios que tenían los mismos participantes que sumamos 720 podios diferentes y de esos 720 podemos hacer 
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grupos de 6 donde cada uno de los 
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grupos tiene sólo podios que tenían los mismos participantes, pero entonces 
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tiene que ser
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O sea, hay 120 grupos posibles que pueden viajar a las olimpíadas.

Quiero decir que esto que acabamos de ver no es fácil. A veces lleva un buen tiempo entenderlo bien. Así que no duden en dedicarle todo el tiempo que necesiten. 

Otra cosa: A la cantidad de grupos distintos de tres personas de un conjunto de 10 personas se le llama número combinatorio de 10 tomados de a 3. Y se anota del siguiente modo:
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Y lo que tenemos es que:
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Que tiene un modo más cómodo de escribirlo y que sirve para otros casos donde la simplificación de escritura es sumamente útil. Lo que se hace es lo siguiente. Primero se anota de un modo al producto de los primeros 
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  (al signito de admiración se le llama factorial, entonces se llama ene factorial

Entonces, fíjense que 
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 se podría igualar a los siguiente:
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 Fíjense que al dividir por 
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En general, si uno tiene un conjunto de 
[image: image348.wmf]N

elementos distintos, y quiere saber cuántos subconjuntos de 
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elementos tiene, la respuesta es que tiene:
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Esto sirve para muchos problemas diferentes. 

Vamos a dar un par de ejemplos sencillos y luego uno más difícil que nos va a mostrar cómo se podría haber resuelto uno de los problemas de la prueba usando esta teoría. 

Por ejemplo, del grupo de 30 alumnos, 2 van a ir a hablar con el director para pedirle cierto privilegio. De cuántos modos diferentes se podrían elegir a estos 2 representantes. La respuesta es de 
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modos. Esto da: 435 modos.

Otro: Un hombre va a comprar tomates y sabe que va a comprar 3, al verdulero le quedan sólo 8 tomates. ¿De cuántos modos diferentes puede elegir el conjunto de 3 tomates?.... Bueno, de 
[image: image352.wmf]56

3

8

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

modos diferentes

Ahora, como para ya terminar este apunte, pensemos en el problema de la prueba de mi amigo que odia la rutina. Mi amigo tiene 12 esquinas contando la de su casa pero no la de su trabajo, en 6 de ellas decide ir hacia el este. Enumeramos las esquinas de acuerdo a su recorrido. O sea, basta decir en cuales 6 de esos 12 momentos mi amigo decide ir hacia el este, y eso determinará el camino que toma, ya que en los otros lugares sabemos que va hacia el norte. Entonces tiene 
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caminos diferentes. Y efectivamente, hagan la cuenta y van a ver que 
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Bueno, lo dejamos acá.

27) Concejo escolar

En un curso de secundaria hay 30 alumnos de los cuales 14 son varones y 16 mujeres. Se decide hacer un grupo de 3 mujeres y 2 varones para representar al curso. ¿De cuántas maneras diferentes se puede armar el grupo?

Resolución: Dentro de las 16 mujeres, ¿Cuántos grupos diferentes de 3 mujeres hay? 

Como vimos en el la resolución del problema ¨26.Carrera de natación¨  hay 
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grupos diferentes de 3 mujeres. Supongamos que elegimos uno de esos 560 y lo llamamos grupomujeres1, entonces nos falta elegir 2 hombres dentro de los 14 que hay. Y eso se puede hacer de 
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formas diferentes. O sea hay 91 formas distintas de acompañar al grupomujeres1. Bueno, en realidad para cada uno de los 560 grupos de mujeres hay 91 modos de acompañarlas. 

Luego el total de grupos posibles para representar al curso es 
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¿Sorprendente no? La cantidad distinta de grupos que se podrían haber elegido

28) Quina 6

El juego del Quina 6 consiste en elegir 6 números distintos entre 0 y 45 (o sea, entre un total de 46 números)

1) ¿Cuántos cartones distintos de Quina 6 existen?

2) ¿Si el cartón costase $1 cuál sería un premio justo?

Para responder esta última pregunta, pensá con un dado por ejemplo. El juego consiste en adivinar el número que va a salir la próxima vez que se tire el dado. ¿Si costase $1 jugar a este juego, para que a la larga uno más o menos esté hecho, esto significa que no pierda ni gane dinero, cuál debería ser el premio cada vez que se acierta?

Resolución: 
1) Bueno, la respuesta a esta pregunta es sencilla si uno sabe sobre números combinatorios, que lo explicamos en la resolución del problema ¨26.Carrera de natación. ¨ Hay que elegir 6 números distintos dentro de un conjunto de 46 números. Luego, la cantidad de cartones distintos de Quina 6 son: 
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2) Un premio justo sería justamente $9.366.819

Ya que si esa es la cantidad de cartones distintos, es de esperar que en promedio uno gane jugando un cartón al quina 6 una vez cada $9.366.819

Es como si jugáramos con 1 dado. Y apostamos a qué número va a salir. Supongamos que apostamos siempre al 1. En promedio, el 1 a la larga va a salir una vez cada 6 veces, entonces sería justo que si apostamos $1 nos paguen $6 cada vez que ganamos. De ese modo, por más que no sea así como lo voy a contar ahora, uno puede pensar que de cada 6 jugadas, en 5 pierde y en una gana. En las 6 perdió el peso de la apuesta porque ya lo gastó y en la que gana recupera $6 y queda hecho por eso decimos que cobrar $6 sería un premio justo.

29) Bingo

Un tipo de juego de bingo es el siguiente: Uno tiene un cartón que consta de cinco columnas. En la primer columna tiene 5 números entre 1 y 15, en la segunda tiene 5 números entre 16 y 30. En la tercera columna tiene 4 números entre 31 y 45. En la cuarta columna tiene 5 números entre 46 y 60. Y en la quinta columna tiene 5 números distintos entre 61 y 75. Un ejemplo de cartón podría ser el siguiente:
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El juego comienza cuando cada uno ya tiene su cartón y se empiezan a sacar bolillas al azar de una urna que contiene las bolillas desde el 1 hasta el 75. Si el número que se saca uno lo tiene en el cartón lo tacha. El primer jugador que logre tachar todos los números del cartón será quien gane el bingo. Además hay un premio especial si el que gana el bingo logra hacerlo con menos de 45 bolillas sacadas. La pregunta es:

Si se sortean 44 números y tenemos un cartón:

1) ¿Cuántos conjuntos diferentes de 44 bolitas nos permitirían tachar todos los números del cartón?

2)¿Cuántos conjuntos diferentes de 44 bolitas hay en total?

Estas preguntas posiblemente no logren responderlas con una calculadora. Basta con que expresen el número combinatorio correspondiente

3) Del total de conjuntos de 44 bolitas, ¿qué porción son los conjuntos que nos llevarían a tachar todos los números?

Resolución: La respuesta a la pregunta 1 la podemos pensar del siguiente modo. Recordemos que queremos saber cuántos conjuntos distintos de 44 bolitas nos dejarían tachar todos los números. Bueno, lo que estamos seguros es que para que un conjunto de 44 bolitas nos deje tachar todo el cartón dicho conjunto tiene que tener si o si entre sus integrantes a los 24 números de nuestro cartón. O sea, tiene esos 24 números seguro y los otros 20 pueden ser cualesquiera. O sea, de los 75 – 24 = 51 números restantes elegimos 20 para acompañar a nuestros 24. ¿Pero cuántos modos hay de elegir 20 números de un conjunto de 51? Justamente el número combinatorio 
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es la cantidad de conjuntos diferentes de 44 bolitas que nos permitirían tachar todos los números del cartón

2) El total de conjuntos diferentes de 44 bolitas es 
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 (que es justamente elegir 44 bolitas de un conjunto de 75)

3) Bueno , justamente la porción de los que nos llevan a tachar los 24 números es 
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. Este número nos da una idea de en que proporción de las veces vamos a poder tachar todos los números con las primeras 44 bolitas ( o antes de la bolita número 25). Si hacemos 1 dividido ese número nos dirá aproximadamente cada cuantas veces podremos tachar los 24 números antes de que se muestre la bolita 45.

Si hacemos las cuentas, nos da que aproximadamente que una cada 14.638.344 veces será la proporción de veces que tendremos éxito.

30) Balanzas

La figura muestra 5 balanzas con objetos y los pesos totales en cada balanza:
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110 g          80 g          140 g        130 g        100 g

Una de las balanzas funciona mal y las otras 4 indican el peso correcto. Determinar cuál es la balanza que funciona mal y hallar los pesos de cada objeto (, ( y (.

ACLARACIÓN: Todos los ( son de igual peso, y lo mismo ocurre con todos los ( y todos los (.

Resolución: Le llamamos balanza 1 a la de más a la izquierda y vamos en orden hacia la derecha hasta llamarle balanza 5 a la de más a la derecha.

Además los símbolos que aparecen son los de las cartas de la baraja francesa, que se les llama: ( = corazón = 
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  ;  ( = Pique =
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  ;   (= diamante =
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Si tanto la primera balanza como la segunda estuvieran bien, podríamos deducir que 
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=

C

ya que la balanza 1 tiene sólo 1 corazón más que la 2 y pesa 30 kilos más.

Pero si cada corazón pesa 30 entonces como en la balanza 2 tenemos que 
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 tendríamos que 
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, de donde podemos despejar que 
[image: image371.wmf]10

=

D


Pero en ese caso, reemplazando en la tercera, cuarta y quinta balanza tendríamos:
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   de donde podríamos despejar para 
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que 
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 Cómo supuestamente sólo una balanza andaba mal, dos de los valores de 
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 deberían ser iguales, ya que al menos dos de las balanzas deberían andar bien, sin embargo no hay dos valores iguales de 
[image: image376.wmf]P

. Eso significa que estuvo mal suponer que tanto la primera balanza como la segunda andaban bien. O sea, ya estamos en condiciones de asegurar que la balanza que anda mal es la primera o la segunda, entonces veamos algunas ecuaciones que podemos plantear usando las tres últimas balanzas, que ya sabemos que andan bien.

Si sumamos lo de la tercera y cuarta y además miramos a la quinta sola tenemos las siguientes dos ecuaciones:
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   de donde se desprende restando ambas ecuaciones que
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   Ecuación A

Si ahora sumamos lo de la tercera y la quinta y miramos a la cuarta sola vemos que:
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 que si restamos ambas ecuaciones obtenemos que:
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   Ecuación B

Ahora, si a la ecuación A le restamos la ecuación B obtenemos que:
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O sea: 
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Si reemplazamos esto en la quinta balanza queda que:
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Entonces 
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Una vez que tenemos ya estos valores podemos corroborar que la balanza que estaba mal era la 2 ya que 
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Pero la balanza 1 pesa bien ya que
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Respuesta: La balanza que pesa mal es la segunda

31) Amigos chismosos
Un grupo de
[image: image389.wmf]n

amigos deciden hacer un experimento. Todos quieren saber la opinión de todos sobre un cierto chusmerío. Entonces dicen, para no sentirnos chismosos, contémosnos lo que opina cada uno por celular, con mensajitos de texto (cada loco con su tema). 

¿Cuál es la mínima cantidad de mensajitos de texto que se tienen que mandar para que todos sepan todo?

Aclaración: Supongamos que cada mensaje de texto se puede mandar a una sola persona y que puede ser tan extenso como se quiera. 

Resolución: Primero vamos a mostrar un modo posible de escribir los mensajes donde la cantidad de mensajes para tener chance de ser la óptima (o sea aquella en que menos mensajes de texto se mandan.

Llamamos 
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a los 
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amigos.

Supongamos que 
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A

es el primero en mandar mensaje y le manda a
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A

su opinión sobre el chusmerío

Luego
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A

le manda a
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un mensaje donde le cuenta su opinión y también la de
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.

Al recibir el mensaje, 
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A

le escribe a 
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y le cuenta las opiniones de
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, de 
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y su propia opinión

Y así cada uno que recibe le va mandando al siguiente todo lo que sabe, hasta llegar al momento en que
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A

le escribe a 
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 y en ese momento 
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A

sabe lo que opinan todos sobre el chusmerío. Hasta ese momento fueron envíados 
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-

n

mensajes. Pero recordemos que necesitamos que todos los amigos sepan sobre todos, así que todavía no terminó el experimento. Hasta ahora solamente 
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sabe sobre todos. 

Imaginemos que
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A

le escribe a 
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contándole todo lo que sabe (o sea todo)

Luego
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le cuenta todo a
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A continuación
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le cuenta todo a
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Y así siguiendo hasta que 
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le cuenta todo a 
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Llegado ese punto, podemos asegurar que todos saben todo y que la cantidad de mensajes que se mandaron fueron
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Ahora viene algo que pinta difícil, que es ver si efectivamente 
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)

1

2

-

´

n

es la mínima cantidad de mensajes que se pueden mandar para que todos sepan todo. ¿Y por qué pinta difícil? Y porque tenemos que usar argumentos lógicos y convincentes y no podemos probar todos los casos posibles en que los amigos se pudieron mandar los mensajes ya que no sabemos todos los que pueden ser.

En el primer momento en que alguien sabe ¨todo¨, si o si cada uno de los otros tiene que haber mandado por lo menos un mensaje contando su propia opinión entre otras cosas, ya que si alguno de los otros no hubiera mandado su propia opinión entonces sería imposible que este que supuestamente sabe todo sepa sobre ese que no mandó su propia opinión. O sea, como en el primer momento que alguien sabe ¨todo¨, si o si los otros tuvieron que haber mandado por lo menos un mensaje cada uno, en ese momento se mandaron por lo menos
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mensajes. 

Ahora, como es el primero que se entera, significa que cada uno de los otros todavía no sabe todo, entonces cada uno de los otros todavía tiene que recibir por lo menos un mensaje para saber todo, entonces todavía falta mandar por lo menos 
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mensajes para que todos sepan todo. 

Por lo que es necesario mandar por lo menos 
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mensajes para que todos sepan ¨todo¨. 

Y como nosotros conseguimos un modo de que todos sepan todo que constaba de exactamente 
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mensajes, entonces podemos asegurar que esa es la cantidad mínima necesaria de mensajes que se deben enviar para que todos sepan todo.

32) Dos problemas de truco

1) Jugando al truco: ¿En que proporción de las posibles manos que a uno le pueden tocar se liga 30 o más para el envido?

2) Cuando era chico y jugaba al truco, solíamos jugar uno contra uno con un amigo. Él era medio camicase y a veces se lanzaba a catarme la falta envido sin mirar las cartas. Era su modo de mostrar valentía. Yo, en cambio, pensaba que era mucho más valiente cantar la falta envido habiendo mirado las cartas y sabiendo que no tenía nada. En aquel momento yo solía decir no quiero teniendo 24 o 25. La pregunta que me surge ahora es:

¿Con qué puntaje tengo probabilidad mayor a un medio de ganar y con cual menor?

Resolución: 
1) Contemos primero cuántos manos diferentes tenemos en las que ligamos 33. Para ligar 33 hay que tener un 7 y un 6 de un mismo palo

Por ejemplo: ¿Cuántos modos diferentes hay de ligar 33 con el 6 y el 7 de espada? 

La respuesta es que tantos como las posibilidades que hay para la carta restante, o sea 38. Para que quede del todo claro, empecemos a enumerar estos 38 modos diferentes

7 espada, 6 de espada, 1 de copas

7 espada, 6 de espada, 2 de copas

…

7 espada, 6 de espada, 12 de copas

7 espada, 6 de espada, 1 de oro

7 espada, 6 de espada, 2 de oro

..

7 espada, 6 de espada, 12 de oro

Hasta aquí van 20 modos (recuerden que no hay 8 ni 9 en el mazo)

Bueno cuando usemos una carta de basto para acompañar vamos a tener 10 posibilidades más y cuando usemos una carta de espadas vamos a tener sólo 8 posibilidades ya que el 6 y el 7 de espadas no pueden repetirse. Y así se completan estas 38 posibilidades. Obviamente también hay 38 podibilidades diferentes de ligar 33 de bastos y lo mismo para 33 de oros y de copas

O sea en total hay 
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Contemos cuantos modos diferentes hay de ligar 32.

Como el único modo de ligar 32 es con un 5 y un 7 de un mismo palo uno se ve rápidamente tentado a decir que también tiene que haber 152 formas, pero sería un error porque al 7 y al 5 del mismo palo no los puede acompañar el 6 de ese mismo palo ya que en ese caso estaría ligando 33. Entonces con el 7 y el 5 de espadas por ejemplo no hay 38 modos sino 37. 

Así que la cantidad de maneras diferentes de ligar 32 es 
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Ahora se complica un poco más todavía. ¿Cuántos modos diferentes hay de ligar 31? 

Es un buen momento para pensar solos en esto.

Bueno, si ya se tomaron su tiempo podemos seguir…

Se puede ligar 31 con un 7 y un 4 de un mismo palo o con un 5 y un 6 de un mismo palo.

Contemos primero cuántos modos hay de ligar 31 con un 7 y un 4 de un mismo palo. En ese caso, las que no pueden ser la carta restante son ni el 4, ni el 5, ni el 6 ni el 7 de ese mismo palo, o sea hay 36 posibilidades diferentes. 

Entonces hay 
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Y falta contar cuántos modos de ligar 31 con 5 y 6 del mismo palo. En ese caso, la carta restante no puede ser ni el 5, ni el 6 ni el 7 de ese mismo palo, entonces son 37 las posibles restantes. 

O sea en total hay 
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modos de ligar 31 con un 5 y un 6 del mismo palo.

Nos falta contar ahora cuántos modos diferentes hay de ligar 30

30 se ligan ya sea con un 7 y un 3 del mismo palo o con un 4 y un 6 del mismo palo.

Contamos primero cuántos modos hay con 7 y 3. La carta restante en este caso no puede ser ni el 3, ni el 4, ni 5, ni 6 ni 7 del mismo palo (descartamos 5 posibilidades.

Entonces hay 
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Si pensamos en ligar 30 con 4 y 6 son 4 las cartas restantes que tenemos que descartar, así que:

Hay 
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modos diferentes de ligar 30 con un 4 y un 6 del mismo palo

En total contamos, sumando todo, que hay 
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Modos diferentes de ligar 30 o más

Ahora, nuestro objetivo es saber si en el total de manos posibles, que en 876 liguemos 30 o más, si ese 876 es una proporción grande del total de manos posibles o pequeña. Queremos saber exactamente en que proporción del total de manos se liga 30 o más

Nos preguntamos entonces cuántas manos diferentes en total nos pueden venir. Bueno, la respuesta no es muy complicada si sabemos algo sobre números combinatorios, que los aprendimos en la resolución del problema carrera de natación:

La cantidad total de manos posibles es 
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O sea el total de manos diferentes posibles es 9880

1) Esto significa que la proporción de manos en las que se liga 30 o más para el envido es: 
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2) Para responder la pregunta 2 podríamos seguir contando los modos de logar 29, 28, 27, etc. hasta que la suma de posibilidades de más que la mitad de 9880.

Pero también nos podríamos preguntar, como para tener una idea y ver si nos sirve de algo lo siguiente: 

¿En qué proporción de las manos se ligan 2 cartas del mismo palo, o dicho de otra manera, en qué proporción de las manos se liga por lo menos 20?

Contemos cuantos modos de ligar por lo menos 2 cartas del mismo palo. Primero contemos por ejemplo cuántos modos diferentes hay de ligar exactamente 2 cartas de espada y la otra de otro palo. Por ejemplo si las 2 cartas de espada fueran el 1 y el 2 (por decir algo) habría 30 cartas posibles para ser la restante. Si fueran el 1 y el 3 habría otros 30 modos y así por cada elección de 2 cartas hay 30 modos. 

O sea, en total hay 
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Y de ligar exactamente 3 cartas de espada hay 
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O sea hay 
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modos diferentes de ligar por lo menos 20 de espada

Habrá la misma cantidad de cada palo por supuesto.

Así que en total hay 5880 modos de ligar por lo menos 20. 5880 es más que la mitad de 9880, pero le anda cerca, así que si calculamos cuantos modos hay de ligar exactamente 20, y se lo restamos a 5880 obtendremos cuántos modos hay de ligar por lo menos 21 (pensar en eso!)

Modos de ligar 20:

Empecemos a pensar modos de ligar 20 de espadas, pensemos primero con un 10 y un 11 de espada, si la carta restante es de otro palo hay 30 modos diferentes. Con 10 y 12 habrá otros 30, mientras que con 11 y 12 habrá otros 30, y además hay que contar el caso en que se ligan 10, 11 y 12 de espadas. O sea en tota hay 91 modos de ligar 20 de espadas, y por cada palo será la misma cantidad, 

entonces hay 364 modos de ligar 20
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Todavía nos falta para llegar a la mitad.

Así que vamos a tener que analizar la cantidad de modos de ligar 21

Como de costumbre empezamos a pensar en 21 de espadas

Con el 10 y el as de espadas y la restante de distinto palo hay 30 modos.

Hay otros 30 con el 11 y el as y la restante de distinto palo y otros 30 con el as y el 12. Hasta ahí contamos 90, pero nos falta contar la posibilidad de dos figuras de espadas y un as de espadas, que son 3 (10, 11 y as ; 10, 12 y as; 11, 12 y as)

Entonces hay en total 
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Si hacemos 
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, esa es la cantidad de modos de ligar por lo menos 22

Seguro que la cantidad de modos de ligar 22 es la misma que la cantidad de modos de ligar 21, o sea 372 (pensar esto para convencerse)

Entonces, si restamos 
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, que ya si podemos decir que es menos que la mitad de 9880.

2) O sea, la proporción de veces en las que se liga 23 o más es menos que el 50 por ciento.

Y por más que hay algún detalle más para pensar porque cuando vemos nuestras carta, el otro ya no tiene la misma proporción de posibilidades que venimos calculando, porque ya sabemos que hay tres cartas (las que nos vinieron a nosotros) que al otro no le van a tocar, yo diría que si el otro canta falta envido sin ver las cartas y el partido va empatado y tenemos 23 o más, entonces nos conviene decir ¨quiero¨.

33) Raíz de 2

Pruebe que si el número 
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es un número positivo, entonces el número 
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es un número más cercano o igual de cercano que 
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a la raíz cuadrada de 2. 

Lo interesante de este hecho es que si empezamos con 
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por ejemplo y le hacemos la operación 
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, y luego al resultado 
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 le hacemos la misma operación y seguimos así, vamos consiguiendo números cada vez más cercanos a 
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. O sea es un modo de aproximar al número 
[image: image443.wmf]2

con números racionales.

Este problema puede ser muy difícil, pero no hay que frustrarse si no sale. Es lindo para pensarlo un buen rato, dispara muchas ideas.

Resolución: Vamos a llamar 
[image: image444.wmf]f

a la función que hace lo que dice el enunciado. O sea
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Si supuestamente a cualquier número positivo después de aplicarle la función quedamos más cerca o igual de 
[image: image446.wmf]2

, al número 
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entonces la función esta lo debería mandar exactamente a 
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, si no se estaría alejando. Bueno, empecemos por corroborar que eso ocurre.
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¿Y ahora? ¿Cómo podemos ver si efectivamente es número es igual a
[image: image450.wmf]2

?

Sin duda es un número positivo, basta con que al elevarlo al cuadrado de cómo resultado 2. Veamos si eso ocurre:
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Bien, esto sólo comprueba que la función aplicada a 
[image: image452.wmf]2

da como resultado 
[image: image453.wmf]2

.

Ahora hay que ver que a los demás números o los acerca o los deja igual.

Vamos a agarrar un número positivo cualquiera 
[image: image454.wmf]r

y vamos a comparar los números: 
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Un modo de ver si la distancia efectivamente se acortó va a ser ver si la división entre esos dos números tiene valor absoluto menor a 1. Ya que si 
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 al hacer la división 
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tiene que dar un número de valor absoluto menor a 1.

Vamos a reemplazar del siguiente modo


[image: image458.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

1

2

1

2

1

2

1

2

2

1

1

2

2

1

2

2

2

1

2

2

+

×

+

-

=

+

×

+

+

×

+

-

+

×

+

=

+

+

-

+

+

=

-

r

r

r

r

r

r

r

r

f


Y si dividimos ese resultado por 
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, se cancela 
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quedando un -1

O sea queda lo siguiente:
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 EMBED Equation.3  [image: image462.wmf]que claramente es un número cuyo valor absoluto es menor que 1 ya que el número del denominador es mayor que 1.

Con esto queda probado que luego de aplicarle la función al número 
[image: image463.wmf]r

, quedamos más cerca o igual que lo que estaba 
[image: image464.wmf]r

de 
[image: image465.wmf]2

. 

A pesar de que esto no es una prueba concluyente como para asegurar que la secuencia que se va formando al aplicar sucesivamente la función 
[image: image466.wmf]f

empezando desde 
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se aproxima tanto como se quiera a 
[image: image468.wmf]2

, esto realmente ocurre y quedará pendiente.

34) Opiniones

En una escuela el 75% de los alumnos opinan que hay que mejorar los baños, un 70% de los alumnos opinan que hay que mejorar el patio y un 65% de los alumnos opinan que hay que mejorar las escaleras. 

¿Es posible que ningún alumno opine que hay que mejorar las tres cosas?

Resolución: Hagamos un ejemplo con números para no marearnos.

Supongamos que en el colegio hay 100 alumnos.

En ese caso habría 75 que opinan que hay que mejorar los baños, y por lo tanto 25 que no opinan eso. Estos 25 conforman el grupo1

2) Del mismo modo vemos que hay 30 que no opinan que hay que mejorar el patio. Estos 30 conforman el grupo2

Y hay 35 alumnos que no opinan que hay que mejorar las escaleras. Estos 35 conforman el grupo 3

Hay una cosa que no sabemos y es si los grupos 1, 2 y 3 tienen o no integrantes en común. Lo que si sabemos es que a lo sumo, entre los tres grupos hay 
[image: image469.wmf]90
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personas. Pero entonces, como en total son 100 alumnos, seguro que hay por lo menos 10 alumnos que no corresponden a ninguno de los tres grupos. Pensemos en uno de estos que no pertenecen a ninguno de los tres grupos. Por no pertenecer al grupo1, seguro que opina que hay que mejorar los baños. Por no ser parte del grupo2, seguro que opina que hay que mejorar el patio, y por no estar en el grupo3, piensa sin duda que hay que mejorar las escaleras. En fin cada una de las personas que no estén en ninguno de los tres grupos, seguro que opina que hay que mejorar las tres cosas. 

Entonces hay por lo menos un 10% de los alumnos que opina que hay que mejorar las tres cosas. 

35) Guitarrista cuyano

Un guitarrista cuyano tiene en su repertorio 10 tonadas distintas, 10 cuecas y 6 gatos. Las tonadas, cuecas y gatos son ritmos de música como la samba y la chacarera.

Cada vez que da un recital toca 10 canciones. Siempre elige 4 tonadas, 4 cuecas y 2 gatos. Asegura que nunca en un recital va a tocar exactamente las mismas 10 canciones que en otro, sin tener en cuenta el orden en que las toca. O sea, lo que dice es que el grupo de canciones de un recital nunca es el mismo que el de otro recital.

1) ¿Cuántos recitales podría llegar a dar? (supongamos que cuerda para cantar y tocar la guitarra le sobra) 

2) Y si hay una cueca y una tonada que las toca todos sus recitales porque son las que el público siempre quiere escuchar, en ese caso, ¿Cuántos recitales podría dar con las mismas condiciones de antes?

Resolución:
1) De las 10 tonadas que sabe, tiene que elegir 4. Eso lo puede hacer de 
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O sea, que tiene 210 maneras diferentes de elegir 4 tonadas, también tiene 210 modos de elegir 4 cuecas ya que también conoce 10.

Además, tiene que elegir 2 gatos entre los 6 que conoce. Eso lo puede hacer de 
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modos diferentes

Nos falta ver cuál es el total de recitales que puede dar sin que el grupo de canciones que elija sea el mismo. 

Una vez que elige las 4 tonadas, que tiene 210 modos distintos de hacerlo, elige luego 4 cuecas, que también tiene 210 modos distintos. O sea, hasta ahí tiene 
[image: image472.wmf]44100
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modos diferentes de elegir, y para cada uno de todos esos modos, le falta elegir entre las 15 posibilidades que tiene para elegir gatos.

1) Entonces, en total puede dar 
[image: image473.wmf]661500
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2) En ese caso, sólo tiene que elegir 3 tonadas entre 9 ya que una va siempre, y también tiene que elegir 3 cuecas entre 9 ya que la otra la canta seguro. Entonces, en total tendría:
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2) En ese caso tendría 105.840 recitales diferentes

Patrulleros

El patrullero A viaja desde la ciudad A hasta la B, ida y vuelta 

a velocidad constante y repite el viaje sin parar. 

El patrullero B, hace lo mismo que A pero empezando de la ciudad B, y yendo hacia A ida y vuelta sin parar. La velocidad de B es de 40 Km. /h.

Ambos patrulleros van por la misma ruta y ambos comienzan a patrullar a las 12 de la noche. Desde la primera vez que se cruzan, el patrullero A demora 20 minutos en llegar a B mientras que el patrullero B demora 45 minutos en llegar a A.

1) ¿Cuál es la velocidad del patrullero A?

2) La novena vez que se cruzan (o se pasan) deciden parar a conversar un rato. ¿Qué hora es aproximadamente, o exactamente mejor?

Resolución: Un primer dato concreto que podemos encontrar es la distancia que hay desde el punto donde se encuentran hasta A. Y eso es fácil de calcular ya que sabemos que la velocidad de B es 40 Km. /h. y le faltan 45 minutos para llegar. Y si B hace en una hora 40 Km, en 45 minutos hace 
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Pero como habíamos dicho que el tiempo hasta encontrarse era 
[image: image477.wmf]t

, y vemos que A recorre 30 Km. en
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 horas, podemos decir que la velocidad de A es 
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Pero entonces ¿cuál es la distancia que le falta recorrer a A desde el punto de encuentro hasta B?

Si la velocidad de A es 
[image: image480.wmf]t
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Km. /h., entonces en los 20 minutos que le faltan hasta llegar a B recorrerá 
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Por otro lado, sabemos que la velocidad de B es 40 Km. /h., pero entonces, en 
[image: image483.wmf]t

 horas recorre 
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O sea, tenemos dos modos diferentes de medir la distancia desde el punto de encuentro hasta B.

Cuando la medimos usando la velocidad de A, no da
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Km., mientras que cuando la medimos usando la velocidad de B, nos da 
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Km. Entonces podemos plantear la igualdad:
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 de donde despejamos que 
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. Y como 
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es un tiempo por la tanto es un número positivo, podemos decir que 
[image: image490.wmf]2

1

=

t

.

O sea, pasó 
[image: image491.wmf]2

1

de hora, que es lo mismo que 30 minutos hasta el primer encuentro. 

Además, como la velocidad de A es de 
[image: image492.wmf]t

30

Km. /h., la velocidad de A es de 60 Km. /h.

¿Qué más sabemos? 

Sabemos:

· que A demora 50 minutos en hacer el recorrido 

· que B demora 75 minutos.

· Que hay 50 Km. entre A y B

Y nos falta responder la segunda pregunta, que es saber la hora que es cuando se cruzan por novena vez. Bueno para esto yo recomendaría ir viendo en que instantes aproximadamente se cruzan. Sabemos que la primera vez es a los 30 minutos. 

Cuando van 75 minutos, B está llegando a A, y A está a mitad del camino de vuelta. Luego, se van a cruzar pronto entre A y la mitad de camino. Cuando vayan 100 minutos, A estará llegando a A luego de hacer ida y vuelta, mientras que B estará yendo hacia B. Cuando vayan 150 minutos, ambos estarán llegando a B y será el tercer encuentro entre ambos patrulleros.

Y a tomará la delantera saliendo hacia A. Cuando vayan 200 minutos, A estará llegando a A nuevamente mientras que B estará camino a A, luego en breve luego de los 200 minutos será el cuarto encuentro. Cuando vayan 250 minutos A estará llegando a B, mientras que B estará yendo camino a B, luego de un tiempito más se cruzarán nuevamente, por quinta vez y a los 300 minutos, llegará B a B y A llegará a A, y todo estará como al comienzo. O sea, en 300 minutos se encuentran 5 veces y vuelve a repetirse el ciclo. Y habíamos visto que a los 150 minutos era el tercer encuentro estando los dos patrulleros en B. Esto quiere decir que a los 450 minutos será el octavo encuentro y ambos patrulleros estarán en B. Ahora tenemos que intentar encontrar cuando va a ser el noveno encuentro. A los 500 minutos, A va a estar en A y a B le van a faltar 25 minutos para llegar a A, eso quiere decir que B ya hizo 
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del recorrido hasta A. Como el recorrido es de 50 Km., eso significa que le faltan 
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O sea, a los 500 minutos, son 
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Km. los Km. que los separan y comienzan a conducir acercándose. Uno de ellos va a 40 Km. /h. y el otro a 60 Km. /h

Eso significa, que si estuvieran a 100 Km. de distancia y empiezan a manejar enfrentados a esas velocidades, en una hora se encuentran, pero como sólo están a 
[image: image496.wmf]6

,

16

)

Km., el tiempo que demorarán en encontrarse es de 
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Entonces el noveno encuentro es a los 510 minutos, que es lo mismo que decir a las 8 horas y media luego de comenzar a patrullar.

Los patrulleros paran a conversar un poco a las 8:30 de la mañana
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